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Corrigé du DS 2

Exercice 1 Partie bornée
Soit A = { ST2n /m € N*etn € N}.

3m2+4mn
3m+2n

1
< -
3m2+4mn — m

1. Montrerque Vm € N*,V n €N,
2. Endéduire que A admet un maximum et le déterminer.
3.  Montrer que Vp € N*, :—p € A.
4

En déduire que pour tout € € R**, il existe un élémenta de Atelque0 < a < ¢.
5. A admet-elle un minimum ?

) 3m+2 3m+2 3m+2n-3m—4 1[ -2 o 3m+2 1
1. Soit m € N*et n €N, Z”n —-—= [m+" ] [m+n i n]:—[ r ]<0. AmsuVmEN*,VnEN,ﬂS—.
" 3m2+4mn m 3m+4n m 3m+4n m L3m+4n 3m2+4mn m
3m+2 3X1+2X0 o
2. Alors, Vm € N*,V n €N, 77:” " <1 <1.Dponc1 majoreAetl = —XZ *2X0 e 4. Ainsi, 1 = max(A4).
3mc+4mn m 3X1°+4Xx1x0

3.Soitp € N*, X220 _ 3 g4 B g g
3p“+4pXp 7p 7 7D
. v 5 7 1 5 5 . 5 5 5 .
4.5t e R™. > <e =2 >-&p>_—.Prenonsp = l—J + 1. Alorsp € N"etp > —donc0 < —— < &. Donc a = — convient.
7p 5 & 7€ 7¢& 7€ 7p 7p
5. Aucun réel ¢ € R**ne minore A puisqu’il existe toujours un élément de A strictement inférieur & . Les éléments de A étant tous strictement
positifs, aucun réel de A ne minore A. Ainsi, A n’a pas de minimum.

Exercice 2 Péle-méle ... questions indépendantes réelles ou complexes ?

1) Montrer que pour tout entier naturel n, [ZVnz +n+ 1] est impair.

2) Montrer que pour tous complexesa, betc, 1 < |a|+|a+b| + |b+c|+ |c+1].
a(c-b)?
b(c—a)?

2
1) n2+n+i<n2+n+1<n2+2n+1donc(n+%) <n2+n+1<(n+1)2.Alors,n+%<\/n2+n+1<n+1et2n+1<
2Vn?+n+1 < 2n+ 2.en déduis que [2vnZ + n + 1| = 2n + 1 et ainsi, |2VnZ + n + 1| est impair.

inégalité
triangulaire
généralisée
~

2) 1=|-1=la—(a+b)+(b+c)—(c+1)] < la|+ |la+b|+|b+c|+|c+1].
3) Posonsa = e, b=e etc= e Commeb estdemodulel,b # 0.De plus, ¢ # a.Donc, b(c — a)? # 0. Et,

ER*

3) Soienta, b, c trois nombres complexes distincts et de module 1. Montrer que

2
B=i), iEFE _
a(c—b)? _ eif(eih—eif)?  efei2i(1-eiB-m) e’ ( lem( ) > sin (ﬁ ) IO B+B-p-(0-1)) — smz(BT”)eio sin (L) _—
—a)?  elB(eif_gif)2  giBgpizn(1—_gi0-m)2 o—m\2 4 (0K 0
b(c-a) elB(elr—elf) etfeizn(1-e ) eflf(—zisin(e;u)e‘ez_u) sm( ) 51112(—2 ) sin (—)

Exercice 3 Trigonométrie et sommes.
1. Montrer que pour tout réel t, cos(3t) = 4cos3(t) — 3 cos(t).
2. Soitn un entier naturel, x un réel et S, (x) = Y5—,cos (kx) .
a. Calculer S, (x) pour un réel x tel que x = 0[27].
b. Soit x un réel tel que x # 0[2m]. Linéariser sm( )cos (kx) et en déduire S, (x).
c. Recalculer S, (x), par une autre méthode (en passant en complexe), et retrouver les résultats 2. a et 2. b.
d.  En déduire T,, = jt_ cos® (*£).
3. Soitf =
a. Justifier que cos(36) = sin(26).
b. Déduire de 1) et 3a) que : 4sin?(6) + 2sin(6) — 1 = 0.

1+«/— ot c (211') _-1+/5
5 4

c. Montrer que cos (g)

d. Vérifier alors le résultat Zd. pourn = 4.
1. Soitt unréel.

it ,—it13
cos(t)? = [#] ;[ Sit 4 3t 4 3¢ + ¢3if] = 2 [2 cos(3t) + 6 cos(t)]. Ainsi, cos(3t) = 4cos3(t) — 3 cos(t).
2. a. Soit x un réel tel que x = 0[27]. Alors Vk € N, kx = 0[2m] donccos(kx) =1let S,(x) =Xpol=n+ 1.
b. Soitx # 0[2m].sin (g) cos(kx) = %(sin E + kx] + sin E - kx])
. 1 . .
Donc, sm( )S (x) = Xi=psin (g) cos(kx) = ;Z}::o (sm E + kx] + sin E - kx])

= Zieo| sin|(k + )] —sin|(k =3)a] | = Flunss ol = (sin|(n + 1 =5) x| —sin(=3) ] = (sin [2522] +sin[3]) =

Uk+1 Ug
in(mL
sin [—(anl)x + ﬂ cos [—(anl)x — ﬂ = sin [nTH x] cos [%] .Donc S,(x) = (—51;(71(2{;)) cos (gx)
2
¢ Sp(x) = Xp_gcos(kx) = Yi_,Re(e™™) = Re(Tp_oe™*) = Re( ’,}zo(ei")k).
Six un réel tel que x = 0[2m] alors e™® = 1 donc S, (x) = Re(Xh_,1) =n+ 1.
n+1

. (eix)n+1_1 ein+D)x_q 2isin(ﬂx)elTx sin(n—ﬂx)eig"
Si x un réel tel que xE0[21T]alorse”‘;tldoncSn(x)zRe( v ):Re( . )zRe —2 L - |=Re|—2x%— =

o = 2isin(3)e’s sinC)
R (2557 (cos(2)  1in (22))] = (2552 cos(22)




km 1
d T,= cos ( )=— n_
n k 0 5 4 k=

1= () cos (i) +

3. Soit = %
a. cos(360) =sin (g - 36) = sin (g -3 fo) = sin (2 —) = sin (26).
b. Alors d’aprés 1) et la formule d’angle double du sinus, 4cos3(8) — 3 cos(8) = 2sin(8) cos(6).
Donc, [4cos2(8) — 3 — 2sin(8)] cos(#) = 0. Or, cos(8) # 0 donc 4cos?(8) — 3 — 2sin(8) = 0. Ven déduis que : 4(1 — sin?()) —
3 —2sin(B) = 0 etainsi, 4sin?(8) + 2 sin(e) —-1=0.
PosonsA=4+16=20=4 X5 = (2\/_) .Alors sin(8) = 2+2‘/— _1:‘/5 ou sin(9) = —= \/_ . Comme de plus sin(8) >
0, sm( ) =sin(0) = 1+‘/—
_ , _ 145 _ 2 (T (15 2 _ (6+2V5
c. COS(E)—l—ZSln (10) 1—2( ) 1——(1+5—2\/_) 15 o 05(5) 2cos (E)—1_2(4 ) —1—(—8 )—
1= 215
Yot

41 s
car COS(? =—COS(;)

et COS(Z?H)=— COS(S?H)

3 (42 = 1.

/-\
UI
\_/

d. T,=Yr_ocos (5)—1+cos (E)+cos3(2?")+cos (3?)+cos

() cos(220) 3 (25 cos (32)] = 3] (i con(52) 3 (s ()] =2 (st - cos2) +

10.

N

D’autre part,

3< 1 >(—1+\/§)]=i(1+3) =1. OK !l

—1+y5 4
4

Exercice 4 Equations et racines niemes
Soit 8 € [0, 7] et n € N\{0,1}.
1. Résoudre I'équation (e): Z%2 — 2cos(f) Z+ 1 = 0 d’inconnue Z complexe. On discutera du nombre de solutions distinctes en fonction

du réel 6 .
D _an
2. Soit (E) I'équation C—J_ri) + C—;) = 2cos () d'inconnue z complexe .
a. Supposonsici que : 8 € ]0, [. Résoudre I'équation (E).

b. Supposons maintenant que 8 = 0 . Résoudre I'équation (E) .

1. Posons A= 4cos?(0) — 4 = 4(cos?(0) — 1) = 4(—sin?(9)) = 2%i%sin?(0) = (2isin(9))2.
2(:05(9);—15171(9) = eif ot Z, 2cos(9)2 Lsm(@) e
SiA=0 i.e.sin(@) = 0i.e.0 € {0,m} alors Z, = Z, et (e) a une unique solution e® qui est égalea1si@ =0 eta—1sif =m.

SiA# 0 i.e.0 ¢ {0,m}alors Z, # Z; et (e) a deux solutions distinctes et conjuguées e'® et e~ .
2. Soitz € C\{i,—i}.PosonsZ = (ZH) .

z—1

Alors les solutions de (e) sont Z; =

. i\ .
Z solution de (E)<=>Z+—=2cos(9)<=>22—2cos(9)Z+1—O@Z—ele ouz =e® «:»(Z“) = e ou (Z—“) =e~i¥

z—i z—i
(:)—_ est une racine nieme de e ou de e
i i0  2ikm Z+i —i6 —2ikm st s
3k e H:O n-— 1]]/—,—6 ne n OU —, =ene n ( car les racines niémes de l'unité sonte n tq k € [0,n — 1] ouencoree™ = tq k € [0,n — 1]

<3k € [0,n — 1]]/2(1 —e (181 2T)) =i (1 +e (ft Zan)) ouz (1 - e_i(%Zan)):—i (1 + e_i(%J'Zan))
&3k e 0,n— 1]]/2(1 e )) =—i (1 + ei(%+w7")) ouz (1 - e‘i(%+an))=—i (1 + e‘i(%’“Zan)) .

(0, 2km
Or,1—el(5+T)—0<=> +m=0[2n]<=>2k1r=—9[2nn](:)k———[n] 0r0<9<ndoncO>——>——d0nc —%EZetpar

6 2km
suite , aucun entier k ne vérifie k = —; [n]doncVk e[O,n—1], 1—e (n n ) * 0.
(f:*ZkT”) ZCOS(m)e S P P
Donc, z solution de (E) & 3k € [0,n —1]/z = — WW =—i| — 2t —5sm = cotan( +2k”) ouz= —cotan( +2k”) .
1- e( +7) —Ztsm(e“kn)e‘ 2n 2n 2n

Ainsi, Sol(E) = {Cotan (9+2nkn) , —cotan (9 an) /keon— 1]]}

z+i\"
3. Soitz € C\{i,—i}.Posons Z = ( ) .

—i

Zsolutlonde(E)(:)Z+——2(=>ZZ—ZZ+1—0(=>Z_1 (:y(?i) =1

74 2ikm

(:)— est une racine nieme de I' unité <3k € [0,n — 1]]/—-e n

<3k e 0,n— 1]]/2(1 —e (2:11)) =i (1 +e (2:"))

2k . (2k:
Pourk =0,1— HED) = @ s 1 + /%) = 2 % 0. Donc | e cas “k=0" est impossible. Par contre, si k € [1,n — 1]

. (2kT .(2km (2R
o3k el,n— 1]]/2(1 — eL(T)) =i (1 + eL(T)) alors 1= ¢/%) 0
( kn) -
= 3ke[l,n-1]/z=— (T::(Z"")) = cotan (k?)

Ainsi, Sol(E) = {cotan( ) /kell,n— 1]]}



Exercice 5 Une bijection complexe

On munit le plan complexe d'un repére orthonormé direct R = (0,7, )) .
. P P N 1-a)z+2(1—i
Soit a € Cet Ta I’application définie sur C\{a + 3i} et a valeurs complexes par : T, (z) = %
1. Montrer que T, est constante si et seulement sia € {1 — 2i, —i}. Déterminer le cas échéant, la valeur de cette constante.
Désormais , on suppose que le complexe a est distinct de 1 — 2i et de—i. Autrement dit, T, n’est pas constante.
2. Montrer que T, réalise une bijection de C\{a + 3i} sur C\{d}, ot d est un nombre complexe a préciser et décrire T, .

3. Montrer qu’il existe un complexe b tel que : T,”* = T}, .Vous exprimerez b en fonction de a.

4. Résoudre I'équation T,(z) = z , d’'inconnue z complexe . On note p et q les solutions trouvées telles que |p| < |q|.
p et g sont appelés les points fixes complexes de T,, . On note P le point d’affixe p et Q celui d’affixe q.

To(2)-p _

Ta()-q
Soit z complexe distinct de a + 3i, p et q et M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe T, ().

Etablir une relation entre les angles arg(8), (MP,MQ) et (M'P,M'Q).
7. Supposons que arg(6) = 0[r]. Montrer que : M € (PQ) & M' € (PQ).

i 2-1

8. Désormaisa=0etd = PyRri i
Soit (z,,) la suite de nombres complexes définie par: zy, = ietVn €N, z,,,; = To(2,) . On note M, le point d’affixe z,.
a. Placer les points P, My, M; et M, dans le plan.

b. Vn € N,onposeU, = Z"_Z. Justifier que la suite U est géométrique.

Montrer qu'il existe un complexe § tel que : Vz € C\{ a + 3i, q}, 6% . Vous déterminerez § en fonction de a.

c. Endéduire z, enfonctionden.
. ’ V2|a®
1. Montrer que Vn € N*, |z, — (1 +i)| < el
2. En déduire que liT |z, — (1 +i)| = 0. Traduire géométriquement ce résultat.
n—»+oco

1. T, est constante =T,(0) = T,(3i) = 2_({11__;)1 = (1—3331‘;25—0 = (2-2)(—a)=(—a—-3))(-3ia+2+1i)

=3ia?-(9+3)a+3-6i=0=ia’—(3+i)a+1-2i=0 = a=a,oua=a,.
A=2i=(1+i)2
3+i-(14)_ 2 .
=

a =2 24 i)=1-2i

Réciproquement,
, 2(1-i)
(1+)z+2(1-0) _ (1+l)[Z+—m- ] _ N [z-2i] _ ,
ot = oeisa = . a+d P (1 +i).Donc T, est constante.
car 2(1-i)_2(1-9% _ 4

—=———=——==2]
1+ 11+i|2 2

N Z—1-1
(Zl) z—-1-1

—i)=—1—i

sia = a, alors vz, T, (z) =

@dz+2(1-1) _ @p[z+)

z—1-1 z—1-i

Sia = a,alorsvz, Ty, (2) = = 2i.Donc T, est constante.

3
car@:—i(l
Jen conclus que T, est constante si et seulement si a € {1 — 2i, —i}.
2. Désormaisa €& {1 — 2i,—i}etT,n’ est pas constante.

Soit w € C. Cherchons tous les antécédents de w par T, en résolvant I'équation T,(z) = w d’inconnue z complexe.
Soit z € C\{a + 3i}.
o (1-a)z+2(1-i) . .
z estun antécédent de wpar T, © T,(z) = w & T ee 1-a)z+2(1-i) =w(lz—a—-3i)
S(l-az-—wz=-20-i)-w@+3i) o[1-a—wlz=-2(1-1i) —w(a+ 3i)
{ g = —2(1-i)-w(a+3i) siwmz1l—a ;= -2(1-i)-w(a+2i) siw=1—a
= [1—a-w] = 1-a—w
0=-21-)-1-a)a+3D)siw=1-a a?+@Bi—-1a-2—-i=0siw=1—a
en multipliant

la 2éme ligne _ —2(1-D)-w(a+3iQ)

ari —2(1—i)— 3i . — e TN o _ _ A .
pg z=%stw¢l—a - z 1-a-w siw # 1 a@{z=Wsiw¢l—a
. . T . a=aq,oua=a, sio=1—a . —azw
ia?+(-i—-3)a-2i+1=0siw=1-a N St impossiblesiw =1—a
impossible
-2(1-i)-w(a+3i)

par T,.Mais w = 1 — a n’a pas d’antécédent par T,.J’en conclus
-2(1-i)-w(a+3i)
1-a-w i

Donc tout complexe w # 1 — a admet un et un seul antécédent PR
—a—a

que T, est bijective de C\{a + 3i} sur C\{1 — a}. Et Vo € C\{1 — a}, T,”*(w) =
3. b+3i=1—-aeb=1-3i—a. Posonsbh=1-3i—a.
Alors,a=1—-3i—betVw € C\{b + 3i},w EC\{1 —a}et
T, (w) = —2(1-D)-w(a+3i) _ —2(1-D-w(1-3i-b+3i) _ —2(1-)-w(1-b) _ w(1-b)+2(1-0)
a w) = 1-a—w ] - b+3i—w - b+3i—w - w—(b+3i)
w=z@(1—a)z+2(1—i)=z(z—a—3i)(=>zz—(1+3L’)Z—2+2i=0 Sz=2ouz=1+1

z—a-3i i i K i
A=(1+30)2-4(-2+2i)=—2i=(1-0)?
L3I

= Ty(w). Ainsi, T,” =T,

T,(z2) =z

1 2
22:1+3iz+1_i:1+i

Comme |1 +i| =+2 <2 =|2i],p=1+ietq = 2isontles deux points fixes de T.

(A-a)z+2(1-i) . . . . . . ) . [-D+@a+da]
Ta(2)-p _ W—(lﬂ) _ (-a)z+2(1-D)-1+i)(z—a-3i) _ (mi—a)z+(i-D+(1+Da _ (-i-a) z+ (—i—a)
T,(2)-q %’:(_1-0_21- T (-a)z+2(1-i)-2i(z—a-3i)  (1-a-20)z+2(-3-i)+2ia  (1—a-2i) Z+%'
[(i-D)+@+i)al N _ [-D+@+Dal-(i+a)(A+D) _ [-D+@+Da] _ N R 2(-3-i)+2ia _
T +@1 + i) = Cia =0.Donc, e = (1 +i) = —p. De méme, ez = q.
Donc, L@-p _ _Cizd) 2P 05— G0 g, Ta@p _ 5270

To(z)-q (1-a-2)z-q (1-a-2i) Ta(2)—q z—q

Ta(2)-p _ oz-p Ta(2)-D\ — z—p T VT — B 1
4. Toq 6Z_q. Donc arg (—Ta(z)_q) = arg(d) + arg (Z_q) [27] ce qui signifie : (M P,M Q) = arg(5) +(MP, MQ) [27].



Comme arg(&) = 0[1'[], (M'ﬁ,_I\\/I'Q) = (MP/,MQ)[TE]. DoncM € (PQ) & (Mﬁ,I\VIQ) =0[r] (M’ﬁ,I\VI’Q) =0[nr] & M € (P'Q").
_ (=ha+2i) _2-i

a=0et §= (1 21) @a-2i)(1+2i) 5 °
a. Alorsvn, Uy, = ;“Z";_Z = % = §U,. Donc la suite U est géométrique de raison §. DoncVn, U, = §"U, = 6"% = —ié"
a\én)— n— -
Zn=P _ __:onm o _ s _ . .o _ .o R _ p+idtq _ 1+i-28"
e i6™. Donc, z, —p = —id™(z, — q) et par suite, (1 + i6™)z, = p +i6"q . Ainsi, Vn, z,, = et = 1rien
_ Ny |1Hi-2st |1+L 26" -(1+D(A+i™)| _ |-28"-(1+D)is"| |( 1-0)8"| _ |-1=illsI* _ |5]™
c.vn, |z, — (L + D] = | 1+i6™ a+0]= 1+i6m [~ 1+i8m I T o1+isn I T+ \/_|1+i5"|' Orla
deuxiéme inégalité triangilaire assure que|1+L6"| > ||1|—|L'6"|| = ||1|—|L'||6|"| =[1-16|"| = 1—]6|™ > 0. Donc,
1
car |8|=E<1
1 181" V28It L. ] V218"
< —
|1+i8"| - |6I" et\/_|1+us"| P Ainsi,Vn,0 < |z, — (1 +i)| < e
V218"

d.Comme |§] < 1, 11m |&]™ = 0. Et par suite llm = 0. Alors le théoréme des gendarmes assure que litP |z, —(1+0)|=0
n—-+oo

o 1-|8["
cela signifie géometrlquement que 11111 PM, = 0 . Cela veut dire que les points M,,se rapprochent de P lorsque n = +oo.
n—+oo



