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PROGRAMME DE COLLE
Semaine 3

CHAPITRE 2 : Récurrences-Sommes et Produits finis.
I. Théorémes de récurrence simple - Double — Forte .

Il. Sommes et produits finis

e Sommes finies

o

O O O O O

Notation d’une somme finie.

Propriétés des sommes : découpage, séparation, mise en facteur.
Changement d’indices.

Ecriture de u,, en fonction de S, = X 7_o Uy et Sp_;.

Somme télescopique Y- (U1 — Uy) et plus généralement, X8_p (U — Upiq)-

1
k(k+1)

Application au calcul de Z};:l et autres sommes « rationnelles ».

e  Produits finis

)
)
)
)

o

Notation produit fini.
Propriétés des produits : découpage, séparation.
Changement d’indices.

Produit télescopique H};zouz—;l

Ecriture de u,, en fonction de B, = [}, uy et P,_;.

e  Généralisation de formules rencontrées

@)
@)

@)
@)

Vk, ay < bk = Zﬁzlak < -

TR, apl = -, I20, @] < -

iy e = -+ S g <

In([IP., ay) = - et eZk=1% = ...
Rog X =,

e Sommes doubles

@)
@)
@)

Notation d’'une somme double et finie.
Théoréme d’interversion de deux sommes finies.
Produit de deux sommes simples et finies.

Il. Formules sommatoires

e Somme

@)
@)

des entiers compris entre L etn
des « entiers au carré »

e Somme géométrique.

@)
@)
@)
@)

Factorisation de 1 — x™ par (1 — x)
Factorisation de a™ — b™ par a — b.
Formules des sommes géométriques : Yi_, x* et Xp_, x*.
Application au calcul de Y% _; kx*~1

e Formule du bindbme de Newton

@)
@)
@)

o

Définition d’une factorielle, d’un coefficient binomial.
Propriétés des factorielles et des coefficients binomiaux. Valeurs particulieres.
Formule de Pascal. Triangle de pascal.

Formule du binéme de Newton. Application au calcul de la somme X;_, (

Iv. Applications a quelques suites particuliéres

e Quelques rappels sur les suites :

@)
@)
@)
@)

e Suite arithmétique, suite géométrique : définition et expression explicite. Somme ou produit des termes. Limite d’'une

Suite croissante, suite décroissante.

Suite majorée, minorée, bornée.
Théoréme des gendarmes.

Théoréme de limite d’une suite monotone

suite géométrique .

e Suite arithmético-géométrique : définition et méthode pour trouver une expression explicite.
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).

Mathématiques



CHAPITRE 3 : Fonctions usuelles 1.
« Rappels » de définitions :

e Définition d’une fonction, de son domaine de définition, de sa courbe représentative.
e Définition d’une fonction (dé-)croissante, strictement (dé-)croissante.
e Définition d’une fonction paire, impaire, périodique.

I. Partie entiére
o Définition de la partie entiere d’un réel.
e Caractérisation par une inégalité : sin € Zalors (n<x<n+1 & n = |x]).
e Propriétés essentielles : (sin € Z alors |x+n| =|x]+n) et (x<y=|x] <|y).
e Représentation de la fonction partie entiere et de la fonction partie décimale.

Il. Trigonométrie
Définition du sinus et cosinus d’un réel a partie du cercle trigonométrie.
Premieres formules de trigonométrie liées aux définitions de cos, sin.
Valeurs particulieres.
Equations et inéquations trigonométriques : définition de Arccos(x) et de Arcsin(x) d’un réel x € [—1,1].
Autres formules de trigonométrie : formules d’addition, d’angle double.
Formules a savoir retrouver : formules de factorisation et de linéarisation.
Méthode pour écrire Acos(wt) + Bsin(wt) sous la forme Ccos(wt + @).

Tous les énoncés des définitions, propriétés et théoremes doivent étre connus. Les démonstrations des résultats
suivants sont aussi a connaitre :
1) Enoncer et démontrer la généralisation de la propriété In(ab) = In(a) + In(b).
2) Enoncer et démontrer par téléscopage la formule donnant Y7_, k3.
3) Enoncer et démontrer la formule de factorisation de 1 — x™ par (1 — x) et celle des sommes géométriques

r=o X et (Xi_p,x).
4) Enoncer et démontrer la formule de Pascal.
5) Soit x et y deux réels. Démontrer que : (sin € Zalors |x +n| =[x] +n) et (x<y=|x| < lyD.

Rappeler soigneusement le résultat avant de le démontrer

1) Enoncé:V(ay,a,, .., a,) € (R*)", In(IP.; ax) = X7, In(ay).
Démo : On admet que V(X,Y) € (RT)2 In(XY) = In(X) + In(Y) (xx).
La généralisation : Notons H(n) la propriété " pour tous réels a,, a,, ..., a, strictement positifs ,In([Tr-; ar) = Xhoq In(ay) .".
Initialisation : H(2) est vraie d’aprés ce qui précéde.
Propagation : Soit n un entier naturel tel que n > 2. Je suppose que H(n) est vraie. Sous cette hypothése, je vais montrer que H(n + 1) est vraie. Soit a, a, ..., @, 41 des

réels.
on applique

(%) car H(n)
axX=[[f-, ax>0et Y=apn411>0 est vraie
Jn(iZia) = in| (TRoq @) X oy 2 n(lizy @) + nang) 2 [Zpo; n(@)] + nans) = ZpE Inay).
=X =y

Ainsi, (H(n) = H(n + 1)).

Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure alors que Vn = 2, pour tous réels a,, a,, ..., a, strictement positifs ,In(I1x-, a;) = Xi-, In(ay)
2

n(n+1))

2) Enoncé: Soitn un entier naturel. Y_ k3 = ( 5

Soit n un entier naturel.
FBN

vk €N, (k+ 1D*—k* = k*+4k® + 6k% + 4k + 1 — k* = 4k® + 6k? + 4k + 1. Donc, YP_,[(k + 1)* — k*] = X}_o[4k® + 6k? + 4k + 1]. Donc,
somme télescopique

(m+D)* =0t =430 k> + 620 ok +4X0 ok + X, 1.
Donc, Ti_ok? = 2 [(n +1)* — 6 (WMD) _ MO ) 44y = Lt D[+ DT —n@n+ 1)~ 20— 1] = 2 (n + D + 2] =1 (0 + 1),

6 2
2
Ainsi, vn € N, X_o k3 = (n(nTﬂ)) .

3) Enoncé:

e Pour tout entier naturel n non nul et tout réel x , 1 — x™ = (1 — x) (s x*) .
Tl.+1_1 )

e Pour tout entier naturel n et tout réel x, Z}(l:()xk = { a0 = 1.
n+1lsix=1




xn—p+1_1 s
. , —xPsix#1
e  Pour tous entiers naturels p et n tels que p < n et tout réel x, Z};:p 5l = { x—1 .
n—-p+1lsix=1
Démo :
e Soit n entier naturel n non nul et x unréel. (1 — x)(Tizgx*) = Ypsdxk —x ¥Rz xk = Ynzlak — Yn_dxk+l = yn-t (’fﬁ - x"“) =Uy — Ugypy-g = x° —x™
Uk Uk+1

4)

somme
télescopioque

Ainsi, VN € N*,VX € R,1— X" = (1 - X)(BN=2 X*) (%)
. Soit n un entier naturel et x un réel.
lrcas:x = 1. Ypoxk =Yt 1k =Y 1=n+1

n+1_
2¢me cas : x # 1 alors d’aprés ce qui précéde (1 — x)(Xr_, x*) = 1 —x™7; puisque x # 1,1 — x # 0 et par suite, Yi_ox¥ =% T !
onap?;lique *
(%)
avec
N=n+1€eN*
et X=x
XN+1_1 3
Ainsi, VN € N, VX € R, Z)_, X* = {—X_l SIX# T (),
N+1siX=1
o Soit p et n deux entiers naturels tels que p < n et x un réel.
Iocas: x = 1.0 ,xF =3¢ 1¥ =3 1=n—p+1
. ) _ y _ _ n—p i _ xMP+1_q
2mecas: x # 1. Xp_,x* = Tp_, xPxhP = xP(TR_, x*P) = xP(T]27 x7) =
on applique
(x%)
avec N=n—-p
et X=x#1
xN-P+1_q Do
Ainsi, V(N,P) € N2/P < N,VX € R, YN _, X* ={ o XSiXEL
N—-P+1siX=1
Enoncé : Formule de Pascal
. n n n+1
Pour tous entiers naturels n et k ( ) 2P ( ) = ( )
"\k k+1 k+1
n n n+1 g
er . . . = = = . .
lecas:k >n Alorsk+1>n+1>n. Donc (k) 0 (k 4 1) (k + 1) La formule de Pascal est donc vérifiéesi k > n
28mecas: k=n Alorsk+1=n+1>n.Donc (Z) =1= (Z i 1) et (n -;c_ 1) = 0. La formule de Pascal est donc vérifiée si k = n.
. . n n! n+1 (n+1)! n n!
3mecasik <n, <n- < . , = , = = ,
Alorsk <n—1donck+1<n<n+ 1.Etpar suite (k) PaTEmrTY (k + 1) Ty et ( k4 1) T DI D! Alors
(n)+( n )_ n n! —n'[ LI 1 ]—n'[ 1 + 1
k k+1) 7 km-ir k-t @i | gEmin-k-1)) T @Eemnnm=e | i (n-k-1))!
. [ k+1 + (=,
Tk EAD (k=D (k) (k) (k+1)((n—k—1))") (=)
_ k+1 (n-k) ] — [ k+1+n—k ] — [ n+1 ] R N ¢S = O | (n+1)! _ (n + 1)
= G T gDl — T lrnim—ol = ™ [Grnim—ol T ik ReDim—! (k+D((n+D) -+ \k + 1/°

Donc la formule de Pascal est vérifiée si k < n.

ainsi,vn K €, (1) + (1) = (e 1)

6) Soit x et y deux réels. Démontrer que : (sin € Zalors |x +n| =[x] +n) et (x<y=|x| < lyD.

e Soitn € Z.Jesais que |x] < x < |x] + 1.Dong, |x] + n < x +n < |x] + n + 1. Leréel x + n est donc encadré par deux entiers consécutifs et ne peut pas étre
“kez e
égal au plus grand des deux entiers ; la caractérisation de la partie entiére assure alors que |x + n] = |x] + n.
e Jesuppose que x < y.Comme, de plus, |x] < x, je peux affirmer que |x] < y. |x] est donc un entier inférieur a y. Or, |y| est le plus grand entier inférieur a
y. Par conséquent, | x| < |y]. Cela signifie que la fonction partie entiére est croissante.



