Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques

CORRIGE
TD 3 Trigonométrie.

2cosx—1

Ex 14 Montrer la fonction f: (x Py
Vx € R,3—2sin(x) =3 — 2= 1.Donc Df = IR

) est bornée.

f: (x [ zmzi) est bornée lorsque I’'ensemble A = {zc_uzss—fi)(;)l /x € ]R} est bornée. Je cherche donc M réel tel que Vx € R, %| <
. |2cos(x)-1| _ |2cos(x)-1]
Soit x € R. |3—Zsin(x)| - 13-2sin(x)|’

Or,0<[2cos(x) —1| < |2cos(x)| + |1] = 2]cos(x)|+1<2+1=3.
Et|3 — 2sin(x)| > |I3| 12 sm(x)|| >3 —2|sin(x)| >3—-2=1>0.Donc, 0 <
2 cos(x)— 1

Zeost0-1 < 3.Etparsuite,Vx E R, -3 < 32sin(e) =

Donc, 0 < - <
3-2sin(x)

Ex 15 Calculons tan( 5 ) ets (%).

A] tan (35—") = tan (316—2" - f—z) = tan (— %) =—tan (1“—2)
1% méthode : posons a = tan ( ) tan( ) = tan (2 X %) =

a = 2 —+/3. Mais comme a > 0,a=2 —4/3. Donc, tan(s’s—n) =+3-2
tan ’5') tan(%) V3-1

™

eme A . 35_")=_ (l)=_ (E__)=_—=__=_
2™ méthode : tan ( 12 tan | tan{y—7 1+tan(%)tan(T) 1+V3

B] sin (%) = sin (127‘[ + ) = sin (%n) = sin (7T —%n) = sin (g) > 0.

1

~ |3-2sin(x)|

< 3. f est donc bornée.

1
<-=1
1

2 _ 1 2 1= e SN
= z—ﬁ.AIorsa +2vV3a—1=0.Donca = . V3 -2ou
v3-1)° _

3-1

—-(3+1-2V3)=v3-2.

Bt = cos(§) = 1-2(sin (g))z Donc, sin (%) = e 2212 —V2. ainsi,sin (B2F) = 22 - V2.

Ex151) Résoudre cos(x) —+/3sin(x) =1
2) Résoudre —4cos(x) + 3sin(x) =5

3
3) Résoudre * € [——n,—n[

47°
cos(2x) = 0
x=3 + 2km
1)  cos(x) —V3sin(x) =1 % cos(x) —?sin(x) = % = cos( )cos(x) —sm( )sm(x) == & cos (x + ) = cos (g) < 3kez/ ou
X =—=+2km

Sol = {— + 2k7T + 2kn/k € Z}.

2)  —4cos(x)+3 sm(x) =5o416+9 ( cos(x) + m
cos(9) = —-
tel que : 35 6 = Arccos (— —) convient.
sin(@) = : 5

3\2

2
sm(x)) =5 —gcos(x) + gsin(x) = 1.Comme (— g) + (—) = 1, il existe un réel 6

5

Alors, —4cos(x) + 3sin(x) = 5 & cos(8) cos(x) +sin(f) sin(x) =1 = cos(x—0) =1 Ik €Z/x — 0 = 2kn & Ik € Z/x = 0 + 2km.
Sol = {0 + 2kn/k € Z} .

x € [—Zn, —n[ 2x € [-3m, —2n] 2x € [-3m,—2n](
3) cos(20) =~ { cos(2x) = -2 o {ak €Z/2x = iArrcos(—:—;) + 2kn

1
Ainsi, Sol = {—EArrcos(

47
9

& 2x = —Arrcos (— E) —2n & x = ——Arrcos( ::) -T

-1

Ex 16 Pour tout réel x de [0, ], sin®x < %x(ﬁ— x) et pour tout x de [0,%], sin(x) = %x .

1)  Soitf:(x +~ %x —sin(x));
f est dérivable sur [0 ] etVx € [ ] f'(x) ==—=cos(x).

f" est dérivable sur [0 ] etVx € [ ] f'x) = sm(x) >0 . Alors f” est positive
et ne s’annule qu’en un point isolé 0 . Par conséquent, f” est strictement
croissante sur [0, ] flo)y<o<f’ ( ) Comme f” est continue sur [O Z]

le théoréme des valeurs intermédiaires assure que f” s’annule sur [O —]

x 0 a g
f'(x) +
f(x) /%’O
<0 - ~
f(x)

Comme f” est strictement croissante sur [ ] f’ ne s’annule qu’une seule fois sur [0 ] en unréel a. Alors d’apreés les variations de f’, on peut en déduire le

signe de f” et par suite les variations de f indiquées dans le tableau de variations. D’apreés les valeurs f(0) = f (g) = 0 etles variations de f, je peux conclure

que Vx € [O,E] ,f(x) <0 et par conséquent, Vx € [O,g] ,%x < sin(x).

2)  Soit f:(x » sin?(x) — %x(n - x)).

vx € [0,7],m —x € [0,7] et f(w— x) = f(x).Donc, les points M(x, f(x)) et M'(m — x, f(x)) sont deux points de Cf et sont symétriques par rapport a la

droite d’équation x = g La courbe Cf est donc symétrique par rapport a cette droite. En étudiant f sur [0, g] puis en complétant I’étude en utilisant cette

symétrie, on aura le signe de f que [0, 7].




Etudions donc f sur [0, %]
f est dérivable sur [0, %] etVx € [ ] f'(x) = 2sin(x) cos(x) — % [(r = x) — x] =sin(2x) + 7j—z[Zx — ).
f' est dérivable sur [O,ﬂ etVx € [ E] f"(x) = 2cos(2x) + % .

f'" est dérivable sur [0, %] etVx € [O,;] , f""(x) = —4sin(2x). . Alors f” est positive et ne s’annule qu’en un point isolé 0 . Par conséquent, f” est strictement
croissante sur [0,%].

x 0 b a n Des variations strictes , valeurs et continuité de f”, j'en déduis que f”
() — 2 s’annule une seule fois sur [0,;] en un réel a. On en déduit le signe de f”

/) | s o \F\—G\\* puis les variations de f . Des variations strictes , valeurs et continuité de f”,
<0 j’en déduis que f’ s’annule une seule fois sur [0,%] en un réel b. On en déduit

f'(x) 0//@/'-&> le signe de f” puis les variations de f.Des valeurs et variations de f, on en
< 0 . T .

déduit le signe de f: Vx € [0,—] ,f(x) < 0et parsymétrie, Vx €

f(x) |0 0 2
\A I [0, 7], f(x) < 0. Ainsi, Vx € [0,7] sin?(x) — 7j—zx(n - x)).

Ex 17 Montrer que f: (x = COS ( ) + tan ( . )) est périodique et déterminer une période (la plus petite possible).

Jecherche T > 0telque: Vx, f(x +T) = f(x). Or, f(x + T) = cos (#) + tan (3x;3T) = cos (Z?X + ET) + tan (3?’( + ZT) Cherchons T telle que ET =
2km et ET = mm avec ketmentiersi.e. T =3kmet T = sTmn Or, 3km = ?mn < 9k = 5m.Prenons k = 5 etm = 9. Alors, T = 15m convient. Ainsi, f est

151 — périodique.

7 x
Ex 18 Représenter f: (x = 2cos (;) — cos (x)).
f est définie, dérivable donc continue sur R.
Vx € R, f(x + 4m) = 2 cos (g + 47") —cos(x + 4m) = 2 cos (g + 271) —cos(x + 4m) =2 cos (’Z—C) —cos(x) = f(x). f est donc 4w — périodique.
Vx €R, f(—x) = 2cos (—g) — cos(—x) = 2 cos (g) — cos(x) = f(x). f est donc paire.
Etudions f sur [0,27]. On complétera ensuite I'étude par symétrie et périodicité.
vx € [0,2n], f'(x) = %(— sin (’2—‘)) + sin(x) = sin(x) — sin (’25) = 2sin ( ; )cos( :_) =2 cos( )sm (x)
Etudions le signe de f’(x) ; pour cela, il faut étudier le signe de sin (%x) et sin (Z—C) puisque f'(x) > 0 & sin (Tx) et cos G) sont de méme signe.
3x 3n x n sin (f) 2 0.
Vx € [0,2r],= € [0,—] et - € [0,—] donc ax ol
* z * z cos( )>0=>—E[0 ]@xE[O ]
3
Et par suite, Vx € [0,27], f'(x) =20 & (x =2moux € [ ]) et f' s’annule uniquement en 0, en 2w et en 2?” J’en déduis que f est strictement croissante

sur [0, ?] et strictement décroissante sur [?, Zn]. D’ou le tableau des variations, valeurs de f et tangentes de Cf :

X 0 ZTT[ 21 10
JZOIE n 0 — 0
f(x) - i
2
6
1
| ‘
2

24 22\ 20 18 /-6 14 \/

2 6 8 10 12 14 16\
( ) L. . sin (ax) tan (x)
Ex 19 a. Rappeler llm . En déduire la valeur de 111‘13 L en fonction du parametre réel a et llm -
X—
cos(x)—-1 1 sin@) Ly . . cos(x)-1 cos(x)—-1
b. Montrer que——=—-| —%¢ . En déduire la valeur de llm— Puis calculer lim —=—.
x 2 = x? x—0 tan?(x)

a.lim——= sn@@) _ =1.Alors Vx # 0,—— Sm(ax) @ Comme 11m ax = 0et 11m Sm(t) =1, 1' M =1 etainsi, linéM =

x-0 X pasd

continuité

an@ _ Lm0 comme lim cos(x) =2 1,lim——=1=1etlim2¥ sinG) ”’ 1, lim tan(x) =1

x cos(x) x x—0 x—0 cos(x) 1 x-0 X x-0 X

tan (x) _ tan(x)-0
T x-0

= taux d'accroissementde tan en 0.

Autre méthode :



Comme tan est dérivableen 0, 11m B® _ tan '(0) =1+ tan?(0) = 1.

costy1 _ 1-2en(; )>21 1 in(E)2- _1<sm()>2 sin® _ 1 i 56)
2

cos(x)—-1 1

b.Vx # 0, 4 7 Comme lim < = 0 et lim 2 =1 etainsi, lim——— =

x2 2 XT 2 x>0 2 t-0 t x—-0 ; x-0 X 2
cos(x)-1 _ cos(x)-1 x2 _ (cos(x)fl) ( x ) tan(x) _ _1 cos(x)— 1 _1 2 _ _1
tan2(x) - x2 X tan?(x) - x2 X tan(x) Comme }CIH(I) x =1 }(4»0 tan(x) 1 =1.Donc }(ILI(I) tanz(x) 2 x1% = 2

Ex 20 Résoudre les (in-)équations suivantes d’'inconnue x réelle :

1. 4cos?(x) + 2(1 + \/f) sin(x) —4—-v2=0 7. cos?(x) > 3:

2. 2cos®(x) —sin*(x) = 5cos(x) — 3 8. tan(3x) <1

3. |lSlr21 (X)“: 1 » 9. cos(x) —sin(x) = 2cols(x)
4. cos (x + 5) t+sin®(2x) =1 10. cos(2x) — tan(x) > 1

5. V/6sin(2x) — V2 cos(2x) = 2 11. cos(x) — sin(x) = 1.

6. sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) + sin (10x) = 0

1.  Soit x unréel. On pose X = sin(x).

4cos?(x) + 2(1 +V2) sin(x) — 4 — V2 = 0=4(1 — sin?(x)) + 2(1 +v2) sin(x) =4 -2 =0

V2,
X=sin(x) 1447 N a+p=2t2-V2 1 7z .
S 4x?-2(1+V2)X+V2=0 X2 - S )X+ =0 = X== (X—E)=0
x =24 2kn
4
ou
x=n—§+2kﬂ=%+2kﬂ
sx=Loux=tosn (x) =sin(2) ou sin (x) =sin(£)<:> dkez/ ou
2 2 4 6 ™
x=c+ 2km
ou
x=n—§+2kﬂ=5§+2k7r
Donc, Sol = {5 + 2km, " + 2km, = + 2km, = + 2kn/ k € 7}
2. 2cos®(x) —sin?(x) = 5cos(x) — 3
3.  |Isin(x)]| =1 e |sin(x)] = +1 © sin(x) € [1,2[ ousin(x) € [-1,0] © sin(x) = 1 ousin(x) <0
<3k e/ X=§+2k7‘[ oux €] —m+ 2km, 2km|.
Donc, Sol = Uyl — 7 + 2km, 2kn[U {g aF 2k7r}.
4. cos? (x + g) +sin?(2x) = 1 © 1 — sin? (x +§) +sin?(2x) = 1 & sin? (x + g) = sin?(2x)
osin (x + g) = sin(2x) ou sin (x + g) = —sin(2x)
osin (x + E) = sin(2x) ou sin (x + E) = sin(—2x)
=3k € Z/x+§=2x+2k7toux+—=n 2x+2kﬂoux+—=—2x+2kﬂoux+—=7r+2x+2k7r
=3k € Z/x=§+2k7t0u 3x——+2k7tou3x ———+2kﬂ0ux———+2k7r
<3k € Z/x—g+2knoux——+2k—n oux———+2k—7Z 0ux———+2k7r

Donc, Sol = {7+ 2kn,;+ 3k =y +3kn,—?+2kn/k € 7}
. V6 . A V3 . 1
5. V6sin(2x) — V2 cos(2x) = 26 + 2 [— sin(2x) — ﬁcos(Zx)] =2 2V2 [7sm(2x) — Ecos(Zx)] =2
= [COS( )sm(Zx) - sm( )cos(Zx)] = F(:) sin (Zx - g) = sin (g)
<3k € Z/Zx—g—;+2knou2x—%=n—§+2kn
=3Ik EeEL/x =2—:+knoux =121—:+k71.Ainsi,Sol { + km, 11—n+k7r/k EZ}

6. sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) + sin(10x) = 0
< sin(2x) + sin(10x) + sin(4x) + sin(8x) + sin(6x) = 0
< 2sin(6x)cos (4x) + 2 sin(6x)cos (2x) + sin(6x) = 0
< [2cos(4x) + 2 cos(2x) + 1]sin(6x) = 0
< [2cos(4x) + 2 cos(2x) + 1] = 0 ou sin(6x) =0
< 2(2c0s?(2x) —1) + 2cos(2x) + 1 =0ou3k € Z/ 6x = kmr .

X=cos (2x)
8 4x’+2X-1=0oudk€Z/x==n
S X= _ZZZ‘E: _1:‘/§ouX = _1:/§ oudk €Z/x ZET[
& cos (2x) = _2:32‘6 = 1‘/gou cos (2x) = i oudk €Z/x = Err
+\F 1 \F

—ou 2cos?(x)—1=—> ouEIkEZ/x—ETr

< cos?(x) = T‘Fou cosz(x) = %ﬁ oudk e Z/x = %T[

& cos(x) =+ /3+T‘/§ou cos(x) =+ ,3_7‘@ ouEIkEZ/xz%rr

3445 3++5
< 3k € Z/x = Arccos | + 3 + 2km ou x = —Arccos| + 8 + 2km

ou x = Arccos <+

Sol = {iArccos <+ ,3+\F) + 2km, +Arccos <+

o 2cos?(x)—1=

(€2}

3-V5
8

w
©
a
N——

+ 2km ou x:—Arccos<+ >+2krr ou x—grr.

?
N———

+ 2km, rt/kEZ}



12. cos?(x) > (:bc >0 (cos(x) - —) (cos(x) + ) > 0.
Comme (x  cos?(x)) est T —périodique, cherchons les solutions sur [0, 7].

Or, cos(x) —g >0 & cos(x) > g S x€E ]O,%[. Et cos(x) +€ >0 < cos(x) > —g@ x € ]0,5?”[
T 51
x 0 — — T
6 6 .
V3 + 0 - — Ainsi,
cos(x) -
V3 + + 0 -
cos(x) +7 Sol =
+ 0 - 0 +
COS(X) —7

- T 5t
U[kn,g + k[ U] = + e, k]

k€L

13. 3x ¢g+kn(=> X ¢%+%.
. T km T e gqs . . o . T T
Soit x € R\ {E + ?/k € Z}. Comme (x — tan(3x)) est 3 —périodique, je peux résoudre I'inéquation sur | — — —[
km w

Soit x €] — %%[ Alors 3x €] — gg[ Dong, tan(3x) <1 & 3x €] — g,g[@ x €] — g,f—z[. Ainsi, Sol = UkEZ
14. soitx € R\{Z+C ez},
2k

6 3712

1
cos(x) —sin(x) = ——— & 2cos?(x) — 2sin(x) cos(x) = 1
2 cos(x)

&cos (2x) — sin (2x) = 0 cos(2x) = sin (2x) < cos(2x) = sin (2x)

< cos(2x) = cos(g— Zx) < 3k €Z/2x =§— 2x + 2km ou 2x = —§+ 2x + 2km

S 3k EL/x = g + % ou impossible . Ainsi, Sol = {§+ %n/k € Z}.

. g km

15. soitx e R\{Z+“ ez}, -
La fonction (x — cos(2x) — tan(x)) étant m —périodique, résolvons cette équation sur | — ;,;[ :

cos(2x) — tan(x) > 1 © 2cos?(x) — 1 —tan(x) > 1 & — tan(x) > 2

o 2 —tan(x)(1 + tan?(x)) > 2(1 + tan?(x))

& tan®(x) + 2tan?(x) + tan(x) < 0 & (tan?(x) + 2tan(x) + 1) tan(x) < 0
< (tan(x) + 1)?tan(x) < 0 & (tan(x) + 1)?tan(x) < 0

< tan(x) # —let tan(x) <0

<1500
Ainsi, Sol = UBL;] —E+p7r, +P7T[\{—E+p7r}

1+l.‘zm2 (x)

S+ I

16. cos(x) —sin(x) > 1o \/_(— cos(x) — sm(x)) >l1le Fcos(x) sm(x) %
:»cos(x+—) 14:»3 EZ/——+ 7T<x+E E+ T < 3 EZ/—E+ nm<x < pn
2 NG 14 p 23 p 14 2 pT=XxX=p

Ainsi, Sol = pEZ[_ + pm, +pm]

: . . T _ m 1
Ex 21 Déterminer le domaine de définition de f(x) = [tan (2x ) etg(x) = cosCIcostT R —cosamcos )
tan(Zx—E) existe VkEZ,(x——);t + km \1kEZ,x;t—+k—7I
e f(x)existe & 4 = =
tan (2x——)>0 tan(Zx——)>0 tan(Zx——)>O

u: (xr—>tan(2x——))est ——perlodlque (car Dy, —]R\{8 +5 /kEZ} VxEDu,x+ €D, etu(x+121> n(2x+n——)—tan(2x——) =u(x)).

31

Cherchons le signe de u sur [0,%]\{?}: Soit x € [0,%] \{?}.Alors 2x € [0,71’]\{ } et 2x —— € [ 7;13771] \E} ;
tan (2x _Z) >0

celo B,

Par suite, en utilisant la périodicité de u , {

. 3
par conséquent, =0< 2x—%<§4=>g<x <§.

u(x)>0
x € Dy,
e g(x)existe © cos(x)cos(7x) — cos(3x)cos(5x) # 0 & E[cos(8x) + cos (6x)] — i [cos(8x) + cos (2x)] # 0

Or, cos(x)cos(7x) — cos(3x)cos(5x) = 0 & %[cos(Sx) + cos(6x)] — % [cos(8x) + cos(2x)] = 0 & cos(6x) = cos(2x)

@xEUkEZ] +k7n3—n+ [Ainsi,Df keZ] +kn

3m | km
8 2 L7

4=>ElpeZ/6x=i2x+2pn4=>EIpEZ/x=2%noux=z%n=>3pEZ/x=%.
Donc, g(x) existe & Vp € Z/x ;#% .Ainsi, Dg = R\{% /p € Z}

Ex 22 Calculer :

1. = foﬂsin2 (g) dx

2. J = J; sin(mx) sin(px) dx ol (m, p) € N*.
L 1= [sin? (3)de = 70 - cosCo)dx = [Lx — Lsin o) =%
2. J= f: sin(mx) sin(px) dx = fon% [COS (@) —cos (%W)] dx = fﬂni [COS ((?) x) T cos ((mTﬂJ) x)] ax.

Sim:pZOanrs]:f"l[l—l]dx:O

2

Sim#p alors] = f:% [cos ((?) x) — cos ((mTﬂ]) x)] dx = i[(mi_p) sin ((?) x) + (miﬂ)) sin ((mTﬂ’) x)]: mr;kez' 0.
sin(km)=0

Sim=p>0alors] = fo =[1 = cos (px)]dx = [x —lsin(px)]n ==
p 0

Ex 23 Démontrer que : Vt € R, 4cos3(t) — 3cost = cos (3t) .




En déduire les solutions de I'équation (e): 8x3 — 6x — 1 = 0 d'inconnue x réelle.
cos(3t) = cos(2t +t) = cos(2t) cos(t) — sin(2t) sin(t) = [2cos?(t) — 1] cos(t) — 2 cos(t) sin?(t)
= 2c0s3(t) — cos(t) — 2 cos(t) [1 — cos?(t)] = 4cos3(t) — 3cost.

. Soit x € [—1,1]. Posons t = Arccos(x).Alors t € [0, 7] et cos(t) = x.

1 T
8x3 —6x—1=0 8cos3(t) —6¢cos(t) —1 =0 < 4cos3(t) — 3cos(t) = 2 < cos(3t) = cos (5)

a T
< 3dp e/ 3t:§+2pnou3t:—§+2pn

peL/ t 7T+—2m t 7T+—2pn

= =— —__

PEL/ t=gH—g-ou 97 3
- T . 7 . TL’+2TL' 51

5 = — = — - — = —
PEL/ t=gout="gou 973 "9

- (n) (771) (571
x=cos|= ) oux = — ) oux= — ).

cos g ) oux cos g ) oux cos 5

Comme g < %ﬂ < %ﬂ la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, ], les réels cos (g ) ,COS (%n) et cos (%T) sont trois solutions distinctes de (e). (*)
e Soitx & [—1,1]. Alors |x| > 1. De plus, |8x3 — 6x| = 2[4x2 — 3||x|. Or, [4x? — 3| = |[4x?| — |3]| = [4x?| — 3] = 4|x|> - 3| =4 -3 = 1.
Dongc, |8x3 — 6x| > 2. Ainsi x n’est pas solution.

. T 51 7T .
Ainsi, cos (; ), cos (? ) et cos (?) sont les seules solutions de (e).
(x)remarque: '’équation (e) est polynomiale de degré 3, donc on montrera que cette équation admet au plus 3 solutions. Ainsi, a la fin de la recherche des
solutions dans [—1,1], on pourra directement conclure que les trois solutions dans (-1,1] sont les uniques solutions de (e).

. p x . . . .

Ex 24 Soit x un réel tel que t = tan (E) existe. Exprimer cos(x) et sin(x) en fonction de t.

En déduire les solutions de I'équation : (1 = \/§) cos(x) = (1 ++/3)(1 — sin (x)) d'inconnue x réelle.

sinx+sin(3x)+sin (5x)
cos(x)+cos(3x)+cos (5x)

Ex 25 Justifier que pour tout réel x élément de D , = tan (3x) ou D est le domaine de « définition » de

cette formule que I'on déterminera.

sinx+sin(3x)+sin(5x) .

o5(0) 7053 7e0555) existe < cos(x) + cos(3x) + cos(5x) # 0.

Or, cos(x) + cos(3x) + cos(5x) = cos(x) + cos(5x) + cos(3x) = 2 cos(3x) cos(2x) + cos(3x) = cos(3x) [2 cos(2x) + 1].

Donc,

cos(x) + cos(3x) + cos(5x) =0

< cos(3x) = 0ou[2cos(2x) +1] =0

< 3k e€Z/3x = g + km ou cos(2x) = —i = cos (2?11)

< 3k €Z/3x =§+k7t0u2x =2?n+2k7rou2x = —2?”+2kn.

< 3k € Z/x=%+k3—n oux =§+kn0ux = —§+kn.

De plus, cos(x) + cos(3x) + cos(5x) # 0 & cos(3x) # 0 ou [2cos(2x) + 1] # 0 = tan(3x) existe .

Ainsi, D = R\ {Z+*%, %+ kr, — 2 + knt/k € 7.

e Vx € D,sin(x) + sin(3x) + sin(5x) = [sin(x) + sin(5x)] + sin(3x) = 2 sin(3x) cos(2x) + sin(3x) = sin(3x) [2 cos(2x) + 1]
sinx+sin(3x)+sin(5x) sin(3x)[2 cos(2x)+1]

Alors '€ D'cos(x)+cos(3x)+cos(5x) 3 cos(3x)[2 cos(2x)+1] = tan(3x).

Ex 26 Soita = % etS = tan(a) —tan(3a) — tan(7a) + tan (9a).

1 1 - _ 11
1. Montrer que tan(9a) = — et tan(7a) = ek En déduire que : S = 2 (Sin(m) Sin(Ga)).
2. Endéduireque:S =4.
n oM _10m—=9m_ T n M _10m—7m_3m
, i 20 , P 20 2
= = =— 2
1. tan(9a) = tan(oa) p— ettan(7a) an(7a) " Donc,
_ 1 1 _ tan®(@)+1  tan’(3a)+1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
S = tan(a) tan(3a) tan(3a) tan(a) - tan(a) tan(3a) - cos2(a)tan(a) cos2(3a)tan(3a) - cos(a)sin(a) cos(3a)sin(3a)
2 2
sin(2a) - sin(6a)’
T_,m_lom—4m_sm
2 sin(6a)-sin (2a) __ ., 2sin(2a)cos (4a) _ , cos (4a) _ Sin(§-4a) 220 QZO 20 sin(6a)
' sin(2a) sin(6a) - sin(2a) sin(6a) - sin(6a) - sin(6a) - sin(6a) -

Ex 27 Montrer que pour tout réel x de [0,7] et tout entier naturel n, |sin(nx)| < nsin(x).

Fixons x de [0,7] . Posons Vn € N, H(n):"|sin(nx)| < nsin(x)".

Initialisation : |sin(0x)| = 0 < 0 X sin(x). Donc H(0) est vraie.

Propagation : Soit n € N, je suppose que H(n): "[sin(nx)| < nsin(x)" est vraie et sous cette hypothése, je vais montrer que H(n + 1): "[sin((n + 1)x)| <

(n + 1)sin(x)" est vraie.
lére I.T.

|sin((n + 1)x)| = [sin(nx) cos(x) + sin(x) cos(nx)| 2 |sin(nx) cos(x)| + |sin(x) cos(nx)|
Et par suite, |sin((n + 1)x)| < [sin(nx)||cos(x)| + |sin(x)||cos(nx)|

0 < [sin(nx)| < nsin(x) et 0 < |cos(x)| < 1.Donc, |sin(nx)||cos(x)| < nsin(x).
car x€[0,m]

0 < |cos(nx)| <1et0<|sin(x)] =  sin (x).Donc, [cos(nx)||sin(x)| < sin(x).

Par conséquent, [sin(nx)||cos(x)| + [sin(x)[|cos(nx)| < nsin(x) + sin(x) = (n + 1)sin (x).

Et ainsi, |sin((n + 1)x)| < (n+ Dsin (x). Ainsi, H(n + 1)vraie dés que H(n) vraie.

CCL : le théoréme de récurrence simple assure alors que Yn € N, H(n): "|sin(nx)| < nsin(x)" est vraie.



Ex 28 Montrer que : Vn = 2, cos (zln) =% 2+ ‘/2+\/2+\/...... .

n—1radicaux superposés

Posons Vn € N\{0,1}, H(n): "cos (zﬂ—n) = i\/Z +24+V2+V."

n—1radicaux superposés

g = i @ .Donc H(2)est vraie.

2—-1radicaux superposés

T o s ™
Initialisation : cos (—Z) = cos (—) =
_ 2 4

"cos (2:;1) = ijZ +2+V2+V. . " est vraie.

cos (zﬂn = COS 2:;1 = COS (Zfﬂ))Z -1.

Donc, (cos(zll)y:é[cos( )+1 —i i\/2+ /2+ 24V +1] 24+ .2+ 2+\/ﬁ+2 Comme HHE[O ]cos(2n+1)>0.Parsuite,

(c0s () = [ 2+ 2+ V240

n—1radicaux superposés

]
=
+
N
+
N
+
+
IL’
l\.)
+
[\)
+
[\)
+
+
[\)
|
|
g
N
+
N
+
N
+
+
[\)

Ainsi, H(n + 1)vraie dés que H(n) vraie.

CCL : le théoréme de récurrence simple assure alors que Vn € N, H(n): cos (Zn—n) = %jZ + /2 +vV2++Va est vraie.

n—1radicaux superposés

Ex 29 Soit n un entier naturel, x un réel et S, (x) = Y-, cos (kx) .

1) Calculer S, (x) pour x = 0[2mx].
2) Soitx % 0[2m]. Linéariser sin (g) cos (kx) et en déduire S, (x).
1)  Soit x unréel tel que x = 0[27]. Alors, Vk € Z, kx = 0[2r] donc cos(kx) = 1. par conséquent, S,(x) = Xi_ol=n+ 1.
kx x

2)  Soit x unréel tel que x Z 0[2m]. sin (’Z—C) cos(kx) =2 (sin (;—C + kz—x) — sin (? — Z))'

Dong, sin (’25) S, (x) = Yr_osin (’2—‘) cos(kx) =X}_,2 (sin (;—C + kz—x) — sin (kz—x - Z—C)) =237 | sin (1—6 + %) — sin (H - f) .

. (K . [k K (K
Enposantuk=sm(—x—f)uk+1=sm(¥—§)—sm(x+£—f)=sm(—x+f).

Dong, sin ( )S (x) = 2 X% o(Upsr — Up) = Upyq — U = Sin (@ - E) —sin (—E) =sin (nz—x + z) + sin G)

1
tan (x) - tan (2x)

En déduire S(n) = X_, 2¥tan (2kx) oun e Netx € ]Rl\{pzﬂ—k/p €Zetk € N}.

Ex 30 Justifier que : I'égalité tan (x) = est vraie pour tout réel x du domaine D de définition.

n
tan(x) existe X # 3 + km X # = + km

tan (x) # 0 < VkeZ, x+kr ©VkKEL, x;tkn @VkEZx;t— Donc, D = ]R\{—/kEZ}
tan(2x) existe 2x # g + km X #+— + —

2 _ 1 2 _ 1 i-tan’(x) _ (1 _ 2
Alors vx € D, =25 tan(x) tan(2x) jw tan(x) _ztanG) tan(x) tan(x) tan(x) a (1 tan (x)) = tan(x).
formule 1-tanZ(x)
d'angle double

detan.

k. .
Soitn e Netx € R\{p%/p € Zetj€N}.Alors, Vk € N,Vp € Zet Vj € N 2kx = pzz—;I:pZ"‘fTr. Donc Vk € N,Vp € Z 2¥x #:% (en prenantj = k + 2).

—yn k k —yn k 1 — 2 =yn L — L = — — It L
Alors, S(n) = 2= 2* tan(2*x) = {-o 2 (tan(zkx) tan(Zkax)) T “k=0| tan(2kx) tan(2ktix) | Up = Unt1 = tan(x) tan(2"*1x)’
2 L=

Uk Uk+1

Ex 31 Soit @ un réel. Vn € N, on pose P,(a) = [1%, cos( ) Calculer sm( )P (a).
En déduire la limite de P, (a) quand n — +oo.

1) sin ( )P (a) = sm( )Hk 0 COS ( ) = sin (;in) cos (;in) cos( a )cos (2: 2) .cos (g) cos(a)

= sm(zin) %sin(zna,l)




_ 1. a a a a _ (1 2 . a a a
= 3sin (z"-l) cos (z"-l) cos (2"'2) ... COS (;) cos(a) = (E) sin (F) cos (zn-z) ....COS (E) cos(a)
— e J el
Foin(2zr) S (r)
s P N e . 1\P . . .
On itere ce procédé .... a chaque itération, la puissance p de (E) augmente de 1 et la puissance k dans sin (Za—k) diminue de 1. Donc la somme p + k est
constante égale a n. Ainsi, a la n'*™¢ itération, on obtient : sin (;in) B,(a) = (E) sin (;io) cos (;iu)

n+1
Et enfin, a la derniére itération, sin (;in) B,(a) = (;) sin(2a).

2) Sia=0alorsvn €N, B, (a) =[li-ycos(0) =[I;-o1 = 1.Donc, lim B,(a) = 1.
n-+oo

. a . a a m , . a
Sia # 0 alors Pl Oet nliTm; = 0. Alors pour n assez grand, € ]—;,;[ \{0} et par conséquent, sin (zn) * 0.

(l)nﬂ sin(2a) in(2a) (E)na
smZa
Alors pour tout n assez grand, B,(a) = ~¥—- = e}
51"(27) 2a sm(zfn)
. sin(f) _ . t _1_ . a _ . . on _ ) , . . _ sin(2a)
Or, 1233 - = 1 donc lt‘f& o1 1.De plus, nlirpm = 0. Alors par composition, nlijoo - (2% = 1.]’en déduis que n]~1>1:1|-loo B,(a) = -

Ex32 1. Exprimer cos(4x) en fonction de cos(x).
2. Justifier gu’il existe un unique réel a dans E, n[ tel que : sin(a) = % . Exprimer a en fonction de Arcsin (@)

3. Montrer que : cos(4a) = sin (a) En déduire la valeur de a.



