Corrigé des exercices de la fiche

des vacances de Noél

x*—tan® (x)3 Y1—=x-1
f(x) = sm( ) —In (x)
Cherchons un équivalent simple du numérateur N(x) de f(x) :
}Ci_r)% —x=0et (14 x)*—1~yaxdonc,enprenanta = %et en composant a droite notre équivalent, Y1 — x — 1~ % (—x). Et par suite

Vii—x- ~03’—§.
3 3 1 3 1
De plus, tan(x) ~ox donc tan?(x) ~ox2 puis tan?(x) V1 —x — 1~,x? (— g)s =— (E)s x2*s

conséquent, x* = o, (tanz(x) YVi=x- ) Ainsi, N (x)~, (tanz(x) \ﬁ) (%

Cherchons un équivalent simple du dénominateur D (x) de f(x) :

en 0.

1 i z 7 4 z
_(E) x3. Comme§< 4,x* = 09 (xs) et par

m»a

z
X3.

)

Comme (x - sin (l)) est borné et lim In (x) = —oo, sin (l) = 0,y (In(x)) et par conséquent, D(x)~q — In (x).
X x—-0 X
Oy
(1) x5,
Ainsi, f()~0 T (5) G’
3
x*—Arcta ¥1-x-1
fx) = retan(o y V17 en +oo,
sm( ) In (x)
Cherchons un équivalent simple du numérateur N(x) de f(x) :
Comme (x = —1) est borné et lir;n Y1 —x=-00,31—x—1~,,3¥1—x.De méme, 1 — x~, ., — x et par conséquent, Y1 — x —
X—+00
1
1~ V1 = X ~ 400 (—X)5.
1 1
De plus, lir;n Arctan(x) = g € R donc Arctan(x)~+m§. Alors Arctan(x)[¥/1 — x — 1]~+m§(—x)§. Alors, comme x5 = 0, (x),
X—+00
N(x)~ 400t

Cherchons un équivalent simple du dénominateur D (x) de f(x):
Comme lim In(x) = +ooet lim sin (1) =0, sin (l) = 0,4, (n(x)) . Par conséquent, D(x)~,4 — In (x).
x—+0co xX—+00 X X

. —x*
Ainsi, f(X)~ 400 o

f(x)=22"=2en0
Fx) =22 =2 = em@e™®* _ 2 ponc, f dérivable en 0 et £/ (0) = In(2)2 # 0. Alors le cours assure que f(x) — £(0) ~o In(2)? (x — 0). Ainsi,
—_

£()~oIn(@)? x. "
f(x) = In(sin (x)) eng

Posonst =x — g etg(t) = f(x).

Alors, g(t) =f (g + t) =In (sin (g + t)) = In(cos(t)).

%in(} cos (t) = 1 etIn(u) ~y,u — 1. Donc, In(cos (t)) ~;_cos (t) — 1. De plus, cos(t) — 1~, — t2_2 Donc, g(t)~o — ::2_2

Ainsi, f(x)~= — @

2

f)=%Y1+px—Y1+qx+ (?) x? en 0. ( ol p et g sont deux entiers naturels non nuls)
ler cas: p = q.Alors f(x) = 0~,0

2éemecas: p #q.
GG GGG
2 6

(6o | QeG-2eo

2 6

1
lirr(l)px=0et(1+t)5= 1+%t+ + 0y(t3). Donc, (1+px)P_ 1+- (px)+
X—

1
00 (x3). Ainsi”(1+px)5—1+x+1_—p 2+% 3 4+ 0y (x?). De méme, (1+qx)q—1+x+ 4 2+(1q)2712q) 3+ 05(x?).
— 2
Alors, f(x) = [(1 p)1-2p) (1-q)(A- Zq)]x + 0, (®) = [2p*-2q 63p+3q (x3) [2(p- q)(p+q6) 3(p— q)] + 0, (3) = (r-q) 2(p+q) 3]x3 +
00(x3)

Comme p et q sont supérieursa 1, 2(p+ q) —3 # 0 etcomme p # q, [p — q][2(p + q) — 3] # 0 et ainsi, f(x)

2. Calculerdeslimites
. 2 1
}cl—IE (COSZX + ln(sin(x))) | l/’ cos (% + t) = —sin(t) et sin (g + t) = cos (t)

Posonst =x — g et g(t) = f(x).Alorg,

_ [p-al2@+9)-3]x®
0 6 .




T 2 1 2 1 2 1 2 1
9O =fS+t)=—F st T—mFE -t = + = +
(2 ) 0s2(Z+t) " In(sin(Z4t))  sin?(®) " In(cos(®) (t_§+00(t3)>2 1n(1-§+§+oo(t4)) t2<1_%+00(52)>2 ot
2 1 2 1 2 1 1
= + = + == - 1+5 +o(t)—(1——+
t2<1_5+oo(t2)) —§+;—:-§+00(t4) t2(1-ﬁ+oo(t2)> ﬁ[-1-£+Oo(t2)] e [1-§+00y1+%+00(t2)] t2 [ 0

oo(tz))] = [— + oo(tz)] ~o1. Donchmg(t) =1let 11m (coszx = ¢ 2
——=1-u+o0y(w) et lim —— + 0,(t?) = lim— + 0,(t?)
14+u t-0 3 t-0 6

lim(2x? — 3x + 1)tan (7x)

=
*3

Posonst =x — % et g(t) = f(x).Alors,

g(t)=f(%+t) =<2(t+§)2—3(t+§)+1)tan(n(t+§))= (2t2—t)tan(§+nt)= @t -o)(-

)0( t) X

\\an(nt)

. _1 _1
Donc ltl_r)%g(t) = et Llﬂf(x) =
2

2t? = 0y(t) donc 2t? —t~o — ¢t .
V'  lime™ =0 et lim e* = +o0 .
ch(x) x>+oo xo+oo tan (w)~y_ou et limmt = 0 donc tan (t)~ymt .
donc e = 0,,(e%) 5=

lim (1 +=

x—>+o0o 25%

Flx) = ch(x)ln(1+ ) Posons H(x) = ch(x)ln( i)

cc

X
ln(l +§) ~ 4005 DONC, H()~ 400 Ch(;) (e + e"‘)~+m— Or, lim e?— + co. Donc, 11m H(x) = 400, Et ainsi,
X—+00
lim f(x) = +oo.
X—+00
P Arctan(x) - i L AN =
}clir(l) sin (x) In(1 + u) ~ou et Jim -~ = 0donc in (1 + Zx) roo 3

f(x) = eAretan®)inGin () posons H(x) = Arctan(x)In(sin (x)).
Arctan(x)~yx. Donc, H (x)~oxIn(sin(x)). Or, xIn(sin(x)) = xln(x + 04 (x)) = x[In(x) + In (1 + 0y (1))]~exIn(x).
Or, lim xIn(x) = 0.Donc, lim H(x) = 0 et ainsi, lim f(x) = 1.

x—-0 EZ‘ x—0 x—0

3. Déterminer un développement limitéena dordreaupluss
) =3f5—2sm(®) eta="

Posonst = x —g et g(t) = f(x).

g)=f (g + t) = 3\/9 —2sin (g+ t) = 3\/9 -2 [sin (6) cos(t) + cos( )sm(t)]

3 1 2 4 3 3 5
=J9—2[E(1—% ;4+00(t5)) +—<t—%+1t20+oo(t5)>]

3 t2 \/§ t4 \/_5
= — - 43 - 5
J9 1- \/_t+2+6t 57 120+00(t )
V3., ot Bt
- 3 5
\]8 \/_t+2+6t 57 120+00(t))

3 V3 1 V3 t4 V3t5
= - 12 3 _ — 5
jg[l 8 16" Y exs" “2ax8 120xg " %]

V3 1 V3 t4 V3t5

— 9?3 _ 2 3 _ _ 5
2+ gt et texs® “maxs 120x8 T 0D
=u(t)
. 1 1 1 5 10
Comme ll_r)r(}u(t) =0et(14+u)z=1 +§u—§u2 +§u3 ——u4+—u +0o(u®),

(A+u@®)y=1+ Su() = 5 u(D)? + 5 u(t)® — Ut + 2eu(t)>+0y(t%) avec

1 1 V3 t*  V3t°
= — 2 3 _ 5
u(t) 8 \/—t+ S+t oo 120+00(t)

u(t)? = %[3# -3t + Zt‘* + (?) 5+ oo(ts)]
u(®)® = u(®)? xu(t) = ls [—3«/§t3 + gt‘* - %gtS + 04 ()]
u(®)* = (w(t)?)? = m [9t4 — 6V3t5 + 0, (t%)]
u(®)® = u(t)® xu(t)? = (—98is§> t5 + 04 (t%)

Ainsi,



5
g(t)—2+ [\/_t+ t2+\/—§ —ﬁ—ﬁ

+0o(t%)] — —i[3t2 V3t + Zt“ + (?) t5 + oo(ts)]

6 24 120 3282
:4§[ 3v3t3 + 3ft5+oo(t5)] 2[9t4 6V3t® + 0, (t%)] + ZXZ6[< 9;£_>t5+00(t5)]+o(t5)]
Et
V3 T 1 1 T\ 2 V3 V3 5 V3 T\ 3
=23 (x 6)+(m_3x4x8)(x_€) (6x4x3+4x8x32_¥82x4)(x_€)

+ (-

1 1 5 m\*
3x6\/>£42_3x82\;<_2_32x83\)/£x_g)‘/_ A
3 3 5 v3 543 13 V3 5 5
)(x_”)+0n(( )

T120x4x3 82x32x2 38 x2 348 032 x gt 6 %

+
—~

V3 1 2 V3 3 -1 4 5449+/3 5
@ =2-15 (=) * (755) -8) *xam @9 (~5) *3xe(=5) *rxenzas o)

= ) o ~ o~ =% ~ L ; ; -
fx) = mosey’ = 0 IMPOSSIBLE car Arctan(x)~gxetIn(cos(x)) ~, 5 donc f(x)~ 5. - Par conséquent, xl%lr f(x) = Foo

donc f na pas de limite finie en 0 et par suite, f ne peut pas avoir de DL(0)

F(x) = Arccos(x) Arsin®q = 0 [GRGIeE

f(x) = e Aresin(lIn (4rccos(x))  posons h(x) = Arcsin(x) In(Arccos(x)).

3 3
Arcsin(x) = x + % + 0o (x®) et Arccos(x) = g — Arcsin(x) = %— (x + % + 0o (x3

In(Arccos(x)) =In (;—r - (x + %3 + 0, (x3)>> =In g 1- (%x + %%3 + 0 (x3)> ] =1In (g) +In (1 — u(x)).
2

In(Arccos(x)) =In ( ) w(x) — u(x)2 _u@? 0o(x*) =1In (g) - (Ex + Ex—) ——xt - %x3 + 0 (x%)

3 ' T 6

In(Arccos(x)) =In (;) - ;x - ix2 - (i + i) x3 + 0y (x?).

T2

Alors, h(x) = (x+x£+ 00(x3)> (ln (5) ——x —Zx2 (3%+i) x3+ 00(x3)) =In (g)x —%xz + (ﬁ— %) x3 + 0y (x3).

— () — v(X) v(x)? 3 _2 2 I“Tz‘r)_i 3.1 2(™ 2 _ 27 (™).3
Dong, f(x) =e"™ =1+ v(x) + —— t—t 0o (x )—1+ln( )x —X +< —|x +21n (z)x nln(z)x +
%ln3 (E) x3 + 0o (x®)

T
f(x)=1+ln(g)x+(%ln2 (g)—;)x2+ ln(j)—i_zln(z)_l_llna (E) 23 + 0 (x3)

f(x) = Arcsin (ta" (x)) ,a = g

T tan (x)

Pour x au voisinage de ———= est au voisinage de g Or, Arcsin est dérivable sur ] — 1,1[ donc au voisinage de \/75 Et par conséquent, f

T
est dérivable au voisinage de set

%(1 + tan?(x))

1 2 x? 1
fl(x) =4— = | 1422 +sxt+oo(x) )| 1—| —+=x*+0,(x")
’ tan?(x) et 2 3 4 6
1-— 7z tan(x)=x+=5+0,(x%)

3 —
—u(x)mo

1 2 1 3
= 14+ x2+x*+o,(x®) | 1 — sulx) + su(x)*+0,(x*)
2 3 2 8
1 2 x2 1 3 1
- 2,5 4 4 N ! 4
—2(1+x +3x +0,(x ))(1 (8+12x> 3 16x + 0o (x ))

1,2 1 ,31y.4 ) =1 x2 4 185
<1+ x2+ (- + +816)x +0,(x )) —2+ +768x + 0y (x*h).



Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que : f(x) = f(O) += x + 1 + 185 x° + 00 (x%)
—Arcsm(‘/;)

Ainsi, f(x)——+ x+—x +%x + 0y (x°).

:(x » (1 — 2sin (x))tan (3x). Montrer que f est prolongeable par continuité en T et que son prolongement est dérivable en 2 et
6 6

étudier la position de sa courbe par rapport a sa tangente.
Posons g(t) = f (t + g)
Alors g(t) = (1 — 2sin (t + E)) tan <3 (t + E)) = (1 - 2(sin(t) cos ( ) 2 cos(t) sin ( ))tan (3t + E)

- - L ) D
= (1—+3sin(t) cos(t))tan(Bt) (1 V3(t ) 1+5 e )) o — (VB +3t+
V3.2 3 1
=t +o0y(t°) ) —F/———
6 0 ) 3t(1+ﬂ+oo(t3))
1 1. 3 1 1 1. V3
§<(_‘/§+Et +?t2+00(t3)> e =—§<—\/§+Et+?t2+oo(t3)>(1—3t2+00(t3))
(1 + (Tt) + 09 (t2)>
V3 1
? —gt —_\/_tz + OO(tZ)
V31 T\ 19 Y%

D°”°'f(x)—?—z(x—z)—ﬁ‘@(x‘z) +ox((x-5)"). —

3 - 3 Théoréme 68
Jen déduis que lim f(x) = 5 i.e.f est prolongeable par continuité en g par la valeur 5

xX——
6

z . g T n . Froy_ V3 1 T m\! % -
De plus, son prolongement f, qui est défini en P admet le DL, (g) suivant f(x) = 3% (x - Z) - o§ ((x - E) ) Dong, f est dérivable
en % et f' (%) = —% ety = ‘/?5 = %(x = g) est 'équation de la tangente a 5f en %- De plus, son prolongement f admet le DL, (E) suivant
FoNy_ V31 T\ 19 )2 % x Vi1 w 19
fx)= ?—E(x—g) s S(x—g) + Og((x—g) ) Donc, f(x) — [?—g(x—g)]~§—§ 3(x—g) Donc au voisinage de ,
fx) [?3 - % (x - g) < 0.J'en déduis que Cf est sous sa tangente en g.

f(x) = (x+ 1)Arctan —)
Posons g(t) = f (l)
Alors, tg(t) = t( + 1) Arctan <2

1
> = (14 t)Arctan(2t + 1). Cherchons un DL(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif apres
t
I'ordre 1) de tg(t):
Soit (t) = Arctan(2t + 1).
2 2 1

@ est dérivable sur Ret ¢’ (t) = TG = arateal = Trana) - 1— (2t + 2t%) + 4t + 04 (t?) = 1 — 2t + 2t2 + 0y (£?).

Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que ¢(t) = @(0) + t — t? + §t3 + 0o(t3) = % +t—t?+ §t3 +0y(t3)
= n _ 22,3 L I £ _1\.3 3
Donc, tg(t) = (1+t)(4+t 2426 4 oyt ))—4+(4+1)t+( D)6+ 0 (%),

Donc%f(x) = g + (g + 1) (i) + (— ;) (i)s + 0400 (G)S) Et finalement, f(x) = %x + G + 1) + (—%) (%)2 + 0,00 (G)z)

Et par conséquent, f(x) — Ex + G + 1)] e (_ é) (i)z
1\ (1

Comme lim (—5) (;)2 =0et (—i) (1)2 <0, lim f(x)— [— G+ 1)] =0etf(x)— Ex + G+ 1)] < 0 au voisinage de +o0o0.

x—>+00 X. X—+00

J’en conclus que la droite d’équation y = %x R (Z R 1) est asymptote a Cf en 4o et Cf est sous cette asymptote au voisinage de +oo.

1-x+4x? L

f) =— e
Posons g(t) = f(l)
1,1 1
4; T, _tot+d

L
Alors, tg(t) = t 2 e o

tg() = (4—t+1t?) = )et(1+3t+vo(t)) =S4 =t + ) (142t +2t% + 0y (£2)) et37+0oe)
2

t
———e1-3t . Cherchons un DL(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif aprés I'ordre 1) de tg(t):

—(4 + 5t + —t2+00(t2))(1 +(t+ 3t2) + "y 00(t?))
—(4 + 5t + —t2+00(t2))(1 +e+E 0o (tz))
= 5(4 +9t+ 7t2+oo(t2)) =2+ Et + Tt2+00(t2)).



1 9 | 55 1 ) 9 55 1
Donc,;f(x) =24+ 40,00 ( ;)). Et finalement, f(x) = 2x + s+ ;+o+w( - ).
Et par conséquent, f(x) — [Zx + ;] ~too g.
.55 55 . 9 9 . ,
Comme xl_l)r&); =0 etpourx >0, o 0, xgrpw fx)— [Zx + E] =0et f(x)— [2x + E] > 0 au voisinage de +o0. J'en conclus que la

droite d’équation y = 2x + ; est asymptote a Cf en +oo et Cf est au-dessus de cette asymptote au voisinage de +oco.

DL 5(0) 5de ¢~ ot g: (x — xe**)
@ est de classe C* et, en particulier, continue sur Ret Vx, ¢’ (x) = (1 + 2x2)e"2 > (. Donc ¢ est strictement croissante sur l'intervalle
R. Alors le TBCSM assure que ¢ est bijective de R sur ¢(R) =]lim ¢, lim(p [= R.Comme Vx, @' (x) # 0 et ¢ estde classe C®, ¢!

1

est de classe C* sur R. Alors le théoréme de Taylor-Young assure que ¢~ admet un DL(0) a tout ordre. Déterminons alors les réels

a,b,c,d, e et f tels que :
@' (x) = a+bx +cx?+ dx® + ex* + fx5 + 0y (x5). Comme ¢ est impaire, ¢~

Comme Ll_r)% p(x) =0etp(x) =x(1+x%+ xf +o0,(x)) =x+x3+ x; +0o(x%), 7! (p(x)) = bp(x) + dp(x)® + fp(x)® +
0o (x®)

avec p(x) = x + x5 + X; + 09 (x5),

(P(x))? = 2% + 2x* + 0o (x°),

(@) = p()(p(x)" = x* +3x5 + 0y (%),

(@()° = (P (9() = x5 + 05 (x).

Donc, x = b(x +x3 + X;) +d(x3 +3x5) + fx5 + 0o(x%) = bx + (b + d)x® + (g +3d + x5 + 0y (x5).

Alors par unicité de la partie principaleduDLenOdex, b=1,d+b =0 et§+ 3d+f=0.Donch=1,d=-1etf =
Ainsi,le DL (0)de ¢ test: o7t (x) =x—x3+ gxs + 00 (x).

7. Déterminer le DL d'une fonction dont Iexpression est sous forme intégrale
Soit f(x) = f;zﬁ dt . Déterminer son DL en 0 a I' ordre 10. Qu’en déduit-on sur f ?

1
Posons ¢(t) = Neyve

¢ est de classe C™ et, en particulier, continue sur R. Donc ¢ admet une primitive H sur l'intervalle R. Par conséquent, f est définie sur
RetVx,

f(x) = H(x?) — H(x). Cette expression de f permet alors d’affirmer que f est de classe C® sur R et Vx, f'(x) = 2xH'(x?) — H'(x) =
2x 1
Vita®  Vitxt

1 1
Par conséquent, f'(x) = 2x(1+x®) 72— (1 +x*) 7z = 2x (1 - %xs + 09 (xs)) - (1 - %x“ + %xs + oo(xg))

1 est impaoire et par conséquent,a = c = e = 0.

5
>

fl(x)=-1+2x +%x"’ —%xs — x4+ 0y (x?).

Alors le théoréme d’intégration terme a terme des DL assure que :f (x) = £(0) —x + x% + f—oxS —21—4 x° —ll—ox10 + 0o (x19).
——
=0



