
Corrigé des exercices de la fiche  

des vacances de Noël  

 

1. Déterminer un équivalent simple  

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟒−𝐭𝐚𝐧²⁡(𝒙)√ √𝟏−𝒙

𝟓
−𝟏

𝟑

𝐬𝐢𝐧(
𝟏

𝒙
)−𝐥𝐧⁡(𝒙)

  en 𝟎.  

Cherchons un équivalent simple du numérateur 𝑵(𝒙) de 𝒇(𝒙) :  

 lim
𝑥→0

−𝑥 = 0⁡𝑒𝑡⁡(1 + 𝑥)𝛼 − 1~0𝛼𝑥⁡donc , en prenant 𝛼 =
1

5
⁡et en composant à droite notre équivalent, √1 − 𝑥

5
− 1~0

1

5
(−𝑥). Et par suite 

√√1 − 𝑥
5

− 1
3

~0√−
𝑥

5

3
. 

De plus, tan(𝑥)~0𝑥⁡donc⁡tan²(𝑥)~0𝑥
2 puis  tan²(𝑥)  √√1 − 𝑥

5
− 1

3
~0𝑥

2 (−
𝑥

5
)

1

3 = −(
1

5
)

1

3 𝑥2+
1

3 = −(
1

5
)

1

3 𝑥
7

3. Comme 
7

3
< 4, 𝑥4 = 𝑜0 (𝑥

7

3) et par 

conséquent, 𝑥4 = 𝑜0 (tan²(𝑥)⁡⁡√√1 − 𝑥
5

− 1
3

). Ainsi, 𝑁(𝑥)~0 (tan²(𝑥)⁡⁡√√1 − 𝑥
5

− 1
3

)~0−(
1

5
)

1

3 𝑥
7

3.  

 
Cherchons un équivalent simple du dénominateur 𝑫(𝒙) de 𝒇(𝒙) :  

Comme (𝑥 ↦ sin (
1

𝑥
)) est borné et lim

𝑥→0
ln⁡(𝑥) = −∞, sin (

1

𝑥
) = 𝑜0(ln(𝑥)) et par conséquent, 𝐷(𝑥)~0− ln⁡(𝑥).  

Ainsi, 𝑓(𝑥)~0
−(

1

5
)

1
3𝑥
7
3.

− ln(𝑥)
= (

1

5
)

1

3 𝑥
7
3.

ln(𝑥)
.  

 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟒−𝐀𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝐱)√ √𝟏−𝒙

𝟓
−𝟏

𝟑

𝐬𝐢𝐧(
𝟏

𝒙
)−𝐥𝐧⁡(𝒙)

  en +∞.  

Cherchons un équivalent simple du numérateur 𝑵(𝒙) de 𝒇(𝒙) :  

Comme (𝑥 ↦ −1) est borné et lim
𝑥→+∞

√1 − 𝑥
5

= −∞, √1 − 𝑥
5

− 1~+∞√1 − 𝑥
5

.⁡De même , 1 − 𝑥~+∞ − 𝑥 et par conséquent, √1 − 𝑥
5

−

1~+∞√1 − 𝑥
5

⁡~+∞(−𝑥)
1

5.  

De plus, lim
𝑥→+∞

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) =
𝜋

2
∈ ℝ+∗ donc 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)~+∞

𝜋

2
. Alors⁡𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)[√1 − 𝑥

5
− 1]~+∞

𝜋

2
(−𝑥)

1

5. Alors, comme 𝑥
1

5 = 𝑜+∞(𝑥
4), 

𝑁(𝑥)~+∞𝑥
4.  

Cherchons un équivalent simple du dénominateur 𝑫(𝒙) de 𝒇(𝒙) :  

Comme  lim
𝑥→+∞

ln⁡(𝑥) = +∞ et lim
𝑥→+∞

sin (
1

𝑥
) = 0, sin(

1

𝑥
) = 𝑜+∞(ln(𝑥))⁡.⁡Par conséquent, 𝐷(𝑥)~+∞ − ln⁡(𝑥).  

Ainsi, 𝑓(𝑥)~+∞
−𝑥4

ln(𝑥)
.  

 

𝑓(𝑥) = 22
𝑥
− 2 en 0  

𝑓(𝑥) = 22
𝑥
− 2 = 𝑒ln(2)𝑒

ln(2)𝑥
− 2 . Donc, 𝑓 dérivable en 0 et 𝑓′(0) = ln(2)2 ≠ 0. Alors le cours assure que 𝑓(𝑥) − 𝑓(0)⏟

=0

~0 ln(2)
2 (𝑥 − 0).⁡Ainsi, 

𝑓(𝑥)~0 ln(2)
2 𝑥. 

 

 𝑓(𝑥) = ln(sin⁡(𝑥))⁡en 
𝜋

2
 

𝑃𝑜𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑡 = 𝑥 −
𝜋

2
 et 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑥).⁡ 

Alors, 𝑔(𝑡) = 𝑓 (
𝜋

2
+ 𝑡) = ln (𝑠𝑖𝑛(

𝜋

2
+ 𝑡)) = ln(cos(𝑡)).⁡ 

lim
𝑡→0
cos⁡(𝑡) = 1⁡𝑒𝑡 ln(𝑢)~𝑢→1𝑢 − 1. Donc, ln(cos⁡(𝑡))~𝑡→0cos⁡(𝑡) − 1. De plus, cos(𝑡) − 1~0 −

𝑡2

2
.⁡Donc, 𝑔(𝑡)~0−

𝑡2

2
.  

Ainsi, 𝑓(𝑥)~𝜋
2
−
(𝑥−

𝜋

2
)
2

2
. 

 

  𝑓(𝑥) = √1 + 𝑝𝑥
𝑝

− √1 + 𝑞𝑥
𝑞

+ (
𝑝−𝑞

2
)𝑥² en 0. ( où 𝑝 et 𝑞 sont deux entiers naturels non nuls) 

𝟏𝒆𝒓⁡𝒄𝒂𝒔 ∶ 𝒑 = 𝒒.⁡Alors 𝑓(𝑥) = 0~00 
𝟐è𝒎𝒆⁡𝒄𝒂𝒔 ∶ ⁡𝒑 ≠ 𝒒.  

lim
𝑥→0

𝑝𝑥 = 0 et (1 + 𝑡)
1

𝑝 = 1 +
1

𝑝
𝑡 +

(
1

𝑝
)(
1

𝑝
−1)𝑡2

2
+
(
1

𝑝
)(
1

𝑝
−1)(

1

𝑝
−2)𝑡3

6
+ 𝑜0(𝑡

3). Donc, (1 + 𝑝𝑥)
1

𝑝 = 1 +
1

𝑝
(𝑝𝑥) +

(
1

𝑝
)(
1

𝑝
−1)(𝑝𝑥)2

2
+
(
1

𝑝
)(
1

𝑝
−1)(

1

𝑝
−2)(𝑝𝑥)3

6
+

𝑜0(𝑥
3). Ainsi, , (1 + 𝑝𝑥)

1

𝑝 = 1 + 𝑥 +
1−𝑝

2
𝑥² +

(1−𝑝)(1−2𝑝)

6
𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3). De même, (1+ 𝑞𝑥)
1

𝑞 = 1+ 𝑥 +
1−𝑞

2
𝑥² +

(1−𝑞)(1−2𝑞)

6
𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3). 

Alors, 𝑓(𝑥) = [
(1−𝑝)(1−2𝑝)

6
−
(1−𝑞)(1−2𝑞)

6
] 𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3) =
[2𝑝2−2𝑞2−3𝑝+3𝑞]𝑥3

6
+ 𝑜0(𝑥

3) =
[2(𝑝−𝑞)(𝑝+𝑞)−3(𝑝−𝑞)]𝑥3

6
+ 𝑜0(𝑥

3) = (𝑝 − 𝑞)
[2(𝑝+𝑞)−3]𝑥3

6
+

𝑜0(𝑥
3).  

Comme 𝑝 et 𝑞 sont supérieurs à 1, 2(𝑝 + 𝑞) − 3 ≠ 0 et comme 𝑝 ≠ 𝑞, [𝑝 − 𝑞][2(𝑝 + 𝑞) − 3] ≠ 0 et ainsi, 𝑓(𝑥)⁡~0
[𝑝−𝑞][2(𝑝+𝑞)−3]𝑥3

6
. 

 
2. Calculer des limites  

 lim
𝑥→

𝜋

2

(
2

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+

1

ln(𝑠𝑖𝑛(𝑥))
) ?  

𝑃𝑜𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑡 = 𝑥 −
𝜋

2
 et 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑥).⁡Alors, 

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
+ 𝑡) = −sin(𝑡) 𝑒𝑡⁡ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
+ 𝑡) = cos⁡(𝑡) 



 𝑔(𝑡) = 𝑓 (
𝜋

2
+ 𝑡) =

2

𝑐𝑜𝑠2(
𝜋

2
+𝑡)
+

1

ln(𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2
+𝑡))

=
2

𝑠𝑖𝑛2(𝑡)
+

1

ln(𝑐𝑜𝑠(𝑡))
=

2

(𝑡−
𝑡3

6
+𝑜0(𝑡

3))

2+
1

ln(1−
𝑡2

2
+
𝑡4

24
+𝑜0(𝑡

4))

=
2

𝑡2(1−
𝑡2

6
+𝑜0(𝑡

2))

2+
1

−
𝑡2

2
+
𝑡4

24
—
𝑡4

8
𝑜0(𝑡

4)
 

=
2

𝑡²(1−
𝑡2

3
+𝑜0(𝑡

2))

+
1

−
𝑡2

2
+
𝑡4

24
−
𝑡4

8
+𝑜0(𝑡

4)
=

2

𝑡²(1−
𝑡2

3
+𝑜0(𝑡

2))

+
1

𝑡2

2
[−1−

𝑡2

6
+𝑜0(𝑡

2)]
=

2

𝑡2
[

1

1−
𝑡2

3
+𝑜0(𝑡

2)
−

1

1+
𝑡2

6
+𝑜0(𝑡

2)
] =

2

𝑡2
[1 +

𝑡2

3
+ 𝑜0(𝑡

2) − (⁡⁡1 −
𝑡2

6
+

𝑜0(𝑡
2))] =

2

𝑡2
[
𝑡2

2
+ 𝑜0(𝑡

2)]~01. Donc lim
𝑡→0
𝑔(𝑡) = 1 et  lim

𝑥→
𝜋

2

(
2

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+

1

ln(𝑠𝑖𝑛(𝑥))
) = 1.⁡ 

 

lim
𝑥→

1

2

(2𝑥² − 3𝑥 + 1)tan⁡(𝜋𝑥)      

𝑃𝑜𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑡 = 𝑥 −
1

2
 et 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑥).⁡Alors, 

 𝑔(𝑡) = 𝑓 (
1

2
+ 𝑡) = (2(𝑡 +

1

2
)
2
− 3(𝑡 +

1

2
) + 1) tan(𝜋 (𝑡 +

1

2
)) = (2𝑡2 − 𝑡) tan(

𝜋

2
+𝜋𝑡) = (2𝑡2 − 𝑡)(−

1

tan(𝜋𝑡)
)⁡~0(−𝑡)×

1

−𝜋𝑡
=
1

𝜋
⁡.  

Donc lim
𝑡→0
𝑔(𝑡) =

1

𝜋
 et  lim

𝑥→
1

2

𝑓(𝑥) =
1

𝜋
.  

lim
𝑥→+∞

(1 +
1

2𝑥
)
𝑐ℎ(𝑥)

⁡   

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑐ℎ
(𝑥)𝑙𝑛(1+

1

2𝑥
).⁡Posons 𝐻(𝑥) = 𝑐ℎ(𝑥)𝑙𝑛 (1+

1

2𝑥
).  

𝑙𝑛 (1 +
1

2𝑥
)⁡~+∞

1

2𝑥
. Donc, 𝐻(𝑥)~+∞

𝑐ℎ(𝑥)

2𝑥
=

1

4𝑥
(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)~+∞

𝑒𝑥

4𝑥
.⁡⁡Or, lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
=⏞
𝐶𝐶

+∞. Donc, lim
𝑥→+∞

𝐻(𝑥) = +∞. Et ainsi, 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞. 

 

lim
𝑥→0

sin⁡(𝑥)𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)⁡ 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑙𝑛(sin⁡(𝑥)) .⁡Posons 𝐻(𝑥) = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑙𝑛(sin⁡(𝑥)).  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)~0𝑥. Donc, 𝐻(𝑥)~0𝑥𝑙𝑛(sin(𝑥)). Or, 𝑥𝑙𝑛(sin(𝑥)) = 𝑥𝑙𝑛(𝑥 + o0(𝑥)) = 𝑥[𝑙𝑛(𝑥) + ln⁡(1 + o0(1))]~0𝑥𝑙𝑛(𝑥).  

Or, lim
𝑥→0

𝑥𝑙𝑛(𝑥) =⏟
𝐶𝐶

0.Donc,  lim
𝑥→0

𝐻(𝑥) = 0 et ainsi, lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 1. 

 

3. Déterminer un développement limité en 𝑎 d’ordre au plus 5  

𝑓(𝑥) = √9 − 2sin⁡(𝑥)
3  𝑒𝑡⁡𝑎 =

𝜋

6
  

Posons 𝑡 = 𝑥 −
𝜋

6
⁡𝑒𝑡⁡𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑥).⁡ 

𝑔(𝑡) = 𝑓 (
𝜋

6
+ 𝑡) = √9 − 2sin (

𝜋

6
+ 𝑡)

3
= √9− 2 [sin (

𝜋

6
)cos(𝑡) + cos (

𝜋

6
)sin(𝑡)]

3

= √9 − 2 [
1

2
(1 −

t2

2
+
𝑡4

24
+ 𝑜0(𝑡5))⁡+

√3

2
(t −

t3

6
+
t5

120
+ 𝑜0(𝑡5))]

3

 

= √9 − 1 −√3𝑡 +
t2

2
+
√3

6
t3 −

𝑡4

24
−
√3t5

120
+ 𝑜0(𝑡5))⁡⁡

3

 

= √8 −√3𝑡 +
t2

2
+
√3

6
t3 −

𝑡4

24
−
√3t5

120
+ 𝑜0(𝑡5))⁡⁡

3

 

= √8[1 −
√3

8
𝑡 +

1

16
t2 +

√3

6 × 8
t3 −

𝑡4

24 × 8
−

√3t5

120 × 8
+ 𝑜0(𝑡

5))]⁡⁡
3

 

= 2√1 + (−
√3

8
𝑡 +

1

16
t2 +

√3

6 × 8
t3 −

𝑡4

24 × 8
−

√3t5

120 × 8
+ 𝑜0(𝑡5))⏟                                    

=𝑢(𝑡)

⁡⁡
3

 

Comme lim
𝑡→0
𝑢(𝑡) = 0 et (1 + 𝑢)

1

3 = 1+
1

3
𝑢 −

1

32
𝑢2 +

5

34
𝑢3 −

10

35
𝑢4 +

26

36
𝑢5+𝑜0(𝑢

5), 

 (1 + 𝑢(𝑡))
1

3 = 1+
1

3
𝑢(𝑡) −

1

32
𝑢(𝑡)2 +

5

34
𝑢(𝑡)3 −

10

35
𝑢(𝑡)4 +

26

36
𝑢(𝑡)5+𝑜0(𝑡

5) avec  

𝑢(𝑡) =
1

8
(−√3𝑡 +

1

2
t2 +

√3

6
t3 −

𝑡4

24
−
√3t5

120
+ 𝑜0(𝑡

5)) 

𝑢(𝑡)2 =
1

64
[3𝑡2 −√3t3 +

3

4
𝑡4 + (

√3

4
)t5 + 𝑜0(𝑡

5)] 

𝑢(𝑡)3 = 𝑢(𝑡)2 × 𝑢(𝑡) =
1

83
[−3√3𝑡3 +

9

2
𝑡4 −

3√3

4
t5 + 𝑜0(𝑡

5)] 

𝑢(𝑡)4 = (𝑢(𝑡)2)2 =
1

84
[9𝑡4 − 6√3t5 + 𝑜0(𝑡

5)] 

𝑢(𝑡)5 = 𝑢(𝑡)3 × 𝑢(𝑡)2 = (−
9√3

85
)t5 + 𝑜0(𝑡

5) 

Ainsi,  

  2𝑡2 = 𝑜0(𝑡) donc 2𝑡2 − 𝑡~0 − 𝑡 . 

tan⁡(𝑢)~𝑢→0𝑢⁡𝑒𝑡⁡ lim
𝑡→0
𝜋𝑡 = 0 donc tan⁡(𝜋𝑡)~0𝜋𝑡 . 

ln(1 + 𝑢)~0𝑢⁡⁡𝑒𝑡⁡ lim
𝑥→+∞

1

2𝑥
= 0 donc 𝑙𝑛 (1 +

1

2𝑥
)⁡~+∞

1

2𝑥
 

lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥 = 0 ⁡𝑒𝑡 lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞ 

donc⁡⁡⁡𝑒−𝑥 = 𝑜+∞(𝑒
𝑥). 

1

1 + 𝑢
= 1− 𝑢 + 𝑜0(𝑢)⁡𝑒𝑡⁡ lim

𝑡→0
−
𝑡2

3
+ 𝑜0(𝑡

2) = lim
𝑡→0

𝑡2

6
+ 𝑜0(𝑡

2) 



𝑔(𝑡) = 2 +
2

3

1

8
[−√3𝑡 +

1

2
t2 +

√3

6
t3 −

𝑡4

24
−
√3t5

120
+ 𝑜0(𝑡

5)] −
2

32
1

82
[3𝑡2 −√3t3 +

3

4
𝑡4 + (

√3

4
)t5 + 𝑜0(𝑡

5)]

+
5

34
2

83
[−3√3𝑡3 +

9

2
𝑡4 −

3√3

4
t5 + 𝑜0(𝑡

5)]⁡−
10

35
2

84
[9𝑡4 − 6√3t5 + 𝑜0(𝑡

5)]⁡+
2 × 26

36
[(−

9√3

85
)t5 + 𝑜0(𝑡

5)]+ 𝑜0(𝑡
5)] 

Et 

𝑓(𝑥) = 2 −
√3

12
(𝑥 −

𝜋

6
) + (

1

3 × 8
−

1

3 × 4 × 8
)(𝑥 −

𝜋

6
)
2

+ (
√3

6× 4 × 3
+

√3

4 × 8 × 32
−
5

33
√3

82 × 4
) (𝑥 −

𝜋

6
)
3

+ (−
1

3 × 6 × 42
−

1

3 × 82 × 2
−

5

32 × 83
)(𝑥 −

𝜋

6
)
4

+ (−
√3

120 × 4 × 3
−

√3

82 × 32 × 2
−
5

33
√3

83 × 2
+
5

34
√3

83
6
13

34
√3

2 × 84
)(𝑥 −

𝜋

6
)
5

+ 𝑜𝜋
6
((𝑥 −

𝜋

6
)
5

) 

 

𝑓(𝑥) = 2 −
√3

12
(𝑥 −

𝜋

6
) + (

1

4 × 8
) (𝑥 −

𝜋

6
)
2

+
√3

82 × 4 × 33
(115)(𝑥 −

𝜋

6
)
3

+
−1

32 × 83
(𝑥 −

𝜋

6
)
4

+
5449√3

2 × 84 × 34 × 5
(𝑥 −

𝜋

6
)
5

+ 𝑜𝜋
6
((𝑥 −

𝜋

6
)
5

) 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥) =
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)

ln⁡(cos⁡(x))
 , 𝑎 = 0    IMPOSSIBLE car 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)~0𝑥𝑒𝑡 ln(cos(𝑥))~0 −

𝑥2

2
⁡ donc 𝑓(𝑥)~0

1

2𝑥
⁡. Par conséquent, lim

𝑥→0±
𝑓(𝑥) = ±∞ 

donc 𝑓 n’a pas de limite finie en 0 et par suite, 𝑓 ne peut pas avoir de 𝐷𝐿(0) 

 

 

𝑓(𝑥) = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)⁡ Arcsin(𝑥)𝑎 = 𝟎   Ordre 3 

𝑓(𝑥) = 𝑒 ⁡ Arcsin(𝑥)ln⁡(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)) . Posons ℎ(𝑥) = Arcsin(𝑥) ln(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)).⁡ 

Arcsin(𝑥) = 𝑥 +
𝑥3

6
+ o0(𝑥

3)⁡et⁡Arccos(x) =
𝜋

2
−Arcsin(x) =

𝜋

2
− (𝑥 +

𝑥3

6
+ o0(𝑥

3)).⁡  

ln(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)) = ln(
𝜋

2
− (𝑥 +

𝑥3

6
+ o0(𝑥

3))) = ln

{
 
 

 
 
𝜋

2

[
 
 
 
 

1 −⁡(
2

𝜋
𝑥 +

2

𝜋

𝑥3

6
+ o0(𝑥

3))
⏟              

=𝑢(𝑥)
𝑥→0
→  0 ]

 
 
 
 

}
 
 

 
 

= ln (
𝜋

2
) + ln⁡(1 − 𝑢(𝑥)).  

ln(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)) = ln (
𝜋

2
) − 𝑢(𝑥) −

𝑢(𝑥)2

2
−
𝑢(𝑥)3

3
+ 𝑜0(𝑥

3) = ln (
𝜋

2
) − (

2

𝜋
𝑥 +

2

𝜋

𝑥3

6
) −

2

𝜋2
𝑥2 −

8

3𝜋3
𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3)  

ln(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)) = ln (
𝜋

2
) −

2

𝜋
𝑥 −

2

𝜋2
𝑥2 − (

8

3𝜋3
+

1

3𝜋
) 𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3).⁡  

Alors, ℎ(𝑥) = (𝑥 +
𝑥3

6
+ o0(𝑥

3))(ln(
𝜋

2
) −

2

𝜋
𝑥 −

2

𝜋2
𝑥2 − (

8

3𝜋3
+

1

3𝜋
)⁡𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3)) = ln (
𝜋

2
)𝑥 −

2

𝜋
𝑥2 + (

ln(
𝜋

2
)

6
−

2

𝜋2
)𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3).
⏟                            

=𝑣(𝑥)
𝑥→0
→  0

 

Donc, 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑣(𝑥) = 1+ 𝑣(𝑥) +
𝑣(𝑥)2

2
+
𝑣(𝑥)3

6
+ 𝑜0(𝑥

3) = 1 + ln (
𝜋

2
)𝑥 −

2

𝜋
𝑥2 + (

ln(
𝜋

2
)

6
−

2

𝜋2
) 𝑥3 +

1

2
ln2 (

𝜋

2
)𝑥2 −

2

𝜋
ln (

𝜋

2
)𝑥3 +

1

6
ln3 (

𝜋

2
)𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3) 

𝑓(𝑥) = 1 + ln (
𝜋

2
)𝑥 + (

1

2
ln2 (

𝜋

2
)−

2

𝜋
)𝑥2 +(

ln (
𝜋
2)

6
−
2

𝜋2
−
2

𝜋
ln (
𝜋

2
) +

1

6
ln3 (

𝜋

2
))𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3) 

 

𝑓(𝑥) = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(
tan⁡(𝑥)

2
) , 𝑎 =

𝜋

3
  

Pour 𝑥 au voisinage de 
𝜋

3
,
𝑡𝑎𝑛(𝑥)

2
 est au voisinage de 

√3

2
. Or, Arcsin est dérivable sur ] − 1,1[ donc au voisinage de 

√3

2
.⁡Et par conséquent, 𝑓 

est dérivable au voisinage de 
𝜋

3
 et  

𝑓′(𝑥) =

1
2 (1 + 𝑡𝑎𝑛

2(𝑥))

√1−
𝑡𝑎𝑛2(𝑥)
4

=⏟

tan(𝑥)=𝑥+
𝑥3

3
+𝑜0(𝑥

4)

1

2
(⁡1 + 𝑥2 +

2

3
𝑥4+𝑜0(𝑥

4))

(

 
 
1−(

𝑥2

4
+
1

6
𝑥4+𝑜0(𝑥

4))
⏟              

=𝑢(𝑥)
𝑥→0
→  0 )

 
 

−
1
2

=
1

2
(⁡1 + 𝑥2 +

2

3
𝑥4+𝑜0(𝑥

4))(1−
1

2
𝑢(𝑥) +

3

8
𝑢(𝑥)2+𝑜0(𝑥

4))⁡ 

=
1

2
(⁡1 + 𝑥2 +

2

3
𝑥4+𝑜0(𝑥

4))(1 − (
𝑥2

8
+
1

12
𝑥4)+

3

8
×
1

16
𝑥4 + 𝑜0(𝑥

4))⁡ 

   

=
1

2
(⁡1 +

7

8
𝑥2 + (−

1

8
+
2

3
−

1

12
+
3

8

1

16
)𝑥4+𝑜0(𝑥

4)) ⁡=
1

2
+

7

16
𝑥2 +

185

768
⁡𝑥4 + 𝑜0(𝑥

4).  



Donc le théorème d’intégration terme à terme d’un DL assure que : 𝑓(𝑥) = 𝑓(0)⏟

=𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(
√3

2
)=

𝜋

3

+
1

2
𝑥 +

7

16

𝑥3

3
+
185

768
⁡
𝑥5

5
+ 𝑜0(𝑥

5) 

Ainsi, 𝑓(𝑥) =
𝜋

3
+
1

2
𝑥 +

7

48
𝑥3 +

37

768
⁡𝑥5 + 𝑜0(𝑥

5). 

 

4. Utiliser les DL pour justifier qu’une fonction est dérivable en un point et obtenir la position de la courbe par rapport à sa tangente en 

ce point  

𝑓: (𝑥 ↦ (1 − 2sin⁡(𝑥))tan⁡(3𝑥). Montrer que 𝑓 est prolongeable par continuité en 
𝜋

6
  et que son prolongement est dérivable en 

𝜋

6
  et 

étudier la position de sa courbe par rapport à sa tangente. 

Posons 𝑔(𝑡) = 𝑓 (𝑡 +
𝜋

6
).⁡ 

Alors 𝑔(𝑡) = (1− 2 sin(𝑡 +
𝜋

6
)) tan(3(𝑡 +

𝜋

6
)) =(1 − 2(sin(𝑡) cos (

𝜋

6
) − 2 cos(𝑡) sin⁡(

𝜋

6
))tan (3𝑡 +

𝜋

2
) 

= (1 − √3sin(𝑡) − cos(𝑡))
(−1)

tan(3t)
= (1− √3(𝑡 −

𝑡3

6
) − 1 +

t2

2
+𝑜0(𝑡

3))
(−1)

3t+
(3t)3

3
+𝑜0(𝑡

4)
= −(𝑡(−√3 +

1

2
𝑡 +

√3

6
𝑡²+𝑜0(𝑡

3))
1

3t(1+
(3t)2

3
+𝑜0(𝑡

3))

  

= −
1

3
((−√3+

1

2
𝑡 +

√3

6
𝑡²+𝑜0(𝑡

3))
1

(1 +
(3t)2

3 + 𝑜0(𝑡2))

= −
1

3
(−√3+

1

2
𝑡 +

√3

6
𝑡2+𝑜0(𝑡

3))(1 − 3𝑡2 + 𝑜0(𝑡
3))

=
√3

3
−
1

6
𝑡 −

19

18
√3𝑡2 + 𝑜0(𝑡

2)  

Donc, 𝑓(𝑥) =
√3

3
−
1

6
(𝑥 −

𝜋

6
) −

19

18
√3(𝑥 −

𝜋

6
)
2
+ 𝑜𝜋

6
((𝑥 −

𝜋

6
)
2
).  

J’en déduis que lim
𝑥→

𝜋

6

𝑓(𝑥) = ⁡
√3

3
⁡ 𝑖. 𝑒. 𝑓 est prolongeable par continuité en 

𝜋

6
 par la valeur 

√3

3
.⁡ 

De plus, son prolongement 𝑓 , qui est défini en 
𝜋

6
, admet le 𝐷𝐿1 (

𝜋

6
) suivant 𝑓(𝑥) =

√3

3
−
1

6
(𝑥 −

𝜋

6
) − 𝑜𝜋

6
((𝑥 −

𝜋

6
)
1
). Donc, 𝑓 est dérivable 

en 
𝜋

6
 et 𝑓′ (

𝜋

6
) = −

1

6
⁡𝑒𝑡⁡𝑦 =

√3

3
−
1

6
(𝑥 −

𝜋

6
) est l’équation de la tangente à 𝐶𝑓⁡̃ en 

𝜋

6
. De plus, son prolongement 𝑓 admet le 𝐷𝐿1 (

𝜋

6
) suivant 

𝑓(𝑥) =
√3

3
−
1

6
(𝑥 −

𝜋

6
) −

19

18
√3(𝑥 −

𝜋

6
)
2
+ 𝑜𝜋

6
((𝑥 −

𝜋

6
)
2
). Donc, 𝑓(𝑥) − [

√3

3
−
1

6
(𝑥 −

𝜋

6
)]~𝜋

6
−
19

18
√3(𝑥 −

𝜋

6
)
2
. Donc au voisinage de , 

𝑓(𝑥) − [
√3

3
−
1

6
(𝑥 −

𝜋

6
) ≤ 0.⁡J’en déduis que  𝐶𝑓⁡̃ est sous sa tangente en 

𝜋

6
. 

  

5. Utiliser les DL pour justifier l’existence d’une asymptote et obtenir son équation et la position de la courbe par rapport à cette 
asymptote 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(
2+𝑥

𝑥
)  

Posons 𝑔(𝑡) = 𝑓 (
1

𝑡
)⁡ 

Alors, 𝑡𝑔(𝑡) = 𝑡 (
1

𝑡
+ 1)𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(

2+
1

𝑡
1

𝑡

) = (1 + 𝑡)𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑡 + 1). Cherchons un 𝐷𝐿(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif après 

l’ordre 1) de 𝑡𝑔(𝑡):  
Soit 𝜑(𝑡) = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(2𝑡 + 1). 

⁡𝜑⁡est⁡dérivable⁡sur⁡ℝ⁡et⁡𝜑′(𝑡) =
2

1+(2𝑡+1)2
=

2

2+4𝑡+4𝑡²
=

1

1+(2𝑡+2𝑡2)
= 1− (2𝑡 + 2𝑡2) + 4𝑡2 + 𝑜0(𝑡

2) = 1 − 2𝑡 + 2𝑡2 + 𝑜0(𝑡
2).⁡ 

Donc le théorème d’intégration terme à terme d’un DL assure que 𝜑(𝑡) = 𝜑(0) + 𝑡 − 𝑡2 +
2

3
𝑡3 + 𝑜0(𝑡

3) =
𝜋

4
+ 𝑡 − 𝑡2 +

2

3
𝑡3 + 𝑜0(𝑡

3) 

⁡Donc, 𝑡𝑔(𝑡) = (1+ 𝑡)(
𝜋

4
+ 𝑡 − 𝑡2 +

2

3
𝑡3 + 𝑜0(𝑡

3)) =
𝜋

4
+ (

𝜋

4
+ 1)𝑡 + (−

1

3
) 𝑡3 + 𝑜0(𝑡

3).  

Donc 
1

𝑥
𝑓(𝑥) =

𝜋

4
+ (

𝜋

4
+ 1) (

1

𝑥
) + (−

1

3
)(

1

𝑥
)
3
+ 𝑜+∞ ((

1

𝑥
)
3
). Et finalement, 𝑓(𝑥) =

𝜋

4
𝑥 + (

𝜋

4
+ 1) + (−

1

3
)(

1

𝑥
)
2
+ 𝑜+∞ ((

1

𝑥
)
2
).  

Et par conséquent, 𝑓(𝑥) − [
𝜋

4
𝑥 + (

𝜋

4
+ 1)]~+∞ (−

1

3
)(

1

𝑥
)
2
. 

Comme lim
𝑥→+∞

(−
1

3
)(

1

𝑥
)
2
= 0 et (−

1

3
)(

1

𝑥
)
2
< 0 ,⁡ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) − [

𝜋

4
𝑥 + (

𝜋

4
+ 1)] = 0 et 𝑓(𝑥) − [

𝜋

4
𝑥 + (

𝜋

4
+ 1)] < 0⁡au voisinage de +∞. 

J’en conclus que la droite d’équation  𝑦 =
𝜋

4
𝑥 + (

𝜋

4
+ 1) est asymptote à 𝐶𝑓⁡en +∞ et 𝐶𝑓 est sous cette asymptote au voisinage de +∞. 

 

 𝑓(𝑥) =
1−𝑥+4𝑥2

2𝑥−3
𝑒

1

𝑥−3   

Posons 𝑔(𝑡) = 𝑓 (
1

𝑡
)⁡ 

Alors, 𝑡𝑔(𝑡) = 𝑡
1−

1

𝑡
+4

1

𝑡²

2
1

𝑡
−3

𝑒

1
1
𝑡−3 ⁡ =

𝑡²−𝑡+4

2−3𝑡
𝑒

𝑡

1−3𝑡⁡. Cherchons un 𝐷𝐿(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif après l’ordre 1) de 𝑡𝑔(𝑡):  

𝑡𝑔(𝑡) = (4 − 𝑡 + 𝑡2)
1

2(1−
3

2
𝑡)
𝑒𝑡(1+3𝑡+𝑜0(𝑡)) =

1

2
(4 − 𝑡 + 𝑡2)(1+

3

2
𝑡 +

9

4
𝑡2 + 𝑜0(𝑡

2))⁡𝑒𝑡+3𝑡
2+𝑜0(𝑡

2)  

=
1

2
(4 + 5𝑡 +

17

2
𝑡²+𝑜0(𝑡

2))(1+ (𝑡 + 3𝑡²) +
𝑡2

2
+ 𝑜0(𝑡

2))⁡  

=
1

2
(4 + 5𝑡 +

17

2
𝑡²+𝑜0(𝑡

2))(1+ 𝑡 +
7𝑡2

2
+ 𝑜0(𝑡

2))  

=
1

2
(4 + 9𝑡 +

55

2
𝑡²+𝑜0(𝑡

2)) = 2 +
9

2
𝑡 +

55

4
𝑡²+𝑜0(𝑡

2)). 
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𝐷𝑜𝑛𝑐,
1

𝑥
𝑓(𝑥) = 2 +

9

2𝑥
+

55

4𝑥2
+𝑜+∞(

1

𝑥2
⁡)).  Et finalement, 𝑓(𝑥) = 2𝑥 +

9

2
+
55

4𝑥
+𝑜+∞(

1

𝑥
⁡⁡).  

Et par conséquent, 𝑓(𝑥) − [2𝑥 +
9

2
]~+∞

55

4𝑥
. 

Comme lim
𝑥→+∞

55

4𝑥
= 0 et pour 𝑥 > 0, 

55

4𝑥
> 0 ,⁡ lim

𝑥→+∞
⁡𝑓(𝑥) − [2𝑥 +

9

2
] = 0 et  𝑓(𝑥) − [2𝑥 +

9

2
] > 0⁡au voisinage de +∞. J’en conclus que la 

droite d’équation  𝑦 = 2𝑥 +
9

2
 est asymptote à 𝐶𝑓⁡en +∞ et 𝐶𝑓 est au-dessus de cette asymptote au voisinage de +∞. 

 
6. Déterminer le 𝐷𝐿 d’une bijection réciproque  

𝐷𝐿⁡5(0)  5⁡𝑑𝑒⁡𝜑
−1⁡𝑜ù⁡𝜑: (𝑥 ↦ 𝑥𝑒𝑥

2
) 

𝜑  est de classe 𝐶∞  et, en particulier, continue sur ℝ et ∀𝑥, 𝜑′(𝑥) = (1+ 2𝑥2)𝑒𝑥
2
> 0.⁡Donc 𝜑 est strictement croissante sur l’intervalle 

ℝ.⁡Alors⁡le⁡TBCSM⁡assure⁡que⁡𝜑 est bijective de ℝ sur 𝜑(ℝ) =] lim
−∞
𝜑 , lim

+∞
𝜑 [= ℝ.⁡Comme ∀𝑥, 𝜑′(𝑥) ≠ 0⁡𝑒𝑡⁡𝜑  est de classe 𝐶∞ , 𝜑−1  

est de classe 𝐶∞ sur ℝ. Alors le théorème de Taylor-Young assure que 𝜑−1  admet un 𝐷𝐿(0) a tout ordre. Déterminons alors les réels 
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒⁡𝑒𝑡⁡𝑓 tels que : 
 𝜑−1  (𝑥) = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥3 + 𝑒𝑥4 + 𝑓𝑥5 + 𝑜0(𝑥

5). Comme 𝜑 est impaire, 𝜑−1  est impaoire et par conséquent, 𝑎 = 𝑐 = 𝑒 = 0.⁡ 

Comme lim
𝑥→0

𝜑(𝑥) = 0 et 𝜑(𝑥) = 𝑥(1+ 𝑥2 +
𝑥4

2
+ 𝑜0(𝑥

4)) = 𝑥 + 𝑥3 +
𝑥5

2
+ 𝑜0(𝑥

5),  𝜑−1  (𝜑(𝑥)) = 𝑏𝜑(𝑥) + 𝑑𝜑(𝑥)3 + 𝑓𝜑(𝑥)5 +

𝑜0(𝑥
5) 

𝑎𝑣𝑒𝑐⁡𝜑(𝑥) = 𝑥 + 𝑥3 +
𝑥5

2
+ 𝑜0(𝑥

5), 

(𝜑(𝑥))² = 𝑥² + 2𝑥4 + 𝑜0(𝑥
5), 

(𝜑(𝑥))3 = 𝜑(𝑥)(𝜑(𝑥))
2
= 𝑥3 + 3𝑥5 + 𝑜0(𝑥

5), 

(𝜑(𝑥))5 = (𝜑(𝑥))3(𝜑(𝑥))
2
= 𝑥5 + 𝑜0(𝑥

5) . 

Donc,  𝑥 = 𝑏(𝑥 + 𝑥3 +
𝑥5

2
) + 𝑑(𝑥3 + 3𝑥5) + 𝑓𝑥5 + 𝑜0(𝑥

5) = 𝑏𝑥 + (𝑏 + 𝑑)𝑥3 + (
𝑏

2
+ 3𝑑 + 𝑓)𝑥5 + 𝑜0(𝑥

5).  

Alors par unicité de la partie principale du DL en 0 de 𝑥,  𝑏 = 1, 𝑑 + 𝑏 = 0 et 
𝑏

2
+ 3𝑑 + 𝑓 = 0.⁡Donc 𝑏 = 1, 𝑑 = −1 et 𝑓 =

5

2
. 

Ainsi, le 𝐷𝐿5(0)⁡de  𝜑−1⁡𝑒𝑠𝑡 ∶ ⁡𝜑−1  (𝑥) = 𝑥 − 𝑥3 +
5

2
𝑥5 + 𝑜0(𝑥

5). 

. 
7. Déterminer le 𝐷𝐿 d’une fonction dont l’expression est sous forme intégrale 

Soit 𝑓(𝑥) = ∫
1

√1+𝑡4

𝑥²

𝑥
⁡𝑑𝑡⁡. Déterminer son 𝐷𝐿⁡en⁡0⁡à l' ordre 10. Qu’en déduit-on sur 𝑓 ?  

Posons 𝜑(𝑡) =
1

√1+𝑡4
.  

𝜑  est de classe 𝐶∞ et, en particulier, continue sur ℝ.⁡Donc⁡𝜑 admet une primitive 𝐻⁡sur l’intervalle ℝ. Par conséquent, 𝑓 est définie sur 

ℝ⁡et⁡∀𝑥,⁡ 

𝑓(𝑥) = 𝐻(𝑥2) − 𝐻(𝑥).⁡Cette expression de 𝑓 permet alors d’affirmer que 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ  et ∀𝑥, 𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝐻′(𝑥2) − 𝐻′(𝑥) =
2𝑥

√1+𝑥8
−

1

√1+𝑥4
. 

Par conséquent, 𝑓′(𝑥) = 2𝑥(1 + 𝑥8)−
1

2− (1 + 𝑥4)−
1

2 = 2𝑥 (1−
1

2
𝑥8 + 𝑜0(𝑥

8)) − (1 −
1

2
𝑥4 +

3

8
𝑥8 + 𝑜0(𝑥

9)) 

𝑓′(𝑥) = −1 + 2𝑥 +
1

2
𝑥4 −

3

8
𝑥8 − 𝑥9 + 𝑜0(𝑥

9).  

Alors le théorème d’intégration terme à terme des 𝐷𝐿 assure que :𝑓(𝑥) = 𝑓(0)⏟
=0

− 𝑥 + 𝑥2 +
1

10
𝑥5 −

1

24
 𝑥9 −

1

10
𝑥10 + 𝑜0(𝑥

10). 

 

 

 


