Savoir-faire sur les équivalents et DL !!

Connaitre par W

e Equivalents usuels

e Reégles de calcul autorisées sur les équivalents et les interdites

e |es DL usuels

¢ |a formule de Taylor Young avec les hypotheses

o |le théoreme d’intégration terme a terme d’un DL avec les hypotheéses .

METHODE GENERALE pour trouver un équivalent d’une fonction f au voisinage de a

1) je peux écrire f(x) sous la forme g(x) X une fonction de limite 1 en a.

2)Je peux trouver une fonction g telle que 11m QEX; 1.

3)silim f(x) = L tel que L réel non nul anrs f(x)~4L
x—-a

4) Si f = g X halors je cherche un équivalent de g et un équivalent de h au voisinage de a et j’en fais le quotient (ou un produit).
5) Si f(x) = g(x)* avec ¢ indépendant de x alors je cherche un équivalent de g que j'éléve a la puissance a .
6) Si f =g+ h , alors je cherche un équivalent simple de chacune des fonctions g et h au voisinage de a et grace a ces équivalents, je
compare g et h au voisinage de a .
a) sih=o04,(g) alorsf~,g.
b) i )lci_r:rlllg(x) + h(x) = L tel que L réel non nul alors f(x)~,L
c) sinon, je vais chercher des développements limités ou asymptotiques de g et de h au voisinage de a que je peux additionner
contrairement aux équivalents (puisqu’un DL est une égalité) !!!L’ordre sera choisi de sorte qu’en les sommant, il reste un terme
significatif.
7)Si f(x) =1In (g(x)) alors apres avoir écarté la situation 3),
Ou bien )lci_r};g(x) = 1. Alors j'utilise |a propriété de composition a droite . Si Jl(i_rgg(x) = 1 alors In(g(x))~.g(x) — 1.
Ou bien )1(13(11 g(x) n' existe pas ou n’est pas égale a 1. Alors je cherche un DA ou un DL de g au voisinage de a et je mets, dans ce

DA, le terme dominant en facteur puis j utilise la propriété In(ab) = Ina + Inb puis je compare [n(a) et in(b) ou je cherche un DA de In(b)

8) Si f(x) = e9™ alors aprés avoir écarté la situation 1), je cherche un DA ou un DL de g au voisinage de a et je mets le terme dominant en
facteur puis j utilise la propriété e®*? = e%eb,

9)Si f(x) = u(x)*™ alors j'écris f(x) = e’ @), 3lors apres avoir écarté la situation 1), je vais chercher un DL ou DA ou la limite de
de h(x) = u(x)In (v(x)) en a puis conclure ou utiliser la propriété de 'exponentielle e**? = e%e? ; il faut parfois obtenir la limite de f pour
en avoir un équivalent.

Exemples du cours

1
Soit k € N. Montrer quee 2 = 0y(x*) Par la caractérisation par le quotient
k
_1 1\k 1\2 k 1 _1
)& )2 e G’ i € o s
—= =+-*~.0r, 11m = 400 et llm — = 0. Par composition, lim = 0 et parsuite lim—— = 0. J'en déduis par la
xk ex2 ex2 o et xX— exZ x—0 xk

Caractérisation 23 que e_? = 0, ( x®).

Par encadrement + caractérisation par le quotient
Montrer que f m dt = 0, ., (x%).

Soit x > 1. Alors f: ( ) est continue sur [x, x%] et Vt € [x,x%],0 < In(x) < In(¢t) < In(x?) = 2In (x) donc,

In(t)
! o 1 o 1

2In(x) ~ In(t) — ln(x)

[x,x%], 0 < f

0<

, 1 1 .
. Alors, par croissance de I'opérateur intégral appliquée aux fonctions f et ( ln(x)) , (t - —Zm(x)) continues sur

x? 1 x2-x
Zln(x) dt < fx ln(t) dt < fx In(x )dt - Ainsi, Vx > 1, 2In(x) — fx In(t) dt < In(x) *

, x%—x 1 x? 1
Par conséquent, Vx > 1, < fx

1 1
x2— 1__ 1 x2 1 1—=
< — < X

(o) t< len( 0 (pwsquex > 0), autrement dit, Zj;c dt

2x%In(x) — x2 2In(x) — In(t) ~ In(x)’
lim —E =0 = lim | lim = [ L dr =0 dt 2
Comme Am s Am s ), je peux conclure que 1r11w;fx e t ce qui prouve que f ln(t) = 040 (x") (Caract. 23) .
& 73 Arccos(x)sinz(x)) G fl g S, P PR
Soit f: (x = ~ Tehd ) Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0. Par les opérations sur les équivalents

Posons N (x) = Arccos(x)sin?(x) et D(x) = }/ch(x) — 1. Cherchons un simple équivalent en 0 de ces deux fonctions .



lirr(l)Arccos(x) = g limite finie et non nulle. Donc, d’apres le Théo 27.3 , Arccos(x)~, g

xX—

De plus, sin(x)~yx ; donc, d’aprés le Théo 36.6, sin?(x)~,x>. Et par suite, d’aprés le Théo. 36.4, Arccos(x)sin?(x)~, gxz. Ainsi,
N(x)~ogx.

1 2

2 2
De méme, ch(x) — 1~0x72; donc, d’aprés le Théo 36.6, (ch(x) — 1)3~, (%2)3 = %—; Aisni, D(x)~, ;%

T2 3 2
Alors, il suffit d’appliquer le Théo 36.5, pour conclure queM ~o sz = ”ﬁxz? == 3x%

D(x) = 2 iz
%
Pour obtenir un équivalent
Soit f: (x> Vx3+1— VxZ =1 +sin (x)).Cherchons un équivalent puis la limite de f en +oo. simplede f+ gena
) 1 3 . 3 2 1. je regarde si 'une des deux
e x3+1~,,x3donc, parle Théo.36.6,Vx3 + 1 = (x3 + 1)z~ ,,x2. De méme Vx2 — 1~ x5. fonctions f ou g est
2 3 2R 0
or,2 <2 donc (Prop 29) x5 = 0400 (xE). Et par suite, (Théo 34.6) Vx2 — 1 = 0,,(Vx3 + 1). négligeable devant I'autre au
3 2 voisinage de a.
o 3 . ) 7 . Sif = 04(g) alors f + g~,g9.
e  Enfin, sin est bornée et x1—1>1}-loo\/x3 + 1 = +o0. Par conséquent, (Théo 34.8), sin (x) = 04, (Vx3 + 1). 2 Je rer:mace FO0) et g(x; par
Jen déduis que : leur développement limité ou
asymptotique en a avec au
3 ins deux t
fFO) =V +1+0,0(VB+ 1) +0,(Wx3+1) = VX3+1+0,0(Va3+1) ~pp VA3 +1~ %2 ”“I""S e o
thé(\;’35.1 Thmg 3 nuls... si ces deux termes se

simplifient, je vais jusqu’au

3
Comme liT x2z = 400, je peux conclure grace au Théo 27.2 que lir+n f(x) = +oo.
X—+00 X—+00

o 3 \/5—2%+Arctan(xz) L. . ..
Soit f: <x D e —InG) .Cherchons un équivalent puis la limite de f en +oo.

x
Posons N (x) = vx — 2z + Arctan(x?) et D(x) = 3ch(x) — In(x). Cherchons un simple équivalent en 0 de ces deux fonctions
In(2) In(2) X
e D'une part, les croissances comparées assurent que : vVx = 0, (e 2 )avec ez *=22=+2.
D’autre part, (x — Arctan(x?)) est bornée tandis que lir+n e 2 ¥ = +oo. Donc, d’apres le Théo. 34.8 de comparaison, Arctan(x?) =
X—+00

0400 <eln%x>. Par conséquent, N(x) = —Zg + 040 (25) + 040 (2§) = - 2§ + 0,00 (ZE) = - 2)5( + 0400 (—2)5() T4 T 2)5(.
Théo. Théo.

Théo.
35.1 35.1 35.3
ou 26.2
3 3 3 3 3
o 3ch(x)=-e*+=e7* = ~e*+o (—e") ~ Ze*.
( ) 2 + 2 < 2 + too\, +00 2
car lim —e¥*=+co Théo.
x—+002 35.3
et lim 3e~x=0 de cractérsition d'un équivalent
x—+002 .
Théo 34.9

Or, par croissance comparée, In(x) = o0, (e*); donc, par le Théo 35.1, In (x) = 0,4 (gex). Et par conséquent ( Théo 34.3 en remplagant 0,

par~g), In (x) = 040 (3Ch(x)). Par suite ( Théo 35.3), D(x)~,3ch(x). Alors le Théo 36.4 assure que D(x)~+oo%ex.

x x
e Jenconclusque f(x) = NG ~+00;—22 =-2 (E) .Comme 0 < 2 <1, lim (—) = 0 et par suite lim
D(x) Eex 3\e e x—+oo \ e xX—+4o00

assure alors que lim f(x) = 0.
xX—+00

x b
Vi _2 (ﬁ) = 0. Le Thé027.2
3\e

Soit f: (x - In (cos(x)) .Cherchons un équivalent de f au voisinage de 0.

Comme lin(l) cos(x) =1 etln (t)~.,,(t — 1), le Théo 36.7 ( composition A DROITE) permet d’affirmer que In (cos (x))~,_cos (x) — 1.
xX—

x? . x*
De plus, cos(x) — 1~,_ — - Alors le théo 36.1 assure que In (cos(x))~x_0 — 7 Pour obtenir un équivalent simple de In(u(x)) au

5 L. voisinage de a
Soit h: (x ~ In (2x — Vx + Arctan(x)).Cherchons un équivalent de f en +oo.

1.Si chln; u(x) = 1alors ln(u(x))~au(x) - 1.

\/}15 0400 (%) »=.4 0400(2x) et Arctan(x) Th’zs g 0400 (2%). 2.Sinon, je remplace u(x) par son développement limité
cary<i E— Arcme,fb:r'née ou asymptotique en a a un terme significatif

prop 29 et lim 2x=+co. 3.  Ensuite je réinjecte dans le logarithme et j’utilise les
propriétés de ce log.

Donc, 2x —Vx + Arctan(x) = 2x+0,,(2x) = 2x+2x0,5(1) = 2x(1+ 0,4,(1), ATTENTION:
Théo 35.1 Théo 26.1

Alors h(x) = In (Zx(l + 0,00 (1))) =In(x) + In(2) + ln(l + o+w(1)).



Or In(2) + ln(l + o+oo(1)) = 046 (In(x)). Ainsi, h(x) =In(x) + 0;,(In(x)) ~,0 In(x).
xl_i’l;nw1n(2)+1n(1+o+w(1))=ln(2).

donc (x~In(2)+In(1+04 (1)) est
bornée au voisinage de+oo
et lim In(x)=+co.
xX—+00

2— —_— ra . . . .
Soit f: (x = e* 17" @) cherchons un équivalent puis la limite de f en +oo.
2_q_ 1 -1 PP . L.
¥ 1IN () pxP-141n (1) 7 ZpxP~1+In () @(x) avec p(x) = e x —— 1. Donc, par définition de fonctions équivalentes,
X—+00

1
exz—l—;+ln (x)~+ooex2—1+ln €2}

1
Soit f: (x = (1 — tan (x))x. Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0.
1
fx) = exn(1-tan(@) pocong h(x) = iln (1 — tan(x)).
lingJ —tan(x) = 0 etln (1 + t)~,_ot. Donc, par le Théo 36.7 de composition a droite, In(1 — tan(x)) ~,_,, — tan (x).
X—

Comme tan (x) ~4_0x, —tan (x) ~,_o — x (Théo 36.4 de produits d'équivalents) . Donc, In(1 — tan(x)) ~,_,, — x. Par suite, le Théo 36.5
d’équivalent d’un équivalent, h(x)~,_, — 1.

Par conséquent, lim h(x) = —1 et par suite, lim f(x) = ~. e G U S R T 2
x—0 x—0 e F(x)9® au voisinage de a
Comme* # 0, le Théo 27.3 ( une limite finie non nulle donne un équivalent) assure que f(x)~,_ 3 1. Jécris f(x)9® sous forme exponentielle
€ € f(x)9IPD) = g@IUG@)
Soit f: x = (sh(x))s™ ™), Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0. 2. Jecherche un équivalent simple de
g(x)et un autre de In(f(x)) et j’en fais
£(x) = eSnIh®)  posons h(x) = sin(x) n(sh(x)). leur produit.

3. Jetransforme cet équivalent par une
égalité u~,v = u =v + 0,(v).

4. Ensuite je réinjecte dans I’exponentielle
et j’utilise les propriétés de
I’'exponentielle ou je calcule la limite .
ATTENTION :

u(x)~ v (x) # u(x)* P~ v (x)*®

* — 1~ x signifie que e* — 1 = x + 0,y (x) (transformation d’une équivalent en égalité)
et par suite e* = 1 + x + 04 (x).
Comme }Cig% —x =0,e™* — 1~y — x (composition a droite) et par suitee ™ = 1 — x + 0y (x).
In(sh(x)) =In(e* —e™) —In(2) = In(1 + x + 0y (x) — (1 —x + 04 (x))) —In(2) w(x)~ g0 (x) B 4P ¥
=1n(2x + 09 (x)) —In(2) (carle Théo 35.1 assure que 0y(x) — 04 (x) = 04(x))
=In(2x(1 + 04(1))) —In(2) = In(2) + In(x) + ln(l + 00(1)) —1In(2)
Donc, ln(sh(x))~0 In(x) Car}}_r}(l) In (x) = —o0 et }}_r}(l) ln(l + 00(1)) = 0. De plus, sin (x)~qx.

cc
Donc, h(x) ~¢xIn(x) ( produit d’équivalents). Par conséquent, lin(l) h(x) = lin(l) xIn(x) 2 0 (limite commune en a de deux équivalents en a). Il
X X

en découle lil‘% f(x) = 1. Comme 1 # 0, le ( la limite finie non nulle donne I'équivalent) assure que f(x)~,_o 1.
X—

Equivalent en 1 de f(x) = x* — x.

f(x) =x¥—x= f(x) = x(xx_l - 1) ~1 x*1—-1= e(x_l)ln(x) -1 ~1 (X - 1) ln(x) ~1(x - 1)2
car\??ill car lim(;fl)ln(x)=0
(produit 1 t
P etet—1~gt
d'équivalents)

( composition a droite!!)

S’exercer a déterminer un DL.
DL7( ) de f(x) = {7 + sin (x)
Posonst = x — = etg(t) = f(x).

Alors g(t) = f /7+sm t+ = 3/7 + cos(t —\/8—— Z_%-I_OO(H)

3

16 24—><8 720X8 6 24—><8 720><8

u(t)

IR G " G [

Comme llmu(t) =0et(1+ u)3 14+ JU +32 S+ . + u’e(u) tq 11rr(1) g(w) =0,
u-—

(Fuw? +%(-§)(-§)u<t>3 ) GG L0

2 6 24

g(t) = 3\]8 (1 g, +00(t7)) =2(1 +[ + +o,(t7)] | -

1+ u(t))3 =1+4- u(t) +2 + u(t)*e(u(t)) et par composition ltl_r)r(} e(u(t)) =0et



t2 t* t®

—_r _ 7
u(®) = 16 T 2ax 72008 00(t")
t* t6
u()? =—- +0,(t") R VA L N VA A 5 (1t ,
1o 8t><624><8 -Done, (1 +u(®): =1+ 3 (_ 16 T 2axs 720)(8) T o (162 N 8><24><8) T (_ 163) +00(t")
u(®)® = == +0,(t")

u(t)* = o0y(t”) et u(t)*e(u(t)) = 0,(t”)

—o_ty2 1 a1 e 7
Donc, g(t) =2 Al Tt T et + 0, (t7).
- —o_ L T2 1 g 1 _ 6 ( _27)
Ainsi, f(x) = 2 24(x 2) +384-(x 2) 8294-4-0(x 2) +°§ Cr 2)

DLs(1) de f(x) = ex*~5%*
Posonst =x —1etg(t) = f(x).
Alors g(t) = f(t+1) = et+1)?=5(t+1)~4 — ,t?-3t-8 — ,-8,t?-3t

. 2 u?  ud  ut us 5 .
Commelimt? -3t =0ete¥*=14+u+—+—+—+—+u’c(u) et lime(u) =0,
t—0 2 6 24 u-0

120
2_ 2 2_ 3 2_ 4 2_ 5
et?=3t = 1 4 ¢2 —3p 4 307 L (P30 (080 (307 (t? = 3t)5 e(u(t? — 3t)) et lime(t? —3t) = 0. Donc,
2 6 24 120 —_— -0
~0t
et?=3t — 1 4 42 _3t+9t2+t4—6t3+—27t3+27t4—9t5+81t4—108t5+—243t5+t500(1).
2 6 24 120
= e 8[1 — LE (_ _2) 3 (l 2 2) 4 (_5_2_2) 54 ¢5
Alors g(t) = e 3[1 3t+2t +(-3 gty to)tt (55— 5)t Ht 0o(D)]

321
40

Ainsi, F() = e?[1 =3 — D+ 2 =12+ (- 2) = 1* + (D) = D + (- Z) @ = 1) + 0, ((x - D).

DL,(0) de f(x) = In (1 + Arctan(x) + cos(x))
flx) = ln(l + Arctan(x) + cos(x)) =In (1 +x— x—: +0,(x") +1— xz—z + % + 00(x4))

_ _x_x & ) = x_xt_x xt 4
f(x)—ln(2+x . 3+24+00(x)>—ln(2)+ln 1+2 " 6+48+00(x).
u(x)
. u?z  ud  ut .
Commelimu(x) =0etln(1+u)=u——+———+u*s(w) et lime(u) =0,
x—0 2 3 4 u—-0

u(x)?  ulx)3 _u?

2 3 4

In(1+u)) = ulx) - +u(0)*e(u(x)) et lim g(u()) =0 et

x  x?  x3  x*
u(x) =5 - ——+-+0,(x")

4
x2  x3  sx*
W) =7 -7 =t 0o(xh)
x3  3x*
W) =7 —T-+o(x*)
4

() = = + 0, (x*)

3x2 x*

— r_Xx_ X 4

Dong, f(x) =1In(2) + 5% "1t 0o (x*).

_ In(ch(x))
DL3 (0) de f(x) " sin (x)sh(x)

u(x);—do )

In(ch(x)) _ In (1+x2_2+%+00(x5)) _ "2—2+g—§+oo(x5) _ x2<%_)1c_2+00(x3)> (1 =2 T 0y (%) 1 _
sin (x)sh(x) - (x—§+oo(x4))(x+§+oo(x4)) - x%+00 (x5) - x%(1+09 (x3)) “\2 12 OolX 1+09(x3) -
1 x? 1 x?
(5 -5t 00(x3)> (14 0,(x?)) = S— 5 o0(x%).

DL,(0) de f(x) = Arcsin (x + %)
1 1

Arcsin étant dérivable sur] — 1; 1], f est dérivable est ] —% ;%[et Vx €] —% ;%[,f’(x) = = ==
\/1—(x+5) \/Z —x—x?

2

e a2 e e
Cherchons un DL;(0) de f'(x) : f'(x) = \/E . F\/l & 45 V3 T+{—gx—3x
4 4 37 3 u(x)

Orlimu(r) = 0et(1+0)2=1-1r+ ('%)(f)tz + ('%)('i)('g)ta

+t3e(t) tq ltlrrol e(t) = 0. Donc,



u(x) = —ix — ixz

16,2 32 X%+ 0y (x%)

u?(x) =
3 —2*.3 3y 2=
u (x)—27x +00(x) 027x
u(x)’e(u(x)) = 0p(x*)
1
T2 q_X(_%,_%,2)3(6, 2,32 3|5 & 3 3y — 2 4,220 3 3
Alors, (1+u(x)) =1 ( X x)+8(9x + x)+16 27x +00(x)—1+3x+3x +5X + 0, (x3).

Dong, f'(x) = 3\/_ +?x2 +Wx + 0y (x3). Alors le TITT assure que :

1+ u(x))_% =1- %u(x) + gu(x)2 + %u(x)3 + u(x)3e(u(x)) et

4 x? 8 x3 40 x* 2 8 10
+ 0,(x*) = —x2+—= x3+ x* + 0y (x*)

\/_ 332 333 a4 6 f 33F o3 T T
Savoir utiliser les DL pour étudier localement une fonction
DL, (E) de f(x) = (tan(x))**"?®  Qu’en déduit-on sur f ?

Posonst = x —%etg(t) =f(x).Alorsx =t +§ etg(t) = f(t +§) etf(x)=g (x - %)
Cherchonsun DL,(0) de g :

fG) =f0)+—=

etan(z(t+g)>1n(tan(t+%)> _ etan(2t+§) ln(ia—nt(atr)l:t;)

g =f (t + E) = (tan (t + %))tan(z(“r%))

L (1 nc1 1n<1+<t+§+00(t3)>>—1n<1+<—t—§+oo(t3)>>
Posons h(t) = tan (Zt +§) In (tan(t)+ ) — _ In@+tan(®)-InG-tan®] _ _

1-tan(t) tan(2t) 2t+ﬁ+oo(t3)
3\ ¢2 43 3\ ¢2 43 2
he) = [(t+%)—%+%+oo(t3)]—[—(t+%)+%—%+oo(t3)] B 2t+§t3+00(t3) B 2t<1+%+00(fz)>
- 2t+ﬂ+oo(t3) N 2t+§t3+oo(t3) h 2t(1+§t2+oo(t2))
ht) =1+ 2+ 0,(t?) | ——— = — [ 1+ 2+ 0,(t2) ) (1 =2t +05(t7)) = =1 +2¢2 + 0(t?)
3 0 1+§t2+o (t2) 3 0 3 0 3 .

Donc, g(t) = 743 101 = gm1ght o) = l(1 +2t% 4+ 0(t2)>.
2
Donc, f(x) =2+ =(x %) +02((x——) ).

J'en déduis que :

) 1 o = L
1) limf(x) = = Donc f est prolongeable par continuité en g. On note f son prolongement par continutié en %.
xX-7
4

2(  m\? )2
v F0-F(E) goo-t slf) (), _
2 varL T ST P =5(x-%) +"%<(x‘z)>'
_ Feo-f(%) 1 )l . s hF T
Donc, ll}rar(l ——=* = 0.Ainsi, f est dérivable en = etf ( ) =0ety= Sest I’équation de la tangentea Cf en T
X—=f (X 1

7 T suivant - _tyz( my _my2
3) Son prolongement f admetle DL, (Z) suivant: f(x) =-+ (x 4) +0§ ((x 4) )donc,

2 2
flx)—- ~ni (x — %) . Par conséquent, f(x) — i est du signe de 32—6 (x - g) donc positif au voisinage de %. Donc
4

. fd s .
Cf est au-dessus de sa tangente horizontale et f admet en 2 un minimum local.

1-x+4x?
2257=

Cherchons I'asymptote commune de Cf en +oo ou f(x) =
Posonst = iet gt) = f(x).
Cherchons des réels a, b, c et un entier k tels que ¢ # 0 et k > 2 et tg(t) = a + bt + ctk + 0, (t¥).

ex 3 et la position de Cf par rapport a cette asymptote.

1,1 1
1 13H4E I, t2-t4a L 1
tg(t)ztf(?)=t2%—_3tzet P=———er 3t——(4—t+t2) - e1 st
=lU4-t+t? (1 +3t 4242 4 OO(tZ))et(1+3t+oo(t)) — 1(4 +5¢ +£t200(t2))e(t+3t2+oo(t2))
2 2 4 2 2
1 17 2 5, t2 ) 1 17 5 2 7t2 2
=3 4+5t+7t +oo(t?) I 1+t +3t +7+oo(t) =3 4+5t+7t + 0,(t%) 1+t+7+oo(t)

=§(4+9t+(14+§+5)t2+00(t2))=2+§t+%t2+00(t2).



Donc,if(x)=% (;)—2+ x+ + +w(i).

Ainsi, f(x) = 2x + = + — + O+ oo (—) Par conséquent, f(x) — (Zx + S) ~ 4o 2

;.
Comme lim = =0 et— est du signe de x, 11m ) — (Zx +§) = 0 et au voisinage de + o, f(x) — (Zx + 3) >0etau

x—+o00 4X

voisinage de —oo, f(x) — (Zx + 5) < 0. Ainsi, Ia droite d’équation y = 2x +§ est asymptote a Cf en +oo et Cf est au-dessus
de cette asymptote en +oo et en-dessous en —oo

Savoir trouver le DL d’ une fonction d’expression intégrale ou d’une bijection réciproque
Cherchons un DL Soitf(x) = fxz

\/% ordre 10 . Qu’en déduit-on sur f?

Posons ¢(t) = \/_ vt € R,1+t* > 0.Donc D, = R. De plus, ¢ est constituée uniquement de fonctions ocntinues sur leur
propre domaine de définition donc ¢ est continue sur R. Ainsi, pour tout x € R, ¢ est continue sur le segment d’extrémités x et
x? et ainsi f(x) existe. Donc, Df = R.

De plus, ¢ est continue sur I'intervalle R donc admet une primitive @ sur cet intervalle. Alors Vx € R, f(x) = ®(2x) — @(x).
Comme @ est de classe Clsur R (puisqu’elle est une primitive de ¢ fonction continue), f est de classe C* sur RetVx € R,

1 _ 12 _ 12 _ _ _ 2 _ 1 _ 4 _l_ 4 _1
fl(x) =20'(2x) — @'(x) = 20(2x) — @(x) = o Tao 21+ 16x*) 2 — (1 + x*) 2.
Cherchonsle DLen 0O al' ordre9 de f'(x) .

flx)=2 (1 —Ex4 +§162x8) - (1 —%x”‘ +§x8) +0,(x%) =1 +32—39c4 +511 ><§x8 + 09(x%)

Donc, le théoreme d’intégration terme a terme d’un DL assure que f admet le DL,,(0)suivant :

o) = f(O) +x +§"— +ﬂ"— + 0 (x10).

Determlner le DLen0al ordre5de ¢~ ot @: (x — xexz) .

Q:(x» xexz) est continue et dérivable et méme C®sur RetVx € R, ¢’ (x) = (2x2+1)e"2 > (. Donc ¢ est strictement

croissante. Alors le théoréme de bijections continues et strictement monotone assure que @(R) =] lim ¢, lJirm @[=Retgest
—00 [ee]

bijective de R sur R et ¢ est contineu et strictement croissante sur R. Comme ¢ est C*® et sa dérivée ne s'annule jamais, ¢!

est C® sur R. Donc le théoréme de Taylor-Young assure que, ¢ ! admet un DL en 0 3 I' ordre 5. De plus, ¢ est impaire donc

@~1 estimpaire et ainsi, son DL en 0 & I' ordre 5 est de la forme ¢~ (u) = au + bu® + cu® + u®s(u) et lirr(l) e(u) = 0. Comme
u-—

limg(x) = f(0) = 0,x = ¢~ (p(x)) = ap(x) + bp(x)* + cp(x)° + p(x)°e(p(x)) etlim e(p(x)) = 0
avec

x* x5
p(x) = xe*’ =x (1 +x% + -t 00(x4)> =x+x3+ -+ 0o (x%)
(p(x))* = x* + 2x* + 0y (x%)

(p(x))* = () (@(0))* = x> + 3x° + 09 (x°)

(@())° = (@) (@(x))* = x° + 0y (x%)~(x° et p(x)°e(p(x)) = 0o (x)
5
Donc, x = a (x +x3 + %) + b(x3 + 3x%) + cx5 + 0y (x°). Alors par unicité du DL de la fonction (x - x),
a=1 a=1
. +b=0 e b= _11 s - Ainsi, e tw) =u—ud +§u5 + 0o (u®).
E+3b+c=0 C:3_E=E

Savoir utiliser les DL pour calculer limite et équivalent

1
Limite en 0 de = 3
sin?2(x) 1-cos(x)
2 2 1 12 .
~0 ~p—z = 13- Donc, je ne peux pas conclure.

2

s = et ——
sin2(x) x2 1—cos(x)

2 1 2 1 _ 2 2 2 1 1
2 - - 2 X2 ) - 4 -2 2 2
sin?(x) 1—cos(x) 3 x2_x* 4 2 X7 4 2 X7 4 x _xZ 2 _xZ 2
x—xﬁ +0o(x ) > 24+oo(x ) x2-= 0o(x%) x 12+oo(x ) 1-3 0g(x2) 1 12+o(,(x )

= ;—2<(1 + %200(x2)> - (1 +f—z + oo(xz))>

_2(x 2
== T+oo(x) ~0= Donc lim

11

x=0 smz(x) 1-cos(x) 2

Equivalent en 0 de f(x) = sin(ln(l + x)) — In(1 + sin(x)).



f(x) = sin(In(1 + x)) — In(1 + sin(x)) = sin (x — X; + A ﬁ + 00(x4)) —In (1 +x — ﬁ + 00(x4)>

x3 X X X X x3 xz x4 4 4
2 '3 4 6 ' 6 12_[x_6_2+6+ - ]+00(x)— +00(x)~ )

Equivalent en 0 de f(x) = x* — sin(x)*"®),

3 3
f(X) = x¥ — Sin(x)sin(x) — exln(x) _ esin(x) In(sin(x)) — exln(x) _ e(x—%+00(x3)) ln(x—x?+00(x3))
3 2 3 2
= e¥in(®) _ e(x—x?+oo(x3)) ln(x(l_%+00(x2))> — pxln() _ e(x—%+oo(x3)[ln(x)+1n(1—%+00(x2))]
3 2 x3 x3
= gxin(x) _ e(x—%+00(x3)[ln(x) —%"'00(952) = gxin(x) _ eXln(x)—?ln(x)+00<?ln(x)>

—%SIn(x)+oo(§ln(x))
— exln(x) 1—e

—%3 In(x)+0q (xTiln (x))

~0 1-e
—
car lim eXn()=1,
x—0
x3 x3
~ ——In(x) + oy | =—In(x
g = In() o< z In( ))

—
.ox3 x3
car 9151—% —?ln(x)+00 ?ln(x) =0
et e—1~qu

3
~o— %ln(x) !

Equivalent en +co de f(x) = (ln(x)) [sm (1 = )) sin (ln(}:ﬂ))].
f(x) - (ln(x)) [SlTL (ln(x)) sin (ln(x+1))] (ln(x)) [2 sin (Zlnl(x) - 21n(§c+1)) cos (Zlnl(x) + 21n(§c+1))]

2, . 1 1 . 1
~+°°(ln(x)) Zsin 2n(x)  2in(x+1) Carxl_lgloo cos (Zln(x) + Zln(x+1)) =1.0r,
u(x)
car lim =0
X—+00X
1 ~oU.
u(x) = 1 _ InGe#D-InG) _ In(1+7) _ in(1+7) o nSJru) o x 1
Zln(x) 2in(x+1)  2in()In (1+x)  2in(x) 1n(x(1+31—6)) Zl"(x)[I“(X)H“(lJr;l?)] = 2in2(x) 2xIn2(x)’

car lim ln(1+1):0
x—>+00 x

et lim In(x) =+
x—>+00

donc ln(x)+ln(1+§)~+ooln(x).

Et ainsi, f(x)~ 4o In%(x) =2

xlnz(x) x

En particulier, xgrpw u(x) = 0. Par conséquent, sm(u(x)) ~ roo (X))~ 4o m

Limite en +oco de (sin G) + cos (1))’6.
(sm( ) + cos (1))x = exm(sm( J+cos( )) Posonst = = et g@) = f(x).

Alors x = ? etglt)=f G) etf(x)=g (;) Déterminons la limite de g en 0.

g(t) = etln(sm(t)+cos(t)) _ e—ln(1+t+oo(t))) _ e%(t+oo(t)) = gltoo(1) Dong, lim g(t) = e etainsi, lim f(x) = e.
t-0 x>+
.. In(1+x) xIn(x)
Limite en +oo de ( G )
1 In(1+x)
(%)x n(x) _ exln(x)ln( 7;,1(,;) — exm(x)[ln(ln(1+x))—ln nGN] posons t = let g(t) — f(x)

Alors g(¢) = ecn@ln(n(1+0)-m 00D posons p(e) = 2 ~In ( ) [l" (ln (1 + )) —In (l" (%))]
h(e) =2 (3)[m(n(1+3)) - man (2))] = ——ln(t) [In(n(1 + £)) — In(®)) — In (— In(6))]
h(t) = —1n(6) [In(= () + In (1 = 2222) — In(~ In(e))

In(t)
_ 1 n(1+t) In(1+t)\ _ In(1+t)
= —?ln(t) In (1 - ) ~0 - ;ln(t) (— ) = ~o1.

In(t) In(t) t

50 @
etln (1+u)~ou

. _ . g _ 2 s Z s 2
Donc,lgrgg(t)—eeta|n5|,xl_1)r+nwf(x)—e.;(x——) +05((x—z) )

4 7



