CORRIGE DU DS 3

Exercice 1 Un calcul intégral par changement de variable.
1. Montrer que @ : (x - ﬁ) est bijective de R\{—1} sur R\{a} ol a est un réel a déterminer. Donner une expression de

@~ Représenter les courbes de ¢ et ¢!
impossible siy =1

. e e . . X _ _ _ _
Soit y un reeletxunreeldlstmctde—l.AIors,m—y@x—y(x+1)<:>x(1 y)_y@{ xzﬁsiy;tl

Donc, ¢ est bijective de R\{—1} sur R\{1} et Vy € R\{1}, 9™ (y) = %
. @

s

- a

)

2. Justifier que @ et @~ ! sont de classe C ®sur leur domaine de définition respectif et donner une expression de
o™ et (p~1) Moun € N.

D’aprés leurs expressions constituées uniquement de fonctions de classe € ®sur leur domaine de définition respectif, ¢ et ¢1

est de classe C “sur leur domaine de définition respectif et Vx € R\{—1},p(x) = x+1 o1 —donc vn € N*, o™ (x) =
( 1)n+1
(x+1)17.+1'
a PR ) N S S * (o)W (y) = SO
De méme, Vx € R\{1},¢7'(x) =———=7—=—-1=———1donc Vn € N, (e HM™W(x) = P

3. Déterminer 9™ (0) oti n € N par deux méthodes.

Premiére méthode : on applique le résultat précédent avec x = 0 pourn >0 @@ (0) = ¢(0) =0et Vn € N*, ™ (0) =
(—1)n+1n!_ Nt

—(0+1)n+1—( 1H™*inl

Deuxieme méthode : on applique Taylor -Young . ¢ étant de classe C* au voisinage de 0, ¢ admet le DL, (0) suivant :
o) = (p(0)+g0 Ox+ 20y 4 20y 4.1 2 (O)x + 00 (x™).

or,p (x) = xm =x(1—x +x —x3 + ok (CDP I 4 op(xm ) =x — P+ xd —xt + o+ (D)X + 0y (X7).

(n)
Alors, par unicité du DL, (0) de ¢, (pn_'(O) = (=1)" 1 etainsi, ™ (0) = (=1)"*~"1n! = (=1)"*+1n!

1 X
4. Soitl = f1 proreptll (m) dx .
a. Justlfler que [ existe.
Soit f(x) = (x+1) In (x+1) vx € [1,2],x(x + 1) # Oet— > 0. Donc, f est définie sur [1,2] et continue sur [1,2] car

constituée uniqguement de fonctions continues sur leur domalne de définition respectif. Ainsi, I existe.

b. Calculer I en effectuant un bon changement de variable.



2 2 2
= ——In(= Y — 1 gy = 30w 1 _(: 1
I'= fl x(x+1) In (x+1) dx :x % L(L_H) In(u) (u-1)2 du = fl u In(u) (u-1)2 du = fl © In(u) du
U=—— 1-u\l—-u 2 2 ,\».-l Wa(u)
x+1 o’ (W
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1-u
dx—(u_l)zdu
x=1eu=;
x=26u=;

ol W

S LSO [(m (g)) ~(m (%))] = 2[0n(3) ~1n @))% ~ (I @)Y*] = 5 [(n(3))? ~21n@) In (3)]
e (w)

N =

Exercice 2 Une suite d’intégrale
vn € N, on pose I,, = fol t™/1 — tdt.
1. Justifier que Vn € N, [, existe. Quel est le signe de I, ?

Soitn € N . Posons f(t) = t™V1 — t. f est continue sur [0,1] donc I,, existe.

De plus, vt € [0,1],f(t) = 0 doncl, = 0.
2(n+1)

2. MontrerqueVn €N, [, =
Soitn € N.

I, a I'aide d’une intégration par parties.

1

Loy = J VT —tdt = [t”“ (— —(1_§tﬁ>] — [[(n+ 1) ( a2 )dt =2+ D [, (- V- tde
0

2 2
Inyr =>(n+1) [fol "I —tdt — [ " VI = tdt] =2+ Dy — Iy

2(n+1)
2n+5

Par conséquent, (1 + % (n+ 1)) el = (n + DI,. Ainsi, [, =

3. En déduire une expressionde I, a I’alde de factorielles.

P PPN _ 2(n+1) « 7 _ 2((n-1)+1) 2n
D’aprés ce qui précede, Vn € N, [, ; = i I, .Donc,Vn € N*, I, = —Z(n D L ey
n 2(n-1) 2(n-1) , 2n 2(n—1)
> = = = _
De méme, Vn > 2,1, 4 2D+ In-2 ) I,,_, et par conséquent, [, i3 ang1 In-2:

n _ 2(n-2) _2(n-2) , _2n_ Z(n 1) 2(n-2)
De méme,Vn = 3,1, , = 23 3 = I,_3 et par conséquent, [, = T3 2nt1 2no1 In-3-
On itére ce procédé et on obtient : I, = —o— x 2n-) 22 2008 o x 21,
2n+3 2n+1 2n-1 2n-3 5

(2n)(2n—2)(2n—4)...2 _ (2n)?(2n-2)*%..6%4%2%.3 I = 22™(n))?

T 2n+3)2n+1)(2n-1)..7.5 0 T (2n+3)2n+1)(2n)2n-1)(2n-2)..7.6.543.2 ¢~ 2n+3)2n+1)! °
3 1
e — (- t)2 2 22Mm)? 2 222

aveclo = f 1-tdt = [( 2 )L =y Ainsi, [ =3 (2n+3)(2n+1)!3  (2n+3)@n+1)!

4. Montrer que la suite (I,) est monotone. Qu’en déduit-on ?

2(n+1) 2(n+1)

vn € N,——< 1don

minorée par 0 d’apres la questlon 1., (I,,) est convergente.

—1I,<I, i.e. I,.; <I,.Dong, (I,,) est strictement décroissante. Comme cette suite est

5. MontrerqueVn €N, [, < L. Qu’en déduit-on ?

n+171
vneN,V1—t <1ldonc t"V1—t <t" Alorsf t"W1—t dt<f t"dt—[t ] = Onaalorsvn € N,0 < I, < —.
0

n+1 n+1
Alors, le théoreme des gendarmes assure que lim I, = 0.

n-+oo
6. Montrer que lir+n fOE sin(w)?" cos ?(u) du = 0.
n—-+oo
7. vneN,, = fol t"V1 —tdt = JZsin(w)?™ /1 — sin®(w) 2 sin(u) cos(u) du
&v

t=sin?(u)
dt=2sin(u)cos(u)du

I, =2 fz sin(u)?"+1 ’cosz(u) cos(u) du
0

s T
L, = 2 2 sin(u)*™** cos *(u) du. Alors, comme nl_i)r:loO I,=0, nl_i)r&) JZ sin(w)?*™** cos ?(u) du = 0.

Exercice 3 Simplification de I'’expression d'une fonction.



Soit g(x) = Arccos (1_x2)

1+x%
1) Déterminer Dg .
-2
2x?

1-x
1+x
2) Justifier que g est dérivable sur R".
Dans I'expression de g seule la fonction Arccos n’est pas dérivable sur son propre domaine de définition. Arccos n’est
1- -2<0
1+ 2x2>0
Par conséquent, g est donc dérivable au moins sur R*.
3) Calculer g’(x) pour x # 0. On simplifiera 'expression trouvée le plus possible .

2
g(x) existe & —1 < 251@—1—x231—x2§1+x2@{ %@xE]R. Donc Dg = R.

v IA

dérivable que sur ]1,1[.Or, —1 < < x € R".

2
x2<1<:){
X

. oy _ _1-x? , _ —2x(14x?)-2x(1-x2)  -4x
vx € R* g'(x) = u'(x) ( —1—u2(x))) avec u(x) = Tz etu (x) = A2 =T Donc,
Vx € R*,g'(X) — —4x _ 1 —4x _ 1 —4x 1 —4x (_ 1 )

(1+x2)2 e | an? o) | @n| Jar2 -y = rx22 2
1_(1+x2) (1+x2)° 2 e
(1+x2)

) = Cax (_ 1+x2) a1 { 2Arctan’(x) six > 0
g T a2\ f2xl ) Ixl1+x2 T | =2Arctan’(x) six < 0°
2Arctan(x) six =0

4) Montrer que Vx € R, g(x) = {—ZArctan(x) Cix<O"

c N . 1 ) N . . ,
2 Arctan et g sont deux primitives de la méme fonction (x ad ) sur l'intervalle R**. Donc il existe une constante réelle

+x2
c telle que : Vx € R**, g(x) = 2Arctan(x) + c.

—2 Arctan et g sont deux primitives de la méme fonction (x B

réelle d telle que : Vx € R™*, g(x) = —2Arctan(x) + d.
De plus, g(0) = Arccos(1) = 0 = 2Arctan(0).
o _ [ 2Arctan(x) six =0
Ansi, R {—2Arctan(x) six<0’
5) g est-elle dérivable en 0 ? Décrire Cg au voisinage du point d’abscisse 0 .

xz) sur l'intervalle R™. Donc il existe une constante

(x)-g(0) Arctan(x) .
vx > 0,7(x) =92 =2 .Donc,lim1(x) = 2.
x-0 x x—-0
x>0
(x)-g(0) Arctan(x) .
Vx <0,7(x) =992 = 2 .Donc,limt(x) = —2.
x-0 x x—0
x<0
Donc, g n’est pas dérivable en 0 et Cg a I'allure suivante au voisinage de 0 :
A /
y=Arccos((1-x3)/(1+x3)) pi
AY /
= 14
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y=Arccos((1-x2)/(1+x?)) \ ,’!

-10 -8 -8 =7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 o’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

7) Calculer l'aire algébrique de la surface délimitée par Cg, les droites d’équation x = 1, x = —1 et I'axe des
abscisses.

Il s’agit de calculer f_ll g(t)dt.

g étant paire, f_llg(t)dt =2 folg(t)dt =2 fol 2Arctan(t)dt = 4 fol Arctan(t)dt = 4 {[tArctan(t)](l, - fol 1;2 dt}
1,12 1 1

=41 Zar)=a{Z- i a + )} =4 {E-2m@)} = - 21n(2).

270 1+¢?

8) Soit x € Dg. Justifier qu'il existe un unique réel t €] — m, [ tel que x = tan (g) .
La fonction ¢: (t — tan G)) est continue et strictement croissante sur l'intervalle | — m, z[. Donc, le TBCSM assure

que: ¢(] —m,m[) =]limg,limg[=R et ¢ estbijective de | — 7, 7[ sur R. Donc tout réel x admet un unique
- T

antécédent t €] — m, [ par ¢. DoncVx € R, 3!t €] — m,n[ / x = tan (%)

9) En effectuant ce changement de variable , retrouver le résultat de la question 5) .

1—tan? (g)

g(x) = Arccos (1;—ii) = Arccos (1+tan2(£)> = Arccos ((1 — tan? (é)) cos® (g)) = Arccos <c052 (g) — sin? (g)) =
2

Arccos(cos(t)).

1cas:te[0.m[i.e.x > 0. Alors g(x) =t = 2Arctan(x).

1cas:te]l—mw 0[iex <0 Alorsg(x) = Arccos(cos(—t))

—t = —2Arctan(x).

2Arctan(x) six =0
—2Arctan(x) six <0’
Exercice 4 Equations différentielles d’ordre 1 non linéaire
Soitn € Z\{0; 1} et I'équation de Bernoulli (B,): y'(x) + a(x)y(x) + b(x)y(x)* =0
ou a et b sont des fonctions réelles et continues sur un méme intervalle I , y la fonction inconnue et x |a variable de dérivation,

Ainsi, Vx € R, g(x) = {

élément de I . Cette équation de Bernoulli n’est pas linéaire. Une solution de (B,,) sur I est toute fonction y : I - R, dérivable
sur I, ne s’annulant pas sur I et telle que :Vx € I, y'(x) + a(x)y(x) + b(x)y(x)* =0

. . - , 1
Soit y une fonction dérivable sur I et ne s’annulant pas sur I. On pose z(x) = ST

1. Montrer que : y est solution de (B,,) sur I sietssi z est solution sur I d’une équation différentielle linéaire (E,) d’ordre 1.
Comme y est une fonction dérivable sur I, ne s’annulant pas sur I, z est une fonction dérivable sur I etVx € I,z(x) =
y@)I et z'(x) = (1 —n)y' (x)y(x)~™. Alors,

Vx €Ly (x) + a(x)y(x) + b(x)y(x)* =0

evx e Ly ()yx)™ + ax)y(x)y(x)™ + b(x) =0

1



oV €Ly (0)y(x) ™+ a(x)y(x)™+b(x) =0

SVx € I,ﬁz’(x) + a(x)z(x) + b(x) = 0 edll CQFD!

2. Application:

a) Déterminer toutes les fonctions y qui sont dérivables et ne s'annulent pas sur I =]1; +oo[et qui vérifient :
Vx € I, —x2y'(x) + xy(x) = y%(x) (équation notée ( B,))

Soit y une fonction dérivable sur I et ne s'annulant pas sur I. On pose z(x) = ﬁ .D’apres 1.,

vx €1, —x2%y'(x) + xy(x) = y?(x)

< Vxely' (x) —%y(x) +x—12y2(x) =0
ovxel—z'(x) — %Z(x) +x—12 =0
oVx e Lz'(x) + iz(x) = x—lz (Ey)edl1

Ax) — e—ln (x) —

1
Posons a(x) = l .Alors, A: (x » In(x)) est une primitive de a sur [ et e~ e]n(E) = i Doncg, les solutions de

(E,H) sont toutes les fonctions de la forme (x - ) tel que k € R.

Recherche d’une solution particuliere de E,: je cherche une solution de la forme f(x) = KO tel que k dérivable sur I. Alors f est

k' (x) k (x)

dérivablesurletVx € I, f'(x) = . Alors

!
k(X)—M+@=xiz(:>Vxelk’(x)=i.

x2 x2

f solutionde E, surl ©vx €1, f’ (x) +;f(x) =;<:> vx €l

1 . L i
nix). Alors f; est une solution particuliere de E, sur I. Donc, les solutions de (E,) sont toutes

k+lz (x))

Prenons ko (x) = In(x) et f(x) =

les fonctions de la forme (x - tel que k € R. Et les solutions de (E,) sur | ne s’annulant pas sur |, sont toutes les

) K+l
fonctions de la forme (x - %(x))

tel que k € R™.
Alors les fonctions y solution de ( B,)qui sont dérivables et ne s’annulent pas sur I =]1; +oo[ sont toutes les fonctions de la

)tel que k € R*.

forme (x " ln( )

b) Montrer que pour chacune des fonctions f solutions de (B,) sur [ trouvées a la question précédente (i.e. f ne s'annulant
passurl), il existe unréel B € [1,+oo[ tel que Vx € I, f(x) =

ln(ﬁx)
Soit f: (x - k+li (x)) tel que k € R*. Posons 8 = e*. Alors 4 € [1, +°°[”8 =In(A)etVvx €, f(x) =

X _ X
In(B)+In(x) _ In(Bx)"
Montrer que (Cg) est I'image de (C;) par une

c) Pourf € [1,+oo[, on note (Cg) la courbe d’équation y = = (B 1

homothétie de centre O dont on précisera le rapport.

Posons ]| = [%,+00[.C1 ={ ( . (t))/tEI} = { (ﬂx

en posant

)/x E]} .De plus, Cg = {M (x,@) /x E]}

tzﬁx@xzﬁ

B
1
t>1ox>5

ﬁ
ECletM(

Soitx € I N J. Alors, M(ﬁx )ECﬁet OM = BOM

In(fx )) "In (ﬁ )
Dong, (Cg) estI'image de (C;) par une homothétie de centre O dont on précisera le rapport.

PROBLEME 2 Développements limités obtenus par résolution d’une équation différentielle
A. Deux équations différentielles linéaires liées

1. Soitl'intervalle I = ]—g,g[ et I'équation différentielle (E;): cos(t)z" (t) — 2sin(t)z'(t) — cos(t)z(t) = 0.
Résoudre (E;) sur I en effectuant le changement de fonction ¢(t) = cos(t)z(t).

2. Soit] =]-1,1[et(E,): (1 —x?)y"(x) —3xy'(x) —y(x) = 0.

Soit y : /] = R, deux fois dérivable sur J. On pose Vx € J, t = Arcsin(x) et z(t) = y(x).

2.1. Montrer que : y est solution de (E,) sur ] & z est solution de (E;) sur I.

2.2. En déduire toutes les solutions de (E,) sur J.

Al.Soit z un fonction deux fois dérivable sur I.

On pose @(t) = cos(t)z(t). Alors ¢ est deux fois dérivable sur I

etVt €1, ¢'(t) = —sin(t) z(t) + cos(t) z'(t) et "' (t) = — cos(t) z(t) — 2 sin(t) z(t) + cos(t) z"'(t)

Donc, z est solution de (E;) sur Ve €1, ¢ (t) =0 < 3(a,b) ER?/VEEL @(t) =at+b & 3(ab)e R2/vt € 1,z(t) = :(:Ef).
vte,
cos (t)#0
N
Ainsi, les solutions de (E;) surJ sont toutes les fonctions de la forme 2 ZaHb tq a, b constantes réelles.

cos (t)

A2.Soit y un fonction deux fois dérivable sur J.



2.1Vx € J,on pose t = Arcsin(x) et z(t) = y(x).Alors t € I et z(t) = y(sin(t)) et y(x) = Z(Arcsin(x)).
Donc, z est deux fois dérivable sur I .
etvVx € J,y'(x) = Z’(Arcsin(x)) et y (x)=

n

1
V1-x2
Donc, y est solution de (E,) surJ&vx € ], (1 — xz)y”(x) 3xy (x)— y(x) =0

z (Arcsm(x)) — Z(Arcsm(x)) =0

n

\/_

_x2

oVx €, (l—xz)[

\/_z '(Arcsin(x)) — z(Arcsin(x)) = 0

oV e, [xz (Arcsm(x)) +(1- xz)zz"(Arcsm(x))] — 3sin (t)z’ (Arcsin(x)) — (1 — xz)Ez(Arcsin(x)) =0

ovx e, [( 77 "(Aresin(x)) + z"(Arcsm(x))] —3x
1-x2

oVt el, [sin(t) z'(6) + (1 — sin? (t))iz"(t)] — 3sin (t)z'(t) — (1 — sin? (t))iz(t) =0

vt €1, [sin(t) z'(t) + cos(t) z'" (t)] — 3sin (t)z'(t) — cos (t)z(t) = 0 &Vt €1, cos(t) z"(t) — 2sin (t)z'(t) — cos (t)z(t) =0
& z est solutionde (E;)surl.

2
2.2 Dong, y est solution de (E,) sur J&3(a, b) € % el,z(t) = a+h

cos(t)
aArcsin(x)+b _ aArcsin(x)+b
cos(Arcsin(x)) ~ J1-x2
1-1,1[-> R
Ainsi, les solutions de (E,) surJ sont toutes les fonctions de la forme (x = aArcsin(x)+b> tg a, b constantes réelles.
Vi-x2

< 3(a,b) € R?/Vt € ],y(x) = z(Arcsin(x)) =

B. Dans cette partie, on considére f une solution de (E;) sur J.

3.  Montrer que f est de classe C* sur] .
4. Montrerque: Vn € N,Vx € J, (1 — x2)f®™*2(x) — 2n + 3)xf ™D (x) — (n+ 1?f@(x) = 0.
5. On posea, = f(0) . Etablir une relation entre a,,,, et a, .
6. Soitp € N .Exprimer a,,., et a,, en fonction de respectivement a; = f'(0) et a, = f(0) et a I'aide de factorielles.
-1,1[ - R
3. Alors, f est de la forme <x R aArcsin(x)+b> .Or Arcsin et (x = V1 — x2) sont de classe C* surJ . De plus, (t = v/t) sont de classe C*
V1i-x2
surR™ et Vx €J,1—x% > 0donc (x =»Vl— x2) sont de classe C® sur J et ne s’annule pas sur J. Par conséquent, f est de classe C*
sur/ .
4, JesaisqueVx €], (1—x2)f"(x) - 3x f'(x)—f(x)=0.Commea,pB,f,f',f" sont de classe C* sur] , je peux appliquer Leibniz :
o
ﬂ(X)

vneN, vxeJ, [Tio(y )a“‘) NP = [Sheo () BX QNP @] = @) = 0.
Alors, comme Vk > 3,a® = 0et vk > 2,8 =0, vneN, vx €/,
[ = x2)f ™D () + (=20 f "D () + 22 (=2) FO ()| - [3f D () + 3nf W ()] - FP () = 0.
Ainsi, Vn € N, Vx € J, (1 — x2) f®*+2) (x) — (Zn +)xf@D(x) —(n+ D2 () =0
5. Onposea, = f™(0).
Enprenant x = 0 € J dans la relation précédente, ona Vn €N, (1 —02)f@+2(0) — (2xn +3) x 0 x F@+D(0) — (n + 1)2f™(0) = 0.
Donc,Vn € N,ap,, — (n+1)%a, =0
7. vn=2,a,=mn—-1)%a, ,etvn=4,a,_, = (n—3)2%a,_,donc a, = (n—1)?(n—3)%a,_4 (..).
Doncsin = 2p est pairalorsa, = (n— 1)?(n—3)2 (n—5)?(n—7)?.....1%a,
a5y = (2p — 1)2(2p — 3)% 2p — 5)22p — )7 ... 12aq = [(2p — 1)(2p — 3)@p — 5) ...3.1]2%

W _[per—DEp-22p- 32 - 4-)(2p -5)..321) I (CD)] 2 o s . - | @ 2 .
g 2p2p—2)(2p—4) ... o7 2epl | T * 2 = gepl| O
Donc si n est impair alors a1 = (2p)*(2p — 2)* (2p — 4-)2(2p 6)?....2%q; = [2Pp')%a,

Application au DL.
7. Enappliguant le théoréeme de Taylor Young a une bonne solution particuliére de (E,), déterminer le développement limité de g: (x —

\/%) a l'ordre 2n au voisinage de 0 .
8. Endéduire le développement limité de Arcsin a I'ordre 2n + 1 au voisinage de 0.
1-1,1[- R
7.En prenanta = 0,b = 1, 0n prouve que g: ( 1 )est une solution de (E,). Comme g(0) = 1et g’'(0) = 0,d" aprés 6.,
oA

g (0) = 0 et g@P(0) = [(Zp) ] g étant de classe C* sur J, on peut appliquer Taylor-Young a g en 0 a tout ordre et on obtient alors
2n o) 2n (k) @p)
9"(0) 2 9" (0) f (0)
x) = x*+o x"=z x* + 0g (x?" =Z P+ 0q(x2"
e Zk - o=, I 0(*™) G ¥ o)

(Zp)' ) k pair ' 0<2ps<2n

2p ] n (2p) no1 2

- xZ Z i (27;)' X% + 0g(x?") = Z O—ZZP(p')szp + 0o (x2™") = Z 04—p( pp) x%P + 04 (x2")
vi— p= p= . p=

8.g étant la dérivée de Arcsin, le théoréme d’intégration terme a terme d’un DI assure que

(ZP) x2P+1 1

p 2n+1 2P\ 2p+1 2n+1
4 resin®)+ )’ 2, ()%

resin(x) = Arcsin(0) + . Ve — + 0o (x )= . 04p Zp+ 1) x + 0o (x )




