Corrigé du TD Suites
Généralités sur les suites
Ex 0 Soit L et L' réels ou infinis.

1. Compléter par un lien logique le plus précis possible :
a lim u, =L = hm ) fuy| = L. f. lim u, =L & lim u,® = L3 si uestréelle
n-+oo n-+oo n—+oo
b. lim u, =0 (:> llm |lu,| = 0. llm u,=L= llm u,® = L® siuestcpxe
n—-+oo n-+oo
c. lciLréel lim u, =L & lim |u, —L| =0. g. 11m Usp24q = L <= lim u, =L.
n-+o n-+oo n-+oo
d. lim u, =L = lim u,? =L h. lim u,, =Let 11m uz,l+1 =L & lim u,=1L.
n-+oo n-+oo n-+oo n—+co
e.
2. VRAI ou FAUX :
i g
— sinpair

a.  Une suite positive de limite nulle est décroissante a partir d’un certain rang. FAUX €ex: u, =1 ;
= si nimpair

b.  Une suite réelle croissante a toujours une limite. VRAI
c.  Deux suites bornées u et v telles que lir}l u, — v, = 0 convergent vers la méme limite. FAUX Cex: u, = (—1)"et u, = (—1)" + 2
n—+oo
d.  Si(lu,)) converge alors u converge. FAUX Cex: u, = (=1)"
e.  Siuetvsontdeux suites convergentes de limites respectives L et L’ telles que : L < L' alors a partir d’un certain rang, u, < v,. VRAI
f. Si u et v sont deux suites de limites respectives L et L’ alors lirP U, + v, =L+ L.FAUX:siL + L’ estuneFl
n—+oo
g.  Siuetvsontdeux suites telles que a partir d’un certain rang u,, < v, alors lirp u, < lirzl v, . FAUX : u et v n’ont pas forcément de limite
n—-+oo n—-+oo
h.  Siu et v sont deux suites admettant des limites et telles que a partir d’un certain rang u, < v, alors lim u, < lim v, . FAUX les limites peuvent étre égales
i T n—+oo n-+oo
Cex: un=——et Up =1
i Silim u, =40 = lim v, etu,~v,alors In(u,) ~In(vy,). VRAI car si 11m U, = +0 = 11m Uy etu,~v, alorsu, = v, + 0(v,) = v, (1 + 0(1))
—+ 00
doncln (u,) = In (vn) + ln(l +0(1)) ~notoo In(v)
~—— N —
7H+°°+°° n—>+eoo
jo S lir+n u,=1= lirp v, et u,~v, alors In(u,) ~ In(v,). FAUX Cex:u, = 1 + i etv, =1, In(u,) ~n_,+ooﬁ #0~, 100 IN(Vy)
n-+o n—-+oo

k. Uy ~Vy, & ]il;n u, — v, = 0. FAUX pour les deux implications: ¢ex=>:u, =n +Vnetv, =n
n—+oo

1
et(‘,ex=:un=;etvn=—Z

. SO 1
. Si u,~v, alors 1 + u,~1 + v, . FAUX on ne somme pas les équivalents Cex:u, = —letv, = —1 + =
m. Si lim u, =+ = llm v, etu,~v, alors e*n~e?n, FAUX on ne compose pas a gauche les equwalents Cex :u, =n++vnetv,=n, alors £l oVn
n—+oo
— +oo,
n—-+o0o0

n. Silim u, =0= lim v, etu,~v, alors e*r~e”n VRAlcarsi lim u, =0 = lim v, etu,~v, alorsu, = v, + o(v,) = donc exp(u,) = exp(v,) X
n—+o n-+oo n-+oo n-+oo

exp (0(Un)) ~nste €XP(V0)

—1
n-+00

i Si (Xk=0 Uk )nen est divergente alors (u,,) ne tend pas vers 0. FAUX Cex : ux = %
j. Si liI_P u, = 0 alors (XR=o Uy )ney est convergente FAUX Cex : uy = %
n—-+oo
2. ; ; ;
R . . n“sin pair —3 si npair
o. Si lim u,+ v, =+4ocalors lim u, =+ ou lim vn=+00.FAUXCex:un={ Stnpawr n={  Stnpab )
n-+oo n-+oo n-+oo 1 si nimpair nsinimpair
p. Si lim u, =1alors lim u,” = 1.FAUX ¢ex:u, =1 +i= lim u," =e.
n—-+oo n—-+oo n n-+oo
n?si n pair
n si n impair’
r. Si liI}_‘l u, = LetL € R" alors u,~,oUnyq- VRAI car lirp U, =LetLER" = ]iIP Upys = Letl ER* et up~ 0l~i0olnis-
n—+oo n—-+oo n—-+oo

g. Si lir+n u, = Lalors u,~,oUpsq. FAUX CeX: U, = {
no-+oo

3. Pour réfléchir :

(GOl
n

Trouver une suite bornée non convergente. u, = (=1)"

Trouver une suite convergente non monotone. U, =

Trouver deux suites équivalentes dont la différence tend vers +o. u, =n ++netv, =n
Existe-t-il une suite convergente et non bornée ? NON

g = c 9

Trouver une suite u décroissante minorée par 0 et de limite 2. u,, = 2 + B
X Trouver une suite u divergente telle que : (u,,) et (u ) convergent. u,, = S
. [ q < \"2n 2n+1 8 c¥n T —4sin impair
1. ;
= sinpair
y.  Trouver une suite u convergente telle que : (u,) et (u,+1) ne sont pas équivalentes. u, = 1"
n si nimpair
z.  Existe-t-il une suite u telle que : lim u, =1 et lim u,,;; = —1 ? NON car (u,4,) est extraite de (u,).
n-+oo n—+oo
. . . 1
aa. Trouver une suite u telleque: lim u, =0 et lim Y}_juy =4 o.u, ==
n—+oo n-+oo n
. . . 1
bb. Trouver une suite u telle que : 11m u, =0 et 11m ZZ=1 U € Ru, = =t
cc. Trouver deux suites u et v telles que Vn € N ,u,, < v, et mais v n’a pas de limite. u, = et v, =2+ (D"
Compléter alors cette affirmation pour la rendre correcte : ( Vn € N, u,, < v, et les llmttes lim u, et lim v, existent) = ( lim u, < lim v,)
n-+co n-+oo n—-+00 n—+oo

dd. Trouver une suite donnant la FI 1** quand n — +oo et dont la limite (aprés calcul) est 3. u,, = 1 +S = lirp u,™ = e®...donc il suffit de prendre a = [n(3).
n—+oo

Définition de la limite d’'une suite :

Ex1 Soit u une suite réelle telle que : V(k,n) € N¥,0< U, < % + % . Montrer que : nl_z;zrnoo u, =0.
Soit € € R**.

Comme lim 1: 0, il existe ky € Ntelquei <E .Alorsvn € N*, 0 < u, S%+k10 = +§

Comme llm % = 0 ( k, étant fixé), il existe ny € N tel que : Vn > no,— < = .Alors,Vn >ny,0 <u, < % +§ = &.Jen conclus, grace a la définition 4 de cours,
que nlii'ﬁo un =0.



Ex 2 Démontrer que “‘P JZ sin"(x)dx = 0.
n—+oo
Soit € €]0, [.

vn €N,0 < [zsin™(x)dx = [2"?sin™(x)dx + fEE_E sin™(x)dx.
2 2

s n
D’une part, Vx € E - g,g] ,(sin (x))* < 1,donc 0 < fzz_f(sin(x))" dx < fEZ_E dx = %
2 2 2 2
D’autre part, Vx € [0,% — g] ,0 < sin(x) <sin (g - g) Posons a = sin (g - E) Alors 0 < sin™(x) < a™ .J’en déduis que :
m & m &
0 < [z zsin"(x)dx < [Z za"dx = (E—f) a” < Za™ Comme a = sin (E— 5),(1 €]0,1[ et par conséquent, lim Za™ = 0. Alors, il existe n, € N tel que : Vn >
0 0 2 2 2 2 2 no+oo 2
T &
no,gan < % Par suite, Vn = ny,0 < f02 zsin™ (x)dx < % et finalement,
> < [Zsin® <=
vn = no, 0 < [2sin”(x)dx < S =e
™
Par conséquent, si € > m, il existe ny € N tel que: Vn >ny, 0 < foz sin™(x)dx < g <e
Ainsi Ve > 0, il existe ng € N tel que : Vi > 19, 0 < [2sin"(x)dx < &. Cela signifie que lirP JZsin"(x)dx = 0.
n—+oo
Ex4
. o N ) B 1 _
A) Césaro revisité : Soit u une suite réelle , L un réel et v la suite définie par v, = o (XRzd 2kuy).
Montrer que: lim u, =0 = lim v, = 0.En déduire que: lim u, =L = lim v, = L.
n-+oo n-—+oo n-+oo n-+co

a.  eJesuppose que lirP u, = 0.Soit ¢ € R**.
n-—-+oo

1léreI.T
1 _ -1 _ 1 _
val = |5 Cpd 24| = I 2wl = 2 L (SR2I24wed) = & (SRzh 24 ugl). (=)
Comme lim u, = 0,3n, € N tel que : Vn = ng, [u,| < <.
n-+o 2
n-ng_

DoncVn > ng + 1, TP, Zklukl <Tpoh ks =Cypcl 2 i%zno = g(zn—”o — 12" =2 (2" - 2m) < 21

1 1 1 1 £
Alors, 2= (TR23 24 Tuel) = 57 (Zhso! 2" el + Tz 5 2 = (TR 2¢ wel) + (Zk o 2¥l) < = (5he, 2l +
a= Zi;l 2¥|u, | est indépendant de n , est donc une constante. Par conséquent, llIP ;a = 0. Donc, Eln1 € Ntelque:Vvn > n,, |%a| = %a < %

n-+oo

Posons N = max(ng,n,). Alors Vn > N,Zi7l ERzd2k|ug)) < §+§ = &. Donc d’apreés I'inégalité (**),je peux affirmer que Vn = N, |v,| < e J'en conclus que la suite

(vy,) converge vers 0.

eeje suppose ici que lirll u, =L.€e R(ouC).Posonsa, =u, —Leth, = %(Zﬁ;é 2ka,,). D’aprés ce ui précéde comme lirzl a, =0,
n-+oo n-+oo
lim b,
n-+co
1 . 1 _ 1 _ 1 _ 2m—1 2m—1
De plus, by = z—n(z;:;, 2%a) = 2 (TRA 2wy — 1)) = o (UR2) 240) — 2 (SR4 2L = v — 22 S (g 2L = v — 2501

Donc,v, = b, + (1 - i) L.Ven conclus que lim v, = L.
2n n-+oo
B) Soit u une suite réelle telle que lirP Upp1 — Uy = L € R*. Démontrer que w,~ 4o, Ln.
n—-+oo

1on— 1 one 1 R - . . .
Posons v, = Upyq — Up etV = ;Zﬁ:é V. Alors, 1V, = ;Zﬁz(l,(ukﬂ —u) = - (u,, — ugp). Or, d’apres le théoréme de Césaro, comme nllrzlm v, =LER, nlle V,=1L

ie. lim (u, — uy) = L. Alors, L u, — Uug) = L + 0(1) et ensuite, u, —uy = nL + no,(1) etfinalement, u, = uy +nl +n X 040(1) ~4ooln.
no+oon n — T
04o0(nL) 0400(nL)

Propriétés : caractére borné, opérations sur les limites, encadrement :

on note B = {\/a — Vb/(a; b) € N?}.Soit u et v deux réels fixés tels que 0 < u < v.

a) Justifier qu'il existe ny € N tel que: 0 <m—\/n_o<v—u.0n posezzm—\/n_oetk = E] +1.
b) Montrerque:u < kz < v.

c) Endéduire qu'il existe deux entiers naturels a et b tels que : u < +va — Vb < v .
d) Montrer que B est dense dans R i.e. qu’entre deux réels distincts , il y a toujours un élément de B.

- — - 0Nt
a Vn+l-vn= \/T+\/’ Donc, 11m Vn+ Vn = 0%,
Posons € = v —u € R**. Alors il existe ng E Ntel que: 0< yny+1—ny<e=v-—u.

b) Onposez=,/n0+1—,/noetk=BJ+1.Donc,0<z<v—uet k—1S§<k.
Alors,commek >0, zk —z<u<kzpuiskz<u+z<u+v—u=vAinsi,u<kz<v.

— — — 2 — 2 — 1,2 — 1.2 : H :
c) kz=kJny+1—-kng :;( OJk (no+1) Jk (no). Donc, a = k*(ny + 1) et b = k*n, sont deux entiers naturels qui conviennent.
car k2!
d) Soit x et y deux réels tels que x < y.
Si 0 < x < y alors d’aprés b) ,en prenant u = x et v = y, il existe deux entiers naturels a et b tels que : x < y/a — b < y. Donc va — Vb est un élément de
€B
B coincé entre x et y.

Six <0 <yalorsO€ B et0estcoincé entre x et y.

Six <y<0alors 0 < —y < —x et d’aprés b) ,en prenant u = —y et v = —x et il existe deux entiers naturels a et b tels que : —y < va —+/b < —x . Donc
€B
y > b —+a > x et Vb — a est un élément de B coincé entre x et y.
€EB
Ainsi, entre deux réels, il y a toujours un élément de B. Donc B est dense dans R.

Soit u et v deux suites réelles telles que u,* + u,v, + v,> —=20.
n—-+oo

1. Déterminer un réel a tel que Vn € N,v2 < a(u? + u,v, + v?)
2. Montrer lim u, =0 = lim v,.
n-+oo

n-+oo



2 2 2
1 1 1 3 4 4 1
1. Notons 4, = uZ+ u,v, + v2.Vn e N, A, = u + u,v, + v2 = (un +Ev”) —ZU,Z, +v2= (un +Ev”) +Zv,%. Donc, -4, = g(un +§U") + v2. Par

3v 2 7/
=0
Z 4 . 4
conséquent, vn € N, vt < ZA,. De méme, Vn € N,uj < 24,
4 . FPR P g A g
2. ,vn€eN,0<v? <-4, Comme lim A, =0, le théoréme de limite par encadrement permet de conclure que lim v, = 0. De méme lim u, = 0.
3 n-+oo n-+oo n-+oo

Soit u une suite réelle ou cpxe. Montrer que : (37— Uk )nen €St cONvergente= lirP u, = 0 et que la réciproque est fausse. Que peut-on en déduire sur les
n—-+oo

. . 1
suites (X sin (k) nen et (X0 \/E)nEN ?etsur: (Zﬁ:z m)
Posons S, = Yo U .Vn € N, u,, =8, — S,_5.

Donc, (S;)nen COnvergentevers L= lim S, = lim S, ; =L = lim u, = lim S, —S,_; =0.Parcontre, ( lim u, = 0 = (S,)ey COnver)fente)
n-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—+0co

nz2

comme le prouve la suite u telle que u,, = iqui tend vers 0 alors que S telle que S,, = Zﬁﬂ% tend vers +oo ( Cf cours exemple33 ou TD 11 ex 7). Comme les

suites (sin (n))nen €t (VM) nen SONt divergentes, les suites (Xh—qsin (k))pey et (Zﬁzo \/F)neN sont aussi divergentes.

Par contre, la suite ( ) tend vers 0, donc je ne peux rien conclure immédiatement sur S = (ZLZ ﬁ(k)) . Il faut faire une etude supplémentaire. Soit
n22

nin(n)
nEN\{Ol}etkE[[Z nj

Vx € [k k + 1] 1 < fk+1 < fk+1 1 < fk+1 1

(k+1)ln(k+1) - xln(x) - kln(k) k (k+1)ln(k+1) kin(k)
K+l <
(k+1)m(k+1) < [In (In(w))]% Ainsi, Vk € [2,n], In(In(k + 1)) — In (In(k)) <

dx i.e.

xin(x)

kln(k) kln(k)
Par conséquent, Y i_, In(In(k + 1)) — In (In(k) < Y}7_, #(k) Ainsi, Vn € N\{0,1}, In(In(n + 1)) — Inin(2)) < Yi-, #(k) Le théoréme de limite par

somme
télescopique

. 1
encadrement permet alors de conclure que lim Y}7_,—— = 4+
n-+oo kin(k)

Des suites définies par des sommes

1)Vn € N*, on pose u,, = Zﬁﬂ% Montrer que u converge.

2) Vn € N*, on pose u,, = Mj- i L Montrer que Uy, — Uy = Montrer I’existence puis la valeur de la limite de u.
3) Vn € N*, on pose u,, = ZQ—1W Montrer que u, = OJroo (%)

4) On pose Vn € N,u,, = Yi_ 0( ) Déterminer la limite de u.

5) Soit n € N*. Calculer S, = En déduire la limite de (S,,).

1
Ti=1 14244k

6) Vn € N*, on pose u,, = Yp_, ln( ) Montrer que u est convergente et déterminer sa limite.
; — 11 —
1) Soit n € N\{0,1}. upq — u, = 201 P Zk 1k2 = (n+1)2 > 0.Donc u est croissante.
R 1 -1 =1-1 n 1
De plus, Vk € [2,n],0 < 5 e Donc0<2k zkz—Zk Zk < k—l ~<1.Donc, 0 <¥io,5<2

Jen déduis que la suite u est majorée. Et ainsi u est convergente.
. 1 1 1 1 1 1
2) Soitn € N\{0}. up,, —u, = Yo%, ~.—Yr_ —.=y2n .= > m i =n—=-,
) \{ } 2n n Zk_l k Zk—l k Zk—n+1 k S Zk—n+1 n n 2
car Vk€[n+1,2n],
i1
k—2n

1 1 1 . 4, P . .
Uppp — Up = Zﬁ;’}; — ZL‘:l; = > 0.Donc u est croissante. Et par conséquent, u admet une limite notée L telle que réel ou L = 4oo0.

Si on imagine un instant que L est un réel alors
. lim u,, = L (car (u,,) est extraite de u).
n-+co
. par suite lim u,, —u, = L—L=0.
n—-+oo e

pas de Fi
car Lréel

. Enfin, en passant a la limite dans I’inégalité: u,, —u, = _] ’aboutis a 0 > — Ce qui est absurde.
J'en déduis que la suite u ne tend pas vers une limite finie et ainsi 11111 u, =L= +00.
n—+oo

* 1 1
3)Soit n € N*.Vk € [1,n], ‘+‘Sk2+nz_ 5 donc . Yk, ‘+n2—2 1k2+2_2k 11+n216#£unﬁﬁ.
‘en déduis que vn € N, = < nu S — < 1. La suite est donc bornée, je peux en conclure que U, = 0, 1) et par suite la suite u converge vers 0.
q n jep q n + p 8
Tl
4) Onpose Vn € N,u,, = Y7_ 0( ) Déterminer la limite de u.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 6 6 2 1
Sotn€ENtgn=>4u, =Y om=m+mt+mtm+t -ttt tm=1+-+ + et + +2+1
" W @ O @ 6 (o) (i) (ile) () noone-D - nn-D0-2) n=D0-2) - n(r-h - on
=24+= +Zk Zm
k
1 21 yn21 _ () o _ 1 _2n=3) 2
Or,Vk € [2,n— 2], ( ) ( )> 0 donc 0 <( )S(,z,)etparconsequent 0SYNZ < YR =2(,21)— n—-2-2+ 1)(,21) = D =n

n
()~
Cet encadrement permet d’affirmer que llm yno2 2( ) = 0. Et par suite, 1iIP U, = 2.

k n—-+oo

5) Soit n € N*. Calculer S, Zk 1m En déduire la limite de (S,,).
n 1_ 1 _ - i i =
=i k(,m) =2)7- 1k(k+1) =2 Yk=1y"wm 2[1 n+1].Et par SU|te,nllIPan 2.

somme télescopique

6w, = Nty tn (1 - 5) = Ty in (2ED) = 3 fink — 1) + In(k + 1) = 2In (k)]
= Ty In(k = 1) = In(k) + Ziop Ink + 1) = In(k) = In(1) —In(n) + In(n + 1) —In(2) = = In(2) + In (1+3) — ~In (2).



A. Cas particulier : Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u;, = et vn e N*, S, = Z}{Ll(kTp

1
1z
()
1. Montrerque: Vk EN, (k+p + Dugyq = (k+ Duy.

2. Endéduireque:vn € N*,S, = ﬁ((n + Du, — 1).
p! ) q s q
3. Montrerque Vn € N,0 <u, < eI En déduire la limite de la suite (S,,) quand n - +oo.

B. Cas général . Soit (u,) une suite telle qu’il existe a et b réels telsque b — 1 — a # 0 et pour tout n € N, e o, B

n+b
Montrons que : pour toutn €N, Y2_ou, = 7 [(n+ b)uyeq — (b — Dugl.
A. Cas particulier
1. Soitk eN.
1 1 1 1
(k+p+ Dugys — (k+ Dy = (k+p+1)m_(k+1)w= (k+p+1)(k+1+p) (k+1)( )
—(k+p+1) 1 (k+1) 1 (11::'1- +1) p!(k+1)!k (k+ Pk p]z((ﬁd)! _ plk+1)! I:)
- p (;’(f;:f){' U;T;Z)! - P (k+1+p)! (k+p)! — eEp)  (k+p)!
Donc, (k+p + Dugyq = (k+ Duy.
2. (k+p+Dugy —(k+p)u, = (k+ Dy — (k+p)ug = (1 — p)ug.Donc,
1 (k+1+pugsr (k+p)uy
U == [(k + 1+ Pty — (k +Py] = e = Vi1 = Uk
1-p 1-p 1-p = e
enposant vi= p)uk
1-p
3. Soitn € N*.
Vk € [0,n — 1], uy = vypyq — V-
Donc S, = _n o o @u ST e, we w1 1 1
onc Sy = Yi=1 Uk = Nk=1Vi41 — Vg = Unp1 — V1 = 1-p 1-p = 1-p p 1p T 1-p (un )

somme
télescopique

OU BIEN si on n’a pas réussi a traité la question 2.

Ona: (k+p+ Duyg, = (k+ Duy done (k + 2)upyq — (kK + Dy = (1 — p)ugyq-

Par conséquent, $EZo[(k + 2)ukss — (k + D] = X200 + Dtrar = (1 = P) ZRZ5 e
somme télescopique

Ven déduis que : (n + Du, —uy = (1 —p) Di=q U
&k=1 "k

S’Vl
L 1 1 _1
Ainsi, S, = ;((n + Duy, —up) = ((n + Du, — 1) carug = (T =7=1
. un(n+1)(n+2) _ 1 (m+1)(+2) _ nlp! (m+1)(n+2) _ (n+2)! .
4. Soitn € N.u, > 0et = (n:p) o ey Ta— = ) <lcarp=2donc0 < (n+2)! < (n+p)!. Parconséquent, en
.. v 1 s . . ) (n+1)p!  _ P A s PN
multipliant I’inégalité par u,, j’obtiens : 0 < u, < m Par suite, 0 < (n+ Du, < DD = (n+2) Comme llm 7n+2 =0= nl_l>rlloo 0, le théoreme

des gendarmes assure que lirll (n+ 1u, = 0. Alors en passant a la limite dans 1’égalité obtenue a la question 2., je peux conclure que lirll Sp = ﬁ.
n-—-+oco n-—-+oco -

B. Cas général
Notons pour toutn € N, S, Y7_, .

Soitn € N.Vk € N,% = kta donc (k + b)ugy, — (k+ a)uy = 0 et par conséquent Y7, [(k + b)uyy, — (k+ a)u,] =0.
k
D’autre part, Xi—o[(k + b)uzm — (k+ a)w] = Zk-ol(k + D)ugy — (k+ b — Duy + (b — 1 — a)uy]

Vk

= [Xk=0(Wi+1 = vi)] + [(b — 1 — &) (Z=o wi)]
=Vnp1— Vot (b—1-0a)S,
=Mm+buy, +(b—Duy+ (b —-1-a)s,.
Par conséquent, (n + b)upyy — (b —Dug+(b—-1-a)s, =0.
Ainsi, commeb—-1—-a #0,S, = ‘l:ﬁ [(m+ D)uyy — (b — Duy).
Des suites produits
o k
1) Vvn € N%, onpose u, =[], (1 +§) et v, = In(uy,).
a. Démontrer I'inégalité Vx € R*,x — x; <In(1+x)<x.
b.  Endéduire la limite de v puis celle de u.
c.  Calculer u,,,. Peut-on facilement conclure a la monotonie de u ?

a. Soit g: (x » In(1 +x)—x)eth:(x-—>ln(1 +x)—x+x?2).gethsontdérivablesur]R*eth2O,g’(x)=$—1=—$£0eth’(x)=$—1+x=

—(1-. 2
W = % > 0. Par conséquent g est décroissante et h est croissante sur I'intervalle R*. Et par suite, Vx > 0, g(x) < g(0) = 0 et h(x) = h(0) =

0.Jen conclus que Vx € R*, x —x; <In(1+x)<x.
k 2
K Kk (%) K k
b. vn=1,v, =In(y,) = ln(]'[ﬁzl(l +n—2) ) = ﬁzlln(l +n—z).0r, vk € N’E_TS ln(1+n—2) < e

k
Donc, Vn = 1,354 (n—2 2n4) Yr=11n (1+ )SZR 15z~ Donc, 2(Zk 1k) — (Zﬁ 1k )< vy, < —(Zk 1 k) et finalement,

ant

n(n+1) n(n+1)<v <

n(n+1) n(n+1) 1 n(n+1)
. or, ~ =
2n% 2n’ 2n*

1 1
+o0 t T 4wy Comme 7z = Otoo ( ) Donc,

n(n+1) n(n+1)
n2 2n = Otoo

. Alors les suites qui encadrent
2n2

vn =1,

. 1, . . 1 .
vysont equwalentes a Eet tendent donc vers 7 Ainsi, la suite v converge vers; et la suite u converge vers ez = +/e.

vn € N*, on pose uy 41 = (1 + (n+1)2) >1.
k k (n+1)2+k
Alors, %1 = M (M) _ Mier (W) _ m‘lﬂ( G2 ) = o Ea((min)? +'<)[ ( n )]2 el dle aamdlue |
Un n£:1(1+n—"z) 1'[7(‘:1(14.”%) e 1(ni+k) TP, (n2+k) k=1 b
2) Soit a un réel positif. ¥n € N*, on pose u,, = [[F-,(1 + a*) et v, = In(u,).

a. Etudier la monotonie et le signe de chaque suite u et v.
b. Montrer que si a €]0,1[ alors v converge . Qu’en est-il de u ?

2
c. Monter que si a €]1, +oo[ alors il existe un réel L tel que : v, = n?ln(a) aF %ln(a) + L+ 0,0(1). Qu'en est-ilde u ?



d. Que se passe-t-ilquand a = 1 ? quand a = 0?

u, [Trti(1+a¥)
> n+1 = k=1
a.vn>1,u,>0et T 71_”::1(1”,()

strictement croissantes.
b. On suppose que a €]0,1]. Alors, Vn > 0,v, = In([[ie,(1 + a¥)) = ¥¥_;In(1 + a*) < F}P_, a* =

=14 a™?! > 1; par conséquent,¥n = 1,u,,, > u, et par suite v,y; = In(Uyy,) > In(u,) = vy,. Ainsi, u et v sont

1-a” a Lo P

T4 @ < - Donc v est majorée et ainsi v converge.
a

vn > 0,u, = e < ei-a. Donc u est aussi majorée puis convergente.

c. On suppose que a €]1, +oof.

Zln(1+a

conuergente car
a~lelo1[

va= ) In(1+a*) =) In(a*@+a™) =) In(@)+InA+a*) = ) [kin(a) + In(1 +a™)] = ln(a)
2=, 2 2

Posonsw, = ¥%_; In(1 + a™*).Comme a~! €]0,1[,w est convergente d”' aprés b. Notons L la limite de w.
2

Alors, wy, =L+ 0,,,(1) et v, =In(a) @ +L+0,,(1) = n?ln(a) aF gln(a) +L+0,0(1).

d.Sia=1 alors Vn € N*,u, = [[}-;(1 + 1) = 2" et v, = nIn(2). Donc u et v tendent vers +co.

Sia = 0alors Vn € N*,u,, = [[{-;(1) = 1 et v, = 0. Donc u et v sont constantes et donc convergentes.

Ex 9 3) Vn € N*, on pose u,, = [[3-, (1 1F %) . Montrer que u est convergente.

vn € N*,u,, > 1. Posons v, = In(u,).

Alors v, = ln(H" (1+i)) =3} ln(l +i) <Y P! +>7 . +37 ) Donc v est majorée. De plus, v, — v, =
n k=1 k2 k=1 k2) = &k=132 = k=2 k(k-1) k=231 n= . 7 Yn+l n

In (1 + w +1)Z
convergente de limite e*.

Ex 9 4) Soit x un réel. Vn € N, on pose p, (x) = [}, ch (x) Simplifier pn(x)sh( ) En déduire lirp Dn (X).
n—+oo

oo () { o ()] o (2) = [t e ()] (2) o4 (2) = [ en ()] ) s )
- e (3] 5o 52) = 2 ()] 2 o 52 = s ()] s () = -

pn(x)sh (zﬂ) 2nch( ) sh( ) 2nﬂsh(Zx)

) > 0. Donc v est strictement croissante. J’en déduis que v est convergente. Notons L sa limite finie. Alors la suite u qui vérifie Vn, u,, = e*rest

X X

h(2x) sh(2x) omn X on G sh(2x)

Doncsix # 0 alors sh( ) 0et x) = — = 2 Comme 11m =1let lim ==0, lim —2 = 1etainsi, lim x) = ——.
# # pr(x) = 2n+15h(21n) 2x (in) h( ) n—+o0 2™ no+00 sh( x) n—>+oo Pn(x) 2x
Deux suites d’intégrales
1

A)Vn € N, on pose u,, = fo re dt. Montrer que la suite u est convergente .
Soit &= f —dt Montrer que Vn € N,0 <¢—u, < n— En déduire la limite de la suite .
vt €[0,1],t" > t"donc0 < —— < —L _<1et par suite 0 < u, < u,,1 < 1. Ainsila suite u est croissante et majorée donc convergente.

1HE+HET T 14t4ETHL

t" d
(1+t)(1+t+t™) t

11 1 1
C-up = fo 1+t 14t4tn dt = fO

tn

_t  <«n 5 <p -y < [Yendr = L . .
o = t™. Par conséquent, 0 <& -u, < f t"dt T Alors, comme les deux suites qui

Comme Vt € [0,1],(1 +¢)(1+t+t™) = 1donc0 <

encadrent (¢ -u,) tendent vers 0, (¢ -u,,) converge aussi vers 0 et ainsi, (u,) converge vers E,-f dt =In (2).cee

B) Pour toutn € N, on pose W, = fof(cos (t))™dt . appelée INTEGRALE DE WALLIS (il en existe plusieurs formes).
a. Montrer que la suite (I#},) est convergente. On ne demande pas de calculer la limite pour le moment.

b. Etablir une relation de récurrence entre Wyet W, _,.
c.  Endéduire une expression de W,, et de W, avec de factorielles puis de coefficients binomiaux.
d. Montrer que (nW,W,_,) est constante et préciser sa valeur.
e. Déterminer la limite de V.
f.  Démontrer par encadrement que : Wn~+wJZ. En déduire que (ZP) ~potoo i.
2n 14 NG

g. Vn €N, (t » (cos(t))™) est continue sur [O, g] donc W, existe.
Soitn € N.Vt € [0,%],cos(t) € [0,1] donc, 0 < (cos(t))n+1 < (cos(t))n <1
Par conséquent, 0 < fg(cos(t)) tat < JZ (cos(t)) dt < fz ldtie. 0 S Wy S W, <

Jen déduis que la suite W est décroissante et bornée donc convergente.
h. Soit € €]0, 7| . Je cherche ny € N tel que : Vn = ng, |W,| < e.
T

Soitne€N. |W,| =W, = fg(cos(t))ndt + ff(cos(t))ndt.
2

N\:l

D' une part, Vt € [0,%],0 < (cos(t))n < 1donc, 0 < fé(cos(t))ndt < fog 1dt = %

n n
D'autre part, Vt € E ] 0 <cos(t) < cos( ) < ldonc,0< (cos(t)) < (cos( )) 0r, 0 < cos (%) < 1donc nlirglm (cos G)) = 0%. Par conséquent, il

(cos () ] = (cos (2)) =2

™ T -
e n_ e . P z n ZE & 5. _ €
Alors, Vn > ng, Vt € [E’E] ,0 < (cos(®) < —et par croissance de I'intégrale, 0 < fg(cos(t)) dt < fg —dt < f027—rdt =

existe ng € N tel que : Vn = n,,

. . & £ . . .
Jen déduis que Vn = n, |W,| < str=e Je peux ainsi conclure que lim W, = 0.
n-+co



i. SoitneN.
Wiz = (cos(t))n+2dt = fg(cos(t))n(cos(t))zdt = [Zcos™(t) (1 - sin?(0))dt

Whio = fz cos™(t) dt + f —sin(t) Cos"(t)] sin(t) dt = W, + [ws m(t)]2 f_ cos™ cos(t) dt = M;Tf.
u'(t) v(t)

Donc (1 +L)W =W, et ainsi, W,,, = 22 W,

4 n+1 n+2 n » YWn+2 nt2 M

j. Soitn € N.
1 cas:npairie.n =2p

2p—1 2p—1\/2p—3 2p—1\ /2p—=3\/2p -5 2p—1\/2p—3\ 31
oY (D (Y = - (B (22D
p 2p 2p—2 2p 2p—2/\2p—4 2p 2p—=2/ 42
_ (@p-1)(@2p-3).37 = _m
2P 7 (2p)(2p-2)..42 2 car Wo = fOZ ldt = 2

_ (2p—1)(2p—3)...3£ _ (Zp)(Zp—1)(2p—2)(2p—3)...4><3><2E _ (2p)! T _ 2p)! ™ Zp
Wap = (2p)(2p-2)..42 2 (2p)2@P-2)2_42x22 2 4P[p(p-1).2x1]22  4P(pHZ2 - Ainsi, W), = (p ) 2
2™ cas :nimpairie.n=2p+1

2p _(.2p \(2p-2 _ (_2p ) (2p-2) (2p—4 — (2P \(2p=2) 42
Wap+1 = 2p+1 opr1 Wap-1= (2p+1) (2p—1) Wap-3 = (2p+1) (Zp—1) (Zp 3) Wap-s = (2p+1) (Zp—1) 53 W1
2 2p-2\ 4 2 - . .
Waps1 = (Zpil) (%) oo car Wy = JZ cos (H)dt = sin (g) —sin(0) =1
(2 2p-2 42 _ (2p)?(2p—2)2..42x222 _ 4P[p(p-1)..2x1]%> _ 4P(p)? . . _ 4P

Waps1 (2p+1) (217—1) 53T @D - Gl et NSk Wap = a0 (T)

k. Posons Vn € N*, t,, = nW, W,_, et montrons que la suite t est constante.
Soitn € N*.typ; = (n+ DWW, = (n+ 1) Wy Wy, = nWy_ W, = t,.
La suite t est donc constante égale a t; = W1W0 == A|n5| vn € N*, nW,_, W, = g

|. D’aprés a., on sait que W est convergente. Notons L sa limite.
Alors en passant a la limite dans I'égalité W,,_,W,, = zn—n, on obtient L2 = 0 soit L = 0.
™

m.W est décroissante donc Vn € N*, Wy,.; < W, < W,,_; et nW,W,.; < nW,;2 < nW,W,_, = 3

Oor,nW,W,_, = ] [((n+ D)W W,_4] = [ E. Donc, lim nW,W,,; = I Alors, 'encadrement ci-dessus, permet de conclure que lim nW,? =

[ 5~ ;
n+1 n+1 ©2 Ns+00 2 ’ notoo T 2”

Par conséquent , nW, 2~ ,, = . Alors, W, %~ et par conséquent, Wy~ ,ln

2 2 4P
n. Alors, _(pp = Wy~ +m\/7 f Donc,(pp) T —

Limite, un équivalent ou un développement asymptotique de suite
Ex 11 Déterminer les limites quand n — +oo suivantes :
. In(n! NSt .
L lim D 4 dim 2T 6. Jim vain (7)
n—-+oo

no+oo n? nllllm (n+1)Vn V-1
2. lil;n e~Vn In(1—-n+e™)
n-

. nl—l>mm (COS ( ) B (6n+1))n

In(n!) < In(n™) _ nin(n)

n2 T n? n?

5. nl_i)rpw(ch(n))"

1.0<—-~

In(n) &5 . In(n)
——=20, nous pouvons conclure que lim
n n-+

In(n .
=™ comme lim =
n n-+oo o N

=0.

2.eIn(1 —n+e”) =eVIn(e"(e ™ —ne "+ 1)) = e Vin+ e VIn (e‘” - Ein + 1) =g Vi) 4 p=VRy (e‘" - ein + 1).

cc

Comme lim —20, lim In (e‘" -+ 1) =0puis lim e™"In (e‘" -+ 1) = 0. De plus, In(n) = 04, (V1) donc —vn + In (1)~ e, — V1 et par suite
no+oo € n-+oo e n—o+oo e

lirP —Vn +1In (n) = —o. Ainsi, lil’l‘l eV = 0, J'en déduis que liI_P eV In(1—-n+e™) =0.
n-+oco n-+oo n-+oo

3. (cos (%) + sin (6:7:1))11 = nln[cas(3n+1)+5in(6n+l)] .Posons h, = nln [cos ( P ) ( s )]

Comme nl-i.rfm cos (%) + sin (%) = cos (g) + sin (g) = % % =1letln(t)~(t—1),In [cos (3”” ) + sin (%)] ~ 4+ COS (%) + sin (%) -1
De plus, cos est dérivable en get cos’ (g) = —sin (g) = —£ # 0; donc, cos(t) — cos( ) 23 (t - %) Alors, cos(t) —= = —?(t - —) +or (t - g)
De méme, sin est dérivable en g et sin’ (g) = cos (g) = \/73 # 0; dong, sin(t) — sin (g) ~g§ (t - g) Alors, sin(t) — 1 B (t - 7) + or (t - g)

Comme nl_l.mm% g’ cos (%) - % = _g (% - g) + 040 (% - g) donc cos (%) = % - ? (3(3;1711)) + 040 (3(3;711)) = % + 6(7;1\’{:1) F 04o0 (l)

k=)

nm T . nm 1 V3( nm T nm T . nm 1 - - 1 -3 1
Et Comme llm———,sm( )——:—(———)+o+m(———)donc,sm(—):—+ ( )+o+m( ):—+ +o+m(—).
notow 6N+l 6 6n+1 2 2 \en+1 6 6n+1 6 6n+1 2 2 \6(6n+1) 6(6n+1) 2 ' 12(6n+1) n



Alors, cos (%) +sin (%) —1= % + 6(Z7f1) + 04o0 (i) + % + 12_(:7\51) + 04o0 (%) = "1\5 (3n2+1 6n+1) (l) = ﬂ\_ﬁ (%) + 04o0 (%)

ontl ~+w9—n:— Donc, cos( )+ n(6 +1) 1~+oom/—><— Ainsi, hn~+(,on><i><i i>< . Dong, 11m h, nz‘i_

’ (3n+1)(6n+1) 18n2  2n 12 2n 12
n 3
Aet ainsi nl—IEl (cos ( ) + sin (6n+1)) =e2,
Vit (VD)o ((ne 1)V
'(:+1)ﬁ = (@™ )-in(ey'™) Posons, h, = In(n™*1) — In((n + 1)V7).

= ln(n‘/m) —In((n+ 1)‘/%) =vn+1ln(n) —vnln(n+1) = |n (1 + %) In(n) —vnln (n (1 + %)) = (1 + %)7\/‘!—111’1(71) —/nin(n) — Vn[ln (1 + %)]

Comme nlim l=O,(1+%) —1+———+om(lz)etln(1+%):1 +o+°o( )Alors

+oo N 2n 8n? n

Rl

= 12 1 (5) V) ) [ (1) 0 () ()

n? 2n Tenz n 2n2

_ ln(n) ln(n) (ln(n)) 1 _ In(n) (ln(n)) - In(n) In(n) r-\ .
=2m Sn\/_ 2n\/_+o+m(nn) = 2\/%+0+°° ) e Comme 11m \ s =0, llTwhn—
an<<+°° nw <<+°°r<<+°°hz13ﬁ)
Vn+1
Ainsi, lim —— =¢°% = 1.

Notoo (NAD)VR

5.(ch(n))% = en!(eh(M) pocons h, = %ln(ch(n)).Alors, hy, = —ln(ch(n)) = —ln (e hid n) = %ln (e" (“22_2")) = %ln(e") + %ln (“92_2") =1+ %m (“62_2"),

1
Donc, lim h, = 1. Ainsi, lim (ch(n))" =e.
n-+oo

Vn+1 Vn Vn+1
'\/i+ Nt 1. Donc, 11m %— 1etIn(t) ~;t — 1. Alors, ln(

llm \/_ln(\/_ﬂ) 2.

6

Vn+1 Vn+1 _ Vn+1 m2 = —
) oo s 1_\/7 +(,Q\/_Donc \/_ln( ) +w\/_ﬁ—2.A1n51,

Trouver un équivalent simple puis la limite quand n - + de:

1 n _n- ZArctan(n)e 2 -9n" 5  u, = ((n(n) —n)"In (sin (%))
’ n — L —100In%(n)

_SS'"(n) ) o 6. ln( 1)+aAm;n(n)oua€]R
N A N 7wy = (ch(m)® ~ (sh(m)*olia € R
3. u,=1In <—’1'2>

2 COS(Z)

4. v, =./In(n+1) —./In(n).

o
ik lirP Arctan(n) = E €ER" donc,Arctan(n)~+m§et 2Arctan(n)ez ~ ,me
n—-+oo

e
B

ez -z —In (n" 1 "2(1 21n(m) In(n) A L
= = = ez ™M _ eT_n "M = g% n ). Comme lim —=20, lim = 4o et par suite n" K, €2 .De plus, n! K, n"
nn eln (n™) n-o+o N n—-+o nh

n2 n2 n?

Donc, n! K, N K, €2 et par suite, n! — 2Arctan(n)ez —9n"~,, —mez .

L1 , . (1 1 1 n
Comme lim - = 0etsin(t)~gt, sin (—) ~4o0—dONC, — 5 ~ 400 =
notoon ( ) ot n +00 n ’ Ssin(%) 400 5

De plus, In?(n) K, 1. Donc, 100In?(n) <, e j(l) et par suite, 55"11( ey —100In%*(n)~ 40 . 1;( )~+w %

n? n?
J'en déduis que Up~ 400 — mzz = —511%.
5
sin(n?+1) _ sin(n?+1) 1 . 2 _1\n - (AN, — (_ayn+l
2. o = oo X n mo. Dong, sin(n® + 1) Ko (—1)™n. Ainsi, Up~10 — (—1)"™n = (=1)""'n.
suite bornée =720
2-tan(3) 2 2-tan() 2—tan() 2—tan(Z5)-2cos(2) 1 1 1
3. lim —— 2 =2 1 gt In(t) ~,¢ — 1. Donc, | ) 2= 2~ el = Stan () = cos (2).
n—1>IPoo ZCOS(%) 2 n() 1 onc, in Zcos(%) +e ZCOS(% ZCOS(%) +oo 2 an n? cos n

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . 1
4, De plus, 1 — Etan (ﬁ) — cos (;) =1- §+O+m (ﬁ) —(1-— s +— Py + 04 (ﬁ)) iy + 040 (n4). Ainsi, Up~1 — Py

5  u, =(Inn) —n)"In (sin (%)) =(-D"(n—In(n))"In (sin =)= (-D)"(n —In(n))"In (sin (%)) = (=1)nennn-In(m) | (iz S 0400 (i))

n 6né
R A C))
_ ( 1)71 nln(n)+nln(1fln(n)) [ln (nl ) +In (1 — % + 0400 (%))]

(1) "'"E"z)”f"(( . )l[(zm(n)+o+m<1)]
[ os ) 2t (m) + 0, (D)

_( 1)11 nln(n) n

ln(n) In(n)
= (~yrerinto - o) [~2In() + 0,.a(1)]
In(n)? In(n)?
un~+w(_1)nenln(n) e[—ln(n)]e_ 2n 0+oo( )[ 21n(n)]

_n@y? (In(n))
Comme llm llm e = **Uan /) =1.Donc,

n
Un~soo (— 1)" nin) - ln<n>1[ 2n(m)] = 2(=1)™1n" L In(n). Ainsi, Un~4e2(—1)" 1 In(n)

cc
In(n)? m 29,



Des développements asymptotiques de suites
1. Soit p € N. Déterminer un développement asymptotique a la précision niv de Arctan (n).
2.Déterminer un développement asymptotique a la précision % deu, = %Z};O k!.
2 3 2
+ In(n) + %(ln;n)) + In(n) . (In(n)) + (In(n)) + In(n) + 0,0 (ln(n)).

n i3 6n3 n3 n3 n3

In (n)
3.Montrer que (n+1) =

In(n) In(n)

In(n) In(n) 1 1
(” + 1) - (1 + 1) = emm(+d) _ i fighrrshsrons(is)] _ o[- g ore ()]
n n
2 3 2 3
Comme nl_l’mmy - 122) + ln(n) + 0400 (11;(:)) Oetet=1+t¢t +% + % + t3e(t) tq ltl_r}g et)=0,e¥n=1+u, + u% + u% + u,,3e(u,) et par composition,

—r
lim e(u,) =0.
n—+oo

n n n2 6n3 n3 n3 n3

= 1 4 In(n) + %(ln(n))z N In(n) N (In(n))3 N (In(n))? N In(n) o, <1n(n)>

Equivalent par encadrement
1)  Montrer que : pour tout entier naturel  non nul (%) Vn<¥r vk < (%n + %) V. En déduire un équivalent simple de u,, = Y7_, Vk.

. . ope . o 1
2)  Soit u une suite positive, décroissante et telle que : u, + U, 41~ - On pose a, = n(uUy, + Up41)-
. A 1
Montrer que : a, < 2nu, < %%—1 . En déduire que Un~ o
1 . .
Ay =Ny + Upypq) < Uy + ) (U + Upog) = — (0 — D (up + Up_y) = — ay,. O, Uy + Upsy~= donc lim —a, = lim a, = 1. Par
n-1 n-1 n n—o+oon-1 n-+oo

. Lo 1
encadrement, lim 2nu, = 1. Ainsi, u,~—.
n-+oo 2n

3)vneN,u, = [n+ n—1+\/n—2+---+\/2+ﬁ.

Montrer que lim u, = +oo.

n—-+oo
Exprimer u,, en fonction du u,,.
Montrer que Vn € N, u, < n.
Montrer que u, = o(n).
Montrer que u,~n.
6. Déterminer un réel & tel que : u, = Vit + £ +0,,(1).
1.vn €N, u, > +/n.Donc, lim w, = +oo.

n—-+oo

2Yn€EN, ui =n+u, et uy, = /n+u,

R

3up =0 <0. Etu, Sn=udy =n+u, S2n= Uy, = Jui, <V2n = Upyy <n+1. CCL:VREN, u, <n.
carn+12m
puisuqe

n2+2n+1-2n>0

4.et5.vne€N, 0<n—-1+u,_; <2n-2donc os%: —0 Donc;—)Oce qui signifie que u,

n-+oo

/n—1+un,1<\/2n—1 or VZn-1 \/zd VZn-1
n - n "7 n n

o(n).Alors, n+ u,~n et /n +u,~yn .Doncu,,;~Vn et par conséquent u,~vn — 1 ~yn . Donc, u,, = o(n).

_ Uner yn-1 1 . _ _1 A _ _1 .
—-Vn=n+u,_,—Vn= 2~ 5 bone, nllr:lw U, —Vn = > Ainsi, uy Vn = 5 1 04e(1) et finalement, u,

n+un 1+w/_ un_lzo(n—\ﬁ:o(n) donc
v n+un,1=\/ﬁ+o(\/ﬁ)
et
A =20 (V) ~ 2V
1
\/E + E + O+m(1).

Suites extraites:

Montrer que toute suite réelle non majorée a une suite extraite de limite +oo.

On allons construire par récurrence une suite v extraite de u telle que : v strictement croissante et Vn, v, > n.

Initialisation : 0 ne majore pas u donc il existe p, tel que u,, = 0.0n pose vy = uy, .

Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose construits les premiers termes vy, ..., V.

Alors, Vk € [0,n], v, = k et vy = w,, avecpy EN et pp, > py_g > >pyetv, > v, > >0,

Posons M = max(n + 1, g, Uy, Up, Uz, weee. Up, —3) Up _1, Uy, )-

M ne majore pas u (puisque u n’est pas majorée) donc il existe un entier p, 4, tel que u, . > M.On pose v,y = U, ... Commeu, .+ Mu, &
{uo,ul, ..,upn} etpniq € {0,1,2, ..., p,} et par suite, ppyq > pp. Commen,, > max(n + 1, up, Uy, .. ..,upn),upn+1 > u, etu, >n+1 OK!

N-N
CCL:Vn, vy, = u, etpp > Pp_q €t Vpyq > vy = 0. Alors @: (n o ) est strictement croissante donc v est bien une suite extraite de u. De plus, Vn, v, .1 >
n

v, donc v est strictement croissante . Vn, v, = n. Donc par le théoréme de limite par encadrement, lim v, = +oco.
n—+oo

Ex 15 Soit u une suite telle que : V(n,p) € (N*)?,0 < Unsp < %. Montrer que u est convergente et déterminer sa limite.

n+n
n2

n+n+1 2n+1 2n+1 2 . 2n+1
= .Comme ~=,
n(n+1)  n2+4n n2+n  n’ po+toonZ+n

vn>0,0<upy, <

2 . . .
== Donc, lim uy, =0.EtVn > 0,0 < Upipq < = 0 et par suite, Donc, lim uy,4q = 0.
n n—+oo n—+oo

Comme les suites (u,,) et (u,n41) cOnvergent vers 0, le cours assure que u est convergente de limite nulle.



Ex 16 Démontrer que les suites (cos (1)),ey et (sin (n)),ey divergent sans limites.
(cos (n))nen et (sin (1)) ey sont bornées donc si elles ont une limite, ces limites sont finies.
Imaginons un instant que (cos (1n)),ey converge. Notons L sa limite. Alors L E [—1,1] puisque ¥n, —1 < cos(n) < 1.

De plus, ¥n, cos(n + 1) = cos(n) cos(1) — sin(n) sin (1) donc, sin(n) = [cos(n) cos(1) — cos (n+ 1)] . Comme (cos(n)) ey converge vers L,

sm(l)

1— cos(l)
sm(l)[LCOS(l) L] =L sin(1)

Enfin, Vn, cos?(n) + sin?(n) = 1. Donc, L2 + L'? = lim cos?(n) + sin?(n) = 1. Donc il existe un réel @ tel que L = cos(6) et L' = sin(@). Alors par passage

(cos(n + 1)),ey converge aussi ver L et par conséquent, (sin(n)),ey converge vers L' =

e o leso. cos(n+1) = cos(n) cos(l) — sin(n) sin(1)

a la limite dans les égalités: Vn, { n(n+ 1) = sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1) ,j obtiens :

cos(0) = cos(0) cos(1) — sin(f) sin(1) = cos (8 + 1) , L . _ . B
{cos(e) = sin(8) cos(1) + cos(8) sin(1) = sin (6 + 1)’ Par conséquent, il existe un entier k telque 8 = 6 + 1 + 2kmi.e.2km = —1.

IMPOSSIBLE
Ainsi, le réel L n’existe pas et puisque (L’ existe =L existe), le réel L' n’existe pas non plus. Ainsi, les suites (cos (1))ney €t (sin (n)),ey divergent sans

limites.
Borne sup . inf.
Ex 17 Déterminer les bornes supérieure et inférieure de A = {

/(.9) €N}

. A est une partie de R non vide (car en prenant p = g = 1, on prouve que % = % € A).

2pq+3

<1

De plus, soit (p,q) € N*.1 < q donc 0 < 2p < 2pq (car p > 0)et par suite,0 < 2p < 2pq < 2pq + 3 donc 0 < 2;;3

Jen déduis que A est minorée par 0 et majorée par 1. V’en conclus que A admet des bornes supérieure et inférieure finies.
. 0 minore A. Posons Vq € N*,u, = Alors vq € N u, = 7o € A (il suffit de prendre p = 1). De plus, la suite (uq) tend vers 0.

Jen conclus par la caractérisation séquentielle de Ia borne inf. que 1nf(A) = 0.

. 1 miajore A. Posons Vp € N*, v, = —— Alors Vp EN v, = —— 5 € A (prendre g = 1). De plus, v,~1 donc la suite (Vp) tend vers 1.

J’en conclus par la caractérisation séquentielle de Ia borne sup. que sup(A) = 1.

Ex 18 Soient A et B deux parties bornées de R non vides.

1. Montrerque A € B = infB < infA < supA < supB.

2. OnnoteA+ B ={x +y/xeAetyeB}. Montrer que A + B est bornée et sup (A + B) = supA + supB etinf(4 + B) = inf (4) + inf(B).

3. soitC={"%eera eal
Montrer que C admet des bornes sup et inf finies et les exprimer en fonction des bornes sup etinfde A .

1. AetB sontnon vides et bornées . Donc, infB, infA, supA et supB existent et sont finies. De plus, Va € 4,a € B et par conséquent, infB < a <
supB. Donc, inf B minore A et supB majore A. Comme infA est le plus grand majorant de A, nécessairement, infB < infA et comme supA est le plus
petit minorant de A, nécessairement, supA < supB.

2. A+B={x+y/xcAetyeB}.

VxeAetVyeB,x € Rety € Rdoncx +y € R. Ainsi, A+ B c R.

A et B étant non vides, A contient au moins un élément a et B contient au moins un élément b et par conséquent A + B contient I'élément a + b et est
donc non vide.

De plus, VxeA, VyeB, infA < x < supA et infB <y < supB donc infA+infB < x+y < supA + supB . Donc, infA + infB minore A + B et
infA + infB majore A + B.

De plus, d’apres la caractérisation séquentielle de la borne inf, il existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers infA et une suite

(by,) d’éléments de B qui converge vers infB. Alorq la suite (a, + b,) est une suite d’éléments de A + B qui converge vers infA + inf B. Comme, de
plus, infA + infB minore A + B, la méme caractérisation de la borne inf, permet de conclure que infA + infB est la borne inférieure de A + B i.e.
ian + infB = inf(A + B). De méme, on prouve que supA + supB = sup (A + B).

3. C={la—d'|/a€Aeta €A}

Ex 15 Soient f:[0,1] — [0,1] croissante et E = {a € [0,1]/f(a) = a}.

1. Justifier que E admet une borne supérieure notée s.

2.  Montrer par I'absurde que f(s) < s.

3.  Montrer par I'absurde que f(s) = s.

4.  Quiest s pour la fonction f'?

1.E c [0,1]. De plus, f(0) = 0 donc 0 € E et par conséquent, E est non vide. Donc E amdet une borne sup finie notée s.

2. Imaginons un instant que f(s) > s. Considérons ¢ €]s, f(s)[. Alors ¢ > s donc par coirssance de f, f(c) = f(s). De plus, comme ¢ > s = sup(E),c € E

donc f(c) < c. Alors ¢ > f(s) ce qui contredit .... . J’en déduis que f(s) <s.

3. Imaginons un instant que f(s) < s. Alors f(s) n’est pas un majorant de E ( car s est le plus petit majorant de E) donc il existe b € E et f(s) < b < s.

Donc d’une part, b € E, f(b) = b etpar suite, fS)ISIf(B). Et, d’autre part, puisque b > s et f croissante, f(b) = f(s) ce qui contrediti....|. ’en conclus que

f(s)=s.

4 . s est donc un point fixe de f. Nous venons de prouver que toute fonction de [0,1] dans [0,1] croissante admet un point fixe.

Soit u = (Up)nen Une suite bornée de nombres réels. On note Vn € N, x,, = sup {uy/k = n} et y, = inf {u;, /k = n} . On définit ainsi deux nouvelles suites x et

y.Onnote A= {u,/k €N} et Vn€eN,A, = {u,/k=n}.

1.  Justifier que les suites x et y sont bien définies.

2 Montrer que x est décroissante et y est croissante.

3 En déduire que x et y sont convergentes et nl—i>r-Poo Xp = nl—i>r-Poo Vi

4. Montrerque: lim x, = lim y, =L = lim u, =L.

n—-+oo n—+o0o n—-+oo
5.  Prouver en utilisant la définition de la convergence que :nﬁTw u, =L= nl_i.Too X, = nl_i)rfw Y = L.

1. u est bornée donc il existe deux réels m et M tels que Yn € N,m <u, < M. Donc, Vn € N,Vk > n,m <y, < M. Autrement dit, vneN, A4, =
{uy/k = n} est bornée donc x,, = sup(4,) et y, = inf(4,) existent et sont finies.

2.vn €N, A4, € A,.Donc, Vn € N, sup(4,,) = sup(4,+1) = inf(4,41) = inf(4,) i.e. x, = X1 = Yni1 = Yu. Dong, x est décroissante et y est croissante.

3. vn € N,m minore A, et M majore A, donc M > x, =y, = m. Donc x est minorée par m et décroissante donc convergente. Et y est majorée par M et
croissante donc convergente. Alors en passage a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient : 1113’1 Xp = 11111 Vi
n—+oco n—-+oo

4.vn € Nu, € 4, donc x, = u, = y,.Doncsi lim x, = lim y, alors (u,) converge aussi vers cette limite commune.
n—+oco n—+oo



5. Supposons que lirP u, =L € R.Soit¢ € R**.3ny, € N/Vn = ngy, |u, —L| < ¢ i.e.u, € [L —¢,L + €]. Donc, Vn = ny, L — € minore A, et L + € majore 4,.
n—+oo

Par conséquent, L + & = x, = ¥, = L — ¢ .Autrement dit,Vn = ng, |x, — L| < € et |y, — L| < &. Il en résulte que x et y convergente et lir_{l X, = llrll Vo =
n—-+co n—+oo
L.

Suites adjacentes
Ex 19 Soit (a, b) € (R**)? tel que a < b . On définit quatre suites récurrentes de la maniére suivante :

Un+V; Wn+t, 1 1/1 1
Ug= Wog=a,vy =ty =betVn €N, Uy = JUVp , Vpy1 = ”2",tn+1= "Z”etng(;+w—n).

1) Justifier que V(x,y) € R**?, ;,_1 < Jay <22
x v
A. Suitesu etv

2)  Montrer que u et v sont adjacentes. On note M (a, b) leur limite commune appelée la moyenne arithmético-géométrique de a et b.
a+b

3)  Montrer que M(a,b) = M(+ab, —) En déduire que M(a, b) = M(b, a).
4)  Montrer que Vt € R™, M(ta, th) = tM(a, b).

2 2 2
LSoit (x,) € RY?, 222 — [y =SR2 W) 5 0. pone, [y < 522

1 1 1 1
zt Y. ; y +x2 x+y
Alors —; S7|.e0 F Tetparswte1 1S,/ . Ainsi, V(x,y) €R )T lS,/xyST.
x y X y
— — — _ Untvn
2.us=a,vg=betVn €N, uy, 1 = JUVp , Vngq =—.
Un+v;
VnEN, vy — Upyq = %— Upv, = 0.DoncVn = 1,v, > u,.
Un+v; Up—7; . .
_ = — = — > — = n_ =11 < . d .
Unstr — Un = o/ UnVp —Uyp = U (U —/Un) - Oetvy — v, z Uy : 3 0. Donc u est croissante et v est décroissante. De plus , Vn €
Vp2 Up Vn2Up

N*,v; = v, = u, = u,. Par conséquent u et v ont chacun une limite finie : notons L celle de u et L’ celle de v.

Up+vy _ L+L

Alors L' = lirP Uy = 11m Vpg1 = llm — - Donc L =L Ainsi, lir+n v, —u, = 0 etfinalement u et v sont adjacentes. On note M(a, b) la limite
n—+oo n—+oo

—+00
commune .

3.Posons @, = Uy et Bn = vpy,Alors, M(a,b) = lirP U, = lir;n a, et M(a,b) = lir;n Uy = lir:l Bn. Par conséquent, M(a, b) = M(uy,vy) =
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

M (e, fo) = M(us,v;) = M (Vab,“22).

Les suites a et B restent inchangées si on échange les valeurs de u, et vy. Donc, M(a,b) = M (\/ab,azﬂ) (Vba b+a) = M(b, a).

4.Soit t un réel strictement positif. Posons 4,, = tu, et B, = tv,.

Alors, Vn € N, Apyq = tupy; = tfu,v, = Jt2u,v, = Jtuntv, = JA,B, et By = tvp, = tu"TW” = @ = @.
Ainsi, A et B sont adjacentes de limite commune M (4,, By) = M(ta, th).

De plus, nliTm A, = nlirpm tu, = tnlirzlm u, = tM(a, b). Alors par unicité de la limite, M(ta, th) = tM(a, b).

B. Suiteswett

5)  Montrer que t et w sont monotones.

6) ProuverqueVn €N, |t 1 — Wpyq| < %ltn — wy|.

7) Endéduire que t et w sont adjacentes. On note L(a, b) leur limite commune

8)  En calculant t,w,, déterminer L(a, b).

9)  Comparer L(a,b) et M(a,b).

10) Comparer alors u,, et t, pour n assez grand. Pour quelles valeurs de a et b , a-t-on L(a, b) = M(a, b)?
S5.wo=a,vg=betVn €N, t,,, =W”T+t” et — :3(l

Wn+1 2 \tp

+ Wi) On montre facilement par récurrence que Vn,w,, > 0 et t, > 0.
n
2_
Soitn € N2t = (Wattn) (L y 1) 15 Moy t") Or, Ve >0t +1—2= 2 - U005 o poncve > 0,6 + 1 > 2 et par conséquent, Ty
Wntq 2 2\t~ wp th t Wn

2 et finalement, It >, Dong, tp4q = Wpyq.J'en déduis que et Vn € N*, t,, = w,,. Alors,
'".+1

wWn—t; 1 1 1(1 1
the1 — th = % <O0et —-——= —(— - —) < 0 donc w,, < wy,1. Ainsi, t est décroissante et w est croissante.

Wni1  Wno 2\tp Wy

1
Z(fn+Wn)

6) Soitn € N. [ty — Wyl =

Wnttn (2wntn) _ |
2 thtwy 2(tp+wy)

W3 + €% = 2wyt,)| = | = t)?| = s W = tallwa = tal.

or, |w, — ty| < |w, +t,| = w, + t,.. Donc, M <1 etfinalement, |ty — Wpiq| < %Iwn —ty].
Alors on montre par récurrence que Vn, |t, — Wn| < —|WO — to]. Comme 11m 21" lwg—to| =0 (puisque |3| < 1), lim |t, —wy,| = 0 et par conséquent
+00

lim t, —w, = 0. Les suites t et w sont adjacentes et sont donc convergentes de méme limite commune finie L(a, b).

n-—-+oo
Wattn) (2wnt

n, tpy1Wnir = (—" ”) (—" o
» tnt1Wnt 2 tntWn

7)Montrons par récurrence sur n que Vn = 1,v, = t, et ¥, = w,, . Alors par passage a la limite dans 'un de ces inégalités, j'obtiens : M(a, b) = L(a, b). Alors
lim u, —t, = M(a,b) — L(a,b) = 0.

n-+oo

Si M(a,b) > L(a,b) alors a partir d’un certainrang, u, —t, > 0.

Si M(a, b) = L(a, b) alors on ne peut rien dire sur le signe de u,, — t,,.

Enfin, sia = b alors M(a, a) = L(a,a) = a et toutes les suites sont constantes égales a a.

) = Wpt,. Donc, la suite tw est constante égale a wyt, = ab. Donc L(a, b)?>= ab et L(a,b) = Vab.

Ex 20 Soit a, et b, deux réels tels que : 0 < a, < by et Vn,ap,q = ;(an + Janby, Jet byyq = %(bn +Janhy, ).

Montrer que les deux suites a et b sont bien définies et qu’elles convergent vers une méme limite.
On montre facilement par récurrence que Vn, a,, et b, existent et sont strictement positifs. Ainsi, les deux suites a et b sont bien définies.

Api1 — bpyr = %(an +.Ja,b, — b, — . a,b, ) = %(an — by, ). La suite a — b est donc géométrique de raison ;

i(ao—bo) donc0<a, <b,et lirp a,—b,=0".
n—+oo

Ainsi, Vn,a, — b, = v



0 . Donc a est croissante.

VN, Gpyq — Qn = %(an +\anby ) — an (\/ anby an) = @(\/_ \/a)
bpyr — bnzi(bn+,/anbn)— b, (1/an n=bn)=3 \/_(\/a_n \/_) 0 Donc b est croissante.

b’ﬂ.
Ainsi, a et b sont adjacentes et par conséquent, a et b convergent vers la méme limite.

g S{IV

Ex 21 Soit u = (U,)nen UNE suite réelle et bornée. On note Vn € N, x,, = sup {u; /k = n} et y, = inf {u; /k > n} . On définit ainsi deux nouvelles suites x et
y.Onnote A= {u,/keN} et vneN, A4, ={u,/k=n}.
6. Justifier que les suites x et y sont bien définies.
7.  Montrer que x est décroissante et y est croissante.
8.  Endéduire que x et y sont convergentes et lim x, = lim y,.
n-+oo n—+oo

9. Montrerque: lim x, = lim y, =L = lim u, =L.

n—-+oo n—+oo n—+oo
5. Prouver en utilisant la définition de la convergence que : lim u, =L = lim x, = lim y, = L.

n—+oo n-+o n-+oo
2.vn, {u/k=2n+ 1} c {u, /k = n}ie.vn € N,A4,,, € A,.Parconséquent, Vn,inf(4,) < inf(4,,,) et sup(4,,1) < sup(4,). Ainsi, x est décroissante et
y est croissante.
3.Yn, x, = uy = y,. Donc, x est minorée et y est majorée. Alors, comme x décroissante et y croissante, x et y sont convergentes. Alors, en passant a la limite
dans I'inégalité, lim x, > uy, = lim y,.
n—+oo

n-+oo
4. On suppose icique lim x, = lim y, = L..Vn,u, € 4, donc,x, = u,, = y,.Alors le théoréme de limite par encadrement assure que la suite u converge
n-+oo n-+oo

vers L .
5. On suppose ici que lil’ll u, = L.Soit € € R**. Il existe ny € Ntelque:Vn =>ny, L—¢& <u, <L+ ¢ DoncL — &minore Ap, et L + e majore A, . Et
n—+oo

comme Vn = n,, ,A, C Ay, Vn =ng, L —eminore 4, et L + & majore 4, . Par conséquentVn = ny, L —e <y, etx, <L +e. Etainsi Vn =ny L —¢e <
Yp < Xp <L+ e Ve, déduisqueVn = ny, —e <y, — L <x, — L < € et par suite,
vn = ng, |y, — L| < get |x, — L| < &.)en conclus que x et y convergent aussi vers L.

Ug = Vo

Ex 22 Soit u une suite réelle telle que : Vn € N, u,, € ] 1[ et v la suite réelle définie par : {Vn >1v Vp_1+Un
n = 1+UnUp_y
1. Justifier que : Vn € N, v, existe et 0 < v, < 1.
2. Justifier que v est convergente .
3.  Déterminer la limite de v.
1.  On montrer facilement par récurrence que Vn € N, v, existe et 0 < v,

De plus, vy € ] [ et [Vyoy < 1v, —1=2notftn g _ Unea¥tinTlZUntng @n=2=DUUn) - ) ponc vn € N, v, <1.Ainsi,VvneN, 0<v, <1.

1+uUpvp—1 14+uUpVp—q 1+uUpVp—q
2 2
Vp—1tuU, Vn—1+Un—Vp_1—UnVp_ Up(1-vp- . . —
2. Vp— Uy =Ly, =-Rsnnel el o n(17vi) > 0. Donc v est strictement croissante et par suite v est convergente. Notons L sa limite.
1+unv1 1 1+upvp_q 14+uUpVn—q
v, U Vn-1—";
3. vneNy, = #doncun =ﬁ.
nvn-1 nvn—-1

= 0 ce qui est impossible puisque Vn € N,u, € ] 1[ J’en conclus que L = 1.

bi

Ex 23 Soit a, et by deuxréelstelsque: 0 < ay, < by et Vn,a,4; = —
n n

ﬂ.
o et by =

1.  Montrer que la suite a — b est constante.
2.  Etudier la convergence des suites a et b.

Ex 24 Déterminer une forme explicite des suites récurrrentes suivantes :

1. uy=1 etVnu,,, =ne™u,

2. vn, Yudfup=e.

3. uy=1letVn, upy =2u, —n+1.

4, u0=% etu, =1etVn, Uy, = %

Ex 25 Soit u la suite définie par uy € Ret Vn € N,u, ., = . Montrer que u est bornée et divergente.

L

2+

Soit f: (x Pywe ) Df = Ret f(R) c R**.v¥n € N, u, existe etun > 0.

Comme f est continue sur R** et ler f(x)=0 #+oet lm(l) f(x) = 3 # 0, les limites possibles de u sont les points fixes de f sur R**. Or, f(x) = x &
x>t poas

6

2+x2

une et une seule fois en un réel 2 sur R*. Ainsi, f admet un seul point fixe A sur R*. Donc, ce point fixe 1 est la seule limite possible de u. Comme h(1) < 0 <

h(2),4 €]1,2[.

f estdérivable sur R** etVx > 0,f'(x) = 6 ——

=x & x3 4 2x — 6 = 0.0r,h: (x » x> + 2x — 6) est strictement croissante et continue et lim h(x) = 4o > 0 et h(0) = —6 < 0. Donc, h s’annule
X—+00

(z+x2)2 < 0. Donc f est strictement croissante sur I'intervalle R**. De plus, f est continue et llm fx)=0 =

+e0 et lim f(x) = 3, £ (R™) < [0,3] et £([03]) < [£(3), (0)] = [%.,3] < [£.3] 1 en deéduis que v = 2,u, € [£,3].
x>
Comme f est strictement décroissante, les suites (u,,) et (Uz,+1) SONt monotones et de monotonie contraire. Comme (u,,) est bornée, les suites extraites
(uzn) et (Uzn41) Sont bornées et finalement convergentes. On note L et L’ leurs limites respectives. V1 € N, Upn11) = Uppsz = f(Upni1) = f(f(uZn)) =

car fof
continue
5. Alors L = lil;n Upp = lirP Upnez = f(f(L)). Dong, L estun point fixe de f o f .
6 n—+oo n-+oo
(i) X v 1 A 2 3
. f()
fof=xe——Fm=x
2+(532)
<32+ x2)?2=x(2+x%)%+18x Fof(x)

& 3(4 + 4x? + x*) = 22x + 4x3 + x5

fof(x)—x <+t 0o —o0 o0 —




S x5 —xt+4x3 —12x2 +22x—12=0
= (3 +2x—6)(x*—3x+2)=0

S @3 +2x—6)(x2-3x+2)=0
Sx=Aoux=1oux=2.

Donc 4, 1 et 2 sont les limites possibles de (u,,) et (Uspy1)-
A<o0

o —(Prax-6)(x2-3x+2) _ —(x-A)(x2+bx+c)(x-1)(x—2)
Deplus, f o f(x) —x = 2(2+x2)2+36 - 2(2+x2)2+36

f © fest strictement croissante puisque f est strictement décroissante.
Alors d’apres ses variations et valeurs, je peux affirmer que :

fof(pa]) ez etroraquaneinal et fofazhenzlet fof((23) <23l
Donc, siuy € E, 1] alors Vn,u,, € E, 1] et la suite (u,y,) ne peut pas converger vers A qui est la seule limite possible de u. Donc u diverge. Idem siu, € [2,3].

siug € [1,4] alors Vn, u,, € [1,A] etu, —uy = f 0 f(uy) — ug < 0. Comme (u,,) est monotone, (u,,) est décroissante et par suite (u,,) converge vers 1.
Donc u diverge.

siug € [A,2] alors Vn, u,, € [4,2] etu, —uy = f © f(uy) — up > 0. Comme (u,,) est monotone, (u,,) est croissante et par suite (u,,) converge vers 2.
Donc u diverge.

Ex 26 Soita > 0 et u la suite définie par : uy € R** et Vn € N,up 1 = u, + e .

1) Etudier la monotonie de u et déterminer la limite de la suite u.
1

2) Soit v, = e . Calculer lim b
n-o+woVnt1 Vn

3) En déduire un équivament simple de u,, quand n — 4o, en appliquant judicieusement le théoreme de Césaro.

1)Onpose f:(x » x+ e ). Df = Ret.Donc Vn € N, u, existe. Comme f(R™) c R**etuy > 0,vn € N,u, >0

Enfin, Vi € N, u,,; — u, = e"¥n > 0. Donc u est strictement croissante. J’en déduis que u admet une limite L telle que L € R** U {+o0}.
Supposons que L € R**. Alors L = nlirpm Uppqr = nlirjlm U, +e ¥ =L+ et Donc,e™" = 0 ce qui est impossible ! Donc, L = +oo.

1 1 —u —u. — . 1
— = = eln+1 — gln = gUnte™ " _ pln — e“"(ee = 1) ~ oo el¥ng~n =1, Donc, lim —-—==1.
Vn+1  Vn —— n-+coVnt1 Vn
car lim e~ ¥n=0
n-+oo
et et—1~gt
1 1 L .
3)Posons S, }(’ 3(1;— - v—). D’apres Césaro, 11m S, =1.Donc, S, =1+ 0,,(1).
k+1 k
1 1f1 1
or,S, = ( )=S =—[———— eln — '],
s Sn Z i n=le [ ]

Par conséquent, - [e”" —e"] =1+ 0,,(1)donce’ =n+0,,(n) +ne*e =n[(1+e?) + 0,45 (1)]. Alorsu, =In(n) +In (1 + e® + 0,,(1)) et ainsi,
u,~In(n).

Ex 27 Soit a > 0 et u la suite définie par : uy € R** et Vn € N,u,,; = %(un aF ui) Etudier la monotonie de u et I'existence et la valeur de la limite de la suite

n

u.Tapez une équation ici.
1 N 1
vneN, Uy = E(u" +uin) = f(u,)ou f: (x - E(x +§))

Ex 28 Soit la suite u définie par: uy € Ret Vn € N, uyq = u, (1 + uy).
1. Etudier la monotonie de u et I'existence et la valeur de la limite de la suite u selon la valeur de u,.

2. On suppose que u, > 0. On pose v, = zinln(un).

a) Montrer que v est croissante
1

b) Montrer que Vn € N,v,,; — v, < P

1
c) En déduire qu'il existe un entier N tel que : Vn = N, v, — v, < e
d) En déduire que v est convergente .

Uppr — Uy = Up (1 +u,) — u,, = u2 = 0. Dong, (u,,) est croissante. Donc (u,,) admet une limite L finie ou égale & +oo.

AlorssiL € R, alors L = 11111 Upyr = 11131 u,(1+u,) = L(1+L).Donc [?=0iel=0.
oo ntoo

pasdeF.l.
Si L = +ooalors +00 = lirp Un+1 lir+n u, (1 +uy) = +oodonc il n’y a pas de contradiction. Les deux limites possibles sont 0 et +co.
n—+oo n—+oo
pasdeF.l

Posons f(x) = x(1 + x). Donc le tabelau de variation de f est :

f@ | + + oo

Dong, f(R**) ¢ R**donc si u, € R™ alors Vn, u, € R**et comme (u,) est croissante, L = +oo.

De plus, f(]—o,—1[) c R**doncsiuy, € R™* alors u; € R** et par suite Vn > 1,u,, € R**et comme (u,,) est croissante, L = +co.
Enfin, f(]—1,0[) < ]—1,0[. donc si u, € ]—1,0[ alors Vn,u, € ]—1,0[ ; donc (u,,) est bornée et croissante, et par conséquent, L = 0.
2. On suppose que uy > 0.0n pose v,, = iln(un)

a)Soitn € N. vy = vy = s (i) — o ln(un) S In(un (1 + 1) = 2 In(wy) = 25 In(wy) + 2z In(1+ ) — 22 In(uy)

1 1 1 1
= (E - 1) Z—nln(un) +— 2n+1 In(1+u,) = T ln(un) +— et In(1+u,) = 2n+1 [In(1 + u,) — ln(un)] > 0.

Donc (v,) est croissante.
b) Soitn € N,

Vpp1— Up = 2n+1 [In(1 + u,) — In(uw,)] = Py [ n (1::“)] = Jor [ln( i)] Or,Vvt = 0,In(1 +t) < t.Doncln (1 + uin) < i et par suite ,

1

Vn41 = Vp < 2ntly,
1

c) Comme u, € R**. L = +00. Dong, existe un entier N tel que : Vn = N, u, = Alors vn > N — < 2et —— 2n+1u zin Donc,Vn = N, v, — v, < e



n—1-N+1
1—(= N
d)Alors, Vn = N + 1, Y328 vppq — v < Z}t‘;}\,zik donc v, —vy < (ZI)TG) <
2

a partir du rang N + 1 donc est majorée. Comme (v,,) est croissante, (v,,)est convergente.

Ex29 a) pour tout entier naturel n, justifier que I'équation xe* = n admet une seule solution strictement positive notée u,,.
b) Etudier la monotonie de wu.
c) Déterminer la limite de u
d) Montrer que : u,~ 4, In(n).
a) Posons f(x) = xe”. f est strictement croissante sur R** et continue . Donc, le TBCSM assure que f(R**) = R**.
Donc tout entier n € N*admet un unique antécédent par f dans R** noté w,,.
b) Soitn € N*. f(u,) =n <n+1 = f(uy41). Comme f est strictement croissante sur R**,u,, < u,,,1. Ainsi, u est strictement croissante. Par conséquent, u a
une limite L strictement positive ou infinie.
c) e TBCSM assure que f est bijective de R** sur R**. vn,u, > 0 et f(u,) = ndoncu, = f~*(n).De plus,xllrzlmf(x) =+ doncxliglwf’l(x) = + oo et par

= 2.Ainsi, Vn > N + 1, v, <2 + vy. Donc la suite (v,,) est majorée

TP

conséquent, lim f~1(n) = + . Ainsi, lim u, =+ .
n—+oo n-+oo
d) vn, f (u,) = uyen = ndonc In (u,e*r) = In(n) ie. In(u,) + u, = In(n). Comme In(x) = 0,,(x) et lirP u, =+ o, In(u,) = 0,4, (u,) et par suite In(u,,) +
n—+oo
Up~ 4+oolUyn.J'en conclus que : Uy~ In(n).
Ex30 a) pour tout entier naturel n, justifier que I'équation (e,): x> + nx = 1 admet une seule solution notée u,,.
b) Etudier la monotonie et la Iimite de (uy,).

11 1
c) Montrer que : u, = — — <+ — nu + 040 (nu).
a)Soit n € N. Posons f,,: (x = x5 + nx — 1). f,, est strictement croissante sur R car (x = x°) I'est et (x - nx — 1) est croissante. Donc I'équation (e,,) admet
au plus une solution. De plus, f, est continue et f,,(0) = =1 < 0 < n = f;,(1). Donc le TVI assure que (e, ) admet au plus une solution. Ainsi (e,,) admet

exactement une solution notée u,. Ainsi, ¥n € N,u,* + nu, = 1 i.e. f,(u,) = 0. De plus £,,(0) < f,,(u,) < f,(1), donc 0 < u,, < 1 puisque f, est

strictement croissante.

b) Soit n € N. f;, est strictement croissante sur R donc f,,(u,) et f,(u,4+1) sont ordonnés dans la méme ordre que u, et Uy, .

fo(un) = 0 et fo(Uns1) = Ungr® + Nitngy =1 = Upgr® + (0 + Dlyy — 1 — g = —tpyy < 0 puisque 0 < . Dong, f(Uner) < fo(uy) et par suite,
=fn+1Un+1)=0

Ups1 < Uy La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0 donc convergente. Notons L sa limite. Par passage a la limite dans I'inégalité 0 < u, < 1, nous

pouvons affirmer que 0 < L < 1.vn € N,u,,° + nu, = 1 doncvn € N,u,, = %(1 —u,,%) et par conséquent, L = ]iI_;l_’l U, = liI_P %(1 —u,’) =
no+o n—+oo
0x(1-1%=0.
1 5 . 5 1, 1 1
cvneNu, =-(1—-u,”)et lim 1—-u,> = Odoncun~—1.e.un =—+o(—).
n n-+oo

w=i(1-Gro Q) ) =i iG o) i vy =0 o) == ro )
5—%—%(1—%0(%))5=%—n—a<l——+o 6) == s oG-

EX 31 Soit z € C.
1. VvVneN,onposeP, = 1'[7(‘=0(1 + zzk). Calculer (1 — z)P,. En déduire nlir+n°o P, lorsque |z] < 1.

n
2. VvVne€eN,onposeT, = (1 ar %) . Montrer que lir)}l T, = e”. (indication : chercher la forme trigonométrique puis algébrique de T,)
n—-+oo

L(A=2P =1 -2 [[feo(1+22) = (1 —2) A+ 2D [Tiog (1 +22) = (1 = 2D [[Eop(1 + 22) = (1 = 2 (1 + 22 [T}s(1 + 22°)

—(1— 4 " 2K 1 _ 4 4 " 2Ky (1,8 " 2k
- z)nk=3(1+z )= z)(1+z)l_[k=4(1+z )=a z)l_[k=4(1+z )-
(A=-2)P=(1-2")(1+22")=1-22""
1

Doncsi|z| < 1, lim z™ = 0 alors la suite extraite (zzn+1) tend vers 0. Donc, lim (1 —z)B, = 1donc lim B, = —.
n-+0 n-+co n-+oo 1-z
n

([ e et <[y (T et

2.Posons z = x + iy. Alors, T, = (1 + x“y) (1 + % + i%)n

{II

11m 1+£+L— 1=1
danc paur nassez grand,
arg(1+£+iz) existe et
n n.

arg(1+%+i%) =Arctan(ﬁ)

n

pane,t, = [(1+2)"+ ()] cos (narean (2)) # £[(1+2)"+ ()] s (nareean (2).

. Re(Tn) Im(Tn)
no=|(+D) + )T = [+ o, (142 + )]~z [(+ 2 + ) -]
n x\2 y2 n|2x x\ 2 yz x2+y? 1 y xotx#0
Bt z[(”;) +() ‘1]25 2+() + () ]:"+T+O( )~oi% six=0ety#0.
Osix=y=0
ix#0 Xsix#0
Donc, nLingln [(1 + z)z + (%)z] = {: : : _ 0. Ainsi,nliTm = rl :il:: . = e*,
cos (nArctan (ﬁ)) = cos <n ((%) + 0400 (%))) =cos(y + 040 (3)) o cos (). De méme,
car L~ o L ——0

x+n P nnoteo
et Arctan(u)~ou

sin (nArctan (xy:)) = sin (y). J'en déduis que lirp T, = e* cos(y) + ie*sin(y) = e"(cos(y) + isin(y)) =e¥el = 7.
—+00 n-+oo



