Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques Chapitre 10

Suites réelles et suites complexes

L’axe réel est orienté et gradué, la plan complexe est le plan muni d’un repére orthonormé direct.

. Des définitions de base
e Une suite réelle (resp. complexe) u est une relation qui associe un réel (resp. complexe) u,a chaque entier naturel n = ny ou
ng € N fixé. C’est donc une application de A = {ny,ny + 1,n5 + 2, ..... } dans R (resp. C). Comme A4 est totalement discret,
une suite ne peut pas étre continue ou dérivable, n’a pas de limite en un réel mais pourra avoir une limite en +oo.
u est encore notée (Up)pnsn,. Parfois il est assez visuel de la noter u = (ug, Uy, Up, wvv e oon ).
On note RN (resp. CN) I'ensemble des suites réelles ( resp. complexes)
e Une suite u est bien définie a partir de ny lorsque ¥Yn = ny, u, existe.
e Une suite réelle est représentée sur I’axe réel par le « nuage » rectiligne formé des points d’abscisse u,, tels que n > n,.
e Une suite complexe est représentée dans le plan complexe par les points de coordonnées (Re(u,,),Im(u,)) tels que n > n,.
e **Deux suites u et v sont égales lorsque : u et v sont définies a partir du méme rang ny et Vn = ngy, u, = v,.
e **Apartir des suites u et v, on définit les suites : au = (QUp)p>n, OU @ constante, u + v = (Uy, + Vp)non,, € UV = (UpVp)pon,
e  **|asuite u complexe ou réelle est bornée lorsqu’il existe M réel /Vn = ny, |[u,| < M.
e Llasuite réelle u est majorée lorsque :3m € R/Vn > ngy, u, < m. On dit que m est un majorant de u. m ne dépend pas de n.
e Lasuite réelle u est minorée lorsque :3m’ € R/Vn = ny, u, = m’ On dit que m’ est un minorant de u. m' ne dépend pas de n.
e Llasuite réelle est croissante lorsque : Yn = ng, U, < Up4q -
e Lasuite réelle u est décroissante lorsque : Vn = ng, U, = Uyiq- Indépendant de n
e Lasuite réelle u est strictement croissante lorsque : Vn = ng, U, < Up4q -
e Llasuite réelle u est strictement décroissante lorsque : Vn = ng, u, > U,yq -
e **Lasuite réelle u est constante lorsque Vn = ng, u, = Uy, ie. lorsque Vn = ng, U, = Uy, .
e **y vérifie une propriété P a partir d’un certain rang lorsqu’il existe n; € N tq Vn > n,, u,, vérifie P.
o **|3suite réelle u est stationnaire lorsque u est constante a partir d’un certain rang.

n 3n+6 q q
—— Uy + est stationnaire.
2n+2 2n+2

uz = u, = uq = 3. Conjecture Vn € N*,u,, = 3. Prouvons cette conjecture par récurrence sur n.
Init°:u; =3

Exemple : Montrer que la suite u définiepar::uyg=1letVn € Nu, 4 =

u 3nt6 _ n 3n+6 _ 6n+6
2n+2 ™ 7 2n42 " 2042 2n42  2n+2
CCL : le théoreme de récurrence assure que : Vn € N*,u,, = 3.1l en découle que u est stationnaire.

=3 OK!

Propag® : Soitn € N*. Je suppose que u,, = 3. Alors u, ;1 =

Prop : Une suite réelle bornée est une suite majorée et minorée.
** Une suite est bornée (resp. minorée ou majorée) a partir d’un certain rang est bornée (resp. minorée ou majorée).
**Un produit fini et une combinaison linéaire de suites bornées sont des suites bornées.

Il. Les définitions des limites finies ou infinies.

**Def : La suite réelle (resp. complexe) (u,) tend vers le réel (resp. complexe) L quand n — +oo lorsque :
Ve e R, Ang e N/Vn €N, (n = ng = |u, — L| < o).
On note alors lim u, = L ou encore u, — L.
n—-+o —

n—+oo

Cela signifie que les réels u,, sont aussi proches que je le veux de L dés que n est suffisamment grand. Dans le cas d’une suite réelle ,
on peut remplacer |u, — L| < e paru, € [L — &, L + €]

Def :La suite réelle (u,) tend vers +o quand n —» + lorsque VA € R**,3n, e N/Vn €N, (n = ny = u, = A4).
On note alors lim u, = 400 ou encore u, —— +oo.
n—-+oo n—-+oo

Cela signifie que les réels u,, sont aussi grands que je le souhaite a condition de prendre n suffisamment grand . Attention, une suite
qui tend vers +oo, n’est par forcément croissante.

Def :La suite réelle (u,) tend vers —co quand n — +o lorsque : VB € R™*,3dn, EN/VYneEN, (n > n, = u, <B).
On note alors lim u, = —o ou encore u, — —oo.
n—-+oo n

—+00

**¥Def : e Une suite convergente est une suite ayant une limite finie.

e Une suite divergente est une suite non convergente i.e. une suite de limite infinie ou sans limite .

NB : Trois cas possibles pour une suite réelle u : u a une limite finie ou bien u a une limite infinie ou bien u n’a pas de limite.
Deux cas possibles pour une suite complexe u : u a une limite finie ou bien u n’a pas de limite.

Application soit a €]1,+o[ et b € C/ |b| < 1. Montrer grace aux définitions que lirp a = towet liIP b™ = 0.
n—+oo n-+o




Montrons que VA € R**,3n, € N/ Vn = ny,a™ = A.

. . . In(A
Soit A € R**Soit n un entier naturel. a™ > A S In (@™) = In (A) © nin(a) = In (4) S = %
car a™>0 et A>0 car a>1
et ln strictement croissante doncln(a)>0
In(A
Posonsny = lzgail + 1. AlorsVn = ng,n = m donc a™ = A. Ven conclus que llm a™ = +oo.
Montrons que Ve € R**,3ny € N/ Vn = ng, [b™| < e.
. . 1
Soite € R*™".Soitn EN. [b"| <e = |b|" <& e In(|p|™) < In(e) & nin(jb) <In(e) & > ﬁ
car |b|">0 et €>0 car |bl<1
et In strictement croissante doncIn(|b|)<0
In(e) J In(e) , .
Posons ny = + 1. AlorsVn = ng,n = donc |[b™| < &. Ven conclus que lim b™ = 0.
0~ lin(ioD 0™ = (b L que =0
Exemple : Montrons que : une suite de nombres entiers est convergente sietssi elle est stationnaire.
«évident
= Soit u une suite de nombres entiers convergente de limite finie L. Montrons que u est stationnaire.
1 X . . 1
Posonse = - € R**. Il existe un entier N tel que Vn = N, |u, — L| < -
1 . . .
vn =N, |uper — Unl = |WUps1 — L) — (U — L) < [(upgr = D+ [(up = L)| < > Comme u,, et upqsont entiers et leur distance est strictement

inférieure a 1 dés que n > N, nécessairement Yn > N, u, = uy,1. Ainsi, la suite (u,,) est staionnaire, constante a partir du rang N . J’en déduis que
vn=N,u, =uy =L.

—Démo

Exemples: 1.Montrer qu’il existe un entier naturel N tel que:vn = N, ( l) € [ 3]

car 14250 ln(1+—)
- nln(1+3) "
= e n

In (1+8) _ . ()
= 1donc par composition, lim =
n—+oo

n

Posons u, = (1 + ) .Calculons lim u, :u, = (1 +l) =e 7 .Or, lim

n-+oo n t—0

Ainsi, lirP U, =€ee€ ]E 3[. Alors, comme e € E, 3[, il existe un entier naturel N tel que :Vn = N,u,, € E, 3].
n—-+oo

2. VneN*u, =yntn_21

k=n?
2
Soitn € N*.Vk € [n?,n +n]],‘/#—z+ns \/ﬁ m Donc, 22 ;"m< n_+n n2+ <y +nm
2 _n2 2 _n2
o i < S R e e <
Or, ‘/% +oo ‘/n_ - et :;;_1 +o0 \/n_ . Donc les deux suites qui encadrent (u,), ont la méme limite T_ Jen déduis que (u,) converge
aussi vers \/_E'

3) Soit u et v deux suites réelles telles que : Vn,0 < u, <aet0<wv, < bet lirP Uy, + v, = a + b. Montrer, par encadrement que : lirll I
n—>+oo n—-+oo
a et lim v, =bh.
n—-+oo
vn, 0 S a-u s (a—uy)+B—v)=a+b— (u, +1v,). Alors la suite (a — u,) étant encadrée par deux suites de limite nulle, le

caruysa car b—v,=0
théoréme de limite par encadrement assure que lim a —u, =0 i.e. lim u, =a.
n-+oo n—+oo

Alors comme Vn,v, =a+b—u,, lim v,=a+b—a=0>b.
n—-+oo

lll.  Bornes sup/inf : définition et caractérisation séquentielle

Rappel : Définition d’un maximum et d’un minimum d’une partie. Soit A une partie de R. m est appelé le plus petit élément ou
minimum de A lorsque m minore A et m est élément de A . m’ est appelé le plus grand élément ou maximum de A lorsque
m' majore A et m’ est élément de A . On note, le cas échéant, m = min (4) et m’ = max (4) .

Si A est un ensemble de réels minoré (resp. majoré) alors A n’a pas forcément de minimum (resp. de maximum). ex : A = ]1, +oo[est
minoré par —3 mais aucun minorant de A n’appartient a A . Donc A n’a pas de minimum. Par contre, on constate que parmi tous les
minorants de A4, I'un d’entre eux est plus prés de A que les autres : il s’agit de 1. 1 est le plus grand minorant de A . 1 est appelé la
borne inférieure de A .



Théoreme(admis)-Définition :

1) Si Aestunsous-ensemble de R, non vide et majorée alors I’ensemble des majorants de A admet un plus petit élément appelé
la borne supérieure de A et noté sup (4).

2) Si A estunsous-ensemble de R, non vide et minorée alors I’ensemble des minorants de A admet un plus grand élément appelé

la borne inférieure de A et noté inf (4).

Par définition, si A est une partie de IR non vide et majorée alors sup(A) est le plus petit réel qui majore A.
Par convention : Si A est une partie de R non vide et non majorée, on dira que sup (4) = +oo.

Par définition, si A est une partie de R non vide et minorée alors inf(A4) est le plus grand réel qui minore A.
Par convention : Si A est une partie de R non vide et non minorée, on dira que inf(4) = —oo.

Prop : 1. Si A a un plus grand élément alors A a une borne supérieure finie et sup(4) = max (4).
2. Si A admet une borne supérieure finie et sup(A) & A alors A n' admet pas de maximum.

3. Si A a un plus petit élément alors A a une borne inférieure finie et inf(A) = min (4).

4. Si A admet une borne inférieure finie et inf (4) & A alors A n' admet pas de minimum.

Théoréme de caractérisation de la borne supérieure avec des epsilon :
Va€eAa<M

VeeRY ,3a, €A/ M —¢e<a,.
Va€EAa=>m

Ve e R ,Ja, €A/ m+e>a,.’

Soit M un réel et A une partie non vide et majorée de R. M = supA si et ssi {

Soit m un réel et A une partie non vide et minorée de R. m = infA si et ssi {

Théoreme : Soit A une partie non vide de R.

. L M majore A et
SoitM € RU M = A t
°! {Foo} S e {il existe une suite d’éléments de 4 de limite M.
. . S m minore A et
Seit o € I =l = i) dizsg {il existe une suite d’éléments de A de limite m’

Exercices :
1) soitd={1-2/meN},

vneN,0<1- % < 1. Donc A est bornée, 0 est un minorant de A et 1 est un majorantde A . De plus, 0 = 1 — % € A. Donc 0 = min (4).

Enfin, la suite (1 - %)nEN*est une suite d’éléments de A qui converge vers 1. )’en déduis que 1 = sup(A4). Comme 1 & A, A n’a pas de maximum.
2) Déterminons les bornes sup et infde A = {(—1)" F ﬁ/(p, n) € N*Z}.

A est une partienonvidede R. EtVn e N ,Vp e N*, -1 < (-1)"<1let0< ﬁ < %donc, —-1<(-D"+ ﬁ < ; Donc 4 est bornée. Ainsi, A

admet une bornée sup. et une borne inf. finies.

(—1) minore A . Posons v, = (—1)2"*1 + D" Alors (v,) est une suite d’éléments de A4 telle que : lirP v, = —1. Dong, le théoréme de
n—-+oo
caractérisation séquentielle de la borne sup permet d’affirmer que inf(4) = —1.
Sin impair alors (—=1)" + —~ =1+ <o0si n pair alorsn = 2 donc Vp € N*,1 + I>1+-L1> D"+ —~>o0. Donc, 2 majore A et 2o
p+n p+n 3 p+2 p+n 3 3

(-1?%+ ﬁ € A. Ainsi, sup(4) = max(4) = %.
3) Soit A une partie de R non vide et bornée et A un réel non nul. On définit A4 = {da/a € A}. Justifier que A et 1A admettent des bornes
supérieures et inférieures finies et trouver une relation entre leurs bornes sup et inf.
A une partie de R non vide et bornée donc sup(4) et inf(A) existent et sont finis et Va € 4,inf(4) < a < sup(4).
Alorssi1 > 0, Va € A,Ainf(A) < Aa < Asup(4);etsid <0, Va € A, Anf(A) = da = Asup(A4). Donc, AA est bornée. De plus, A étant non vide, A
contient au moins un élément a,, alors Aa, est un élément de 14 qui est donc non vide. J’en déduis que sup(14) et inf(14) existent et sont finies.
Asup(4) siA >0 . Asup(4) siA<O0
Ainrf)((A)) si 1 <o Stinfd = {Ainrf)((A)) SiA>0
Supposons 4 < 0. Alors Ainf(A4) majore AA et A sup(A4) minore AA. De plus, d’aprés la caractérisation séquentielle des bornes, il existe une suites (u;)

Montrons que sup(14) = {

lim u, = sup(4) lim Au, = Asup(4)
] u, €A notoo M {Aun e A notoo M
et (1) telles que : Vn,{vn €A t { liT b, = inf(A) . Alors, Vn, v, € 14 liT Av, = Ainf(4) ° Donc, (Auy,) et (Avy,) sont deux
n—+oco n—-+oo

suites d’éléments de AA qui tendent vers Asup(4) et Ainf(A).Alors, la caractérisation séquentielle des bornes permet de conclure que Ainf(4) =
sup(AA) et Asup(4) = inf (A4).
De méme on montre le cas 1 < 0.

x+2y

4)  Soit A={x+y+1

/(x,y) € [0,1]2}. Déterminer sup (4) et inf (4).

0+2x0
0+0+1

€ A.

Tout d’abord, A est non vide car 0 =




2 l 1 . x+2y ) , .
De plus, V(x,y)€[0,1] ,0< 1<x+y+1<3 donc 3 < T <let 0<x+2y<3 et par suite,0< porewey < 3.Jen déduis que A est

bornée.
Jen conclus que Sup(A) et inf (A) existent et sont finis. De plus, 0 minore A et 0 € A. Donc 0 = min(4) = inf(4).

. . +2 , . I 2(x+y+1)—(x+2y) +2 .
Soit x € [0,1]. Soit fi: (y » x’:yi’l). f est dérivable sur [0,1] et Vy € [0,1], £ (y) = == (3;;+y+1;2 L2 (x:y+1)2 > 0. Donc f, est strictement
croissante sur [0,1]. Alors f,(1) = maxo 1) f ; autrement dit, Vx € [0,1], f,(1) = % =1 = maxq)fy =max {xx:;zfl /y € [0,1]}. Jen déduis que 1

mjore A et 1€ A. Jen conclus que 1 = maxA = max {%/x € [0,1] et y € [0,1] }

IV.  Autres propriétés essentielles.

NB:
1. lim u, = L= lim |u,| = |L|. La réciproque est fausse pour L # 0. (pour L = 0, on retrouve lim u, = L& lim |u, — L| = 0)
n—+oo n-+oco n—+oo n-+oo
2. Vn,u,’ = e’n"n) Ces suites donnent les FI: 1+, 0°, +000 ... pour lever ces indéterminées, il faut étudier h,, = v, In(u,,).

Exemples :

1)Soient u et v deux suites réelles convergentes. On note M,, = max(uy,, v,) et m, = min(uy,, v,). Justifier que : (M,,) et (m,,) sont convergentes et

exprimer leur limite en fonction de celles de u et de v.

Notons L le limite de u et L’ celle de v.

Up+Up+ Uy —vy|
2

Un+n—[Un—vnl

L+l +|L-L'|  L+L'—|L-L|
2 et

vn, max(uy,, v,) = >

et min(u,,v,) = . D’aprés le théoréme d’opérations sur les limites, comme

Lo L, . L+L'+|L-L'| . L+L'—|L-L|
ne sont pas des formes indéterminées, (M,,) et (m,,) sont convergentes et ler M, = — et 11111 My = ———.
n—+oo n—-+oo

2)Soit u une suite définie par : uy = 3, u; = 1 etVn € N, uy,,, = nu, 1 + 2u,. Montrer que u est monotone a partir d’un certain rang et qu’elle
diverge.
On montre par récurrence double que Vn € N,u, > 0:uy >0, u; > 0et Vn, (Up41 > 0,uy > 0 = uyyp = nuyyq + 2uy, > 0). Alors, Vn €
N*, Upin — Upyr = (0 — 1) upyq + 2u, > 0. Dong, la suite u est strictement croissante a partir du 1. J'en déduis que la suite u admet une limite notée
~s0 >0 >0
Ltelleque L € R** U {+o}. Alors L = lim u, = lim upy; = lim u,q,.
n-+oo n-+oo n-+o
Imaginons un instant L € R*™. vn € N,lun“ =Upyq + Eun. Donc0 = lim lun+2 = lim wupqq +5un =L+ 0.Donc L = 0ce quiest
n n n-+ocon n—+oo n

impossible. Ainsi, L = +oo.

Théoréme de Césaro (SAVOIR REFAIRE et connaitre le résultat) : Soit u une suite réelle, L un réel et v la suite définie par v, = %Zﬁ;é Ug.
- S _ . _ P e _ . _
a. Montrer que : n]_l)I_'r_lmun 0= nl_l)r}_lq) v, = 0.En déduire que : nl_l)r}_lw u, =L= nl_l)rpm v, = L.

b. Montrerque: lim u, = +o0 = lim v, = 4.
n-+oo n-+oo




lerel.T

a. eJesuppose que lim | u, = 0.Soit & € R**.vn, |v,| = |l (Zﬁ:éukﬂ = 2 3 Mgl (+%)
Comme 11m | U = 0, Hno € N tel que : Vn = ng, [u,| < =.Doncvn = ng+ 1,27%C nolukl i }lo; =(n- no) < n—

- -1 -1 - 1 L £
Alors, DoncVn =1y + 1 > 0, Tpzglugel = ey luil + Xic noluk| < 2% luel + n Et o uel < ( Yo Tl +5
noté a

a= Zk o Iukl est indépendant de n, est donc une constante. Par conséquent, 11m —a = 0. Donc, An; € Ntelque:vn > n1,| a| a < g

Posons N = max(ng,ny). Alors ¥n > N,;Zkzolukl < E + 5 = &.Donc d’aprés I’ |nega||te (**),je peux affirmer que VYn = N, |v,| < & Jen conclus que
la suite (v,,) converge vers 0.
e eJe suppose ici que lirP u, = L.€ R (ouC).Posonsa, =u, —Let b, =v, —L.
n—+oo
, : _ , _ _1 -1 _1 -1 Iyn-1; _ 1 -1 _1 -1

Alors d’une part, nl—l>Too a, = 0.D’autre part, b, = v, — L = ;(Zﬁzo w)—L= ;(Z;(I:O ) — gz;ﬁ:o L=— Erdue— L)) = ;(Zﬁzo ax)-
Donc, d’apres ce qui précede, je peux affirmer que liT b, = 0. Cela signifie que lirJP v, = L.

n—+oo n—-+oo

b) Jesupposeicique lim u, = +o.Montrons que lim v, = +o.
n—-+oo n—-+oo

Soit A € R**. Comme lim Uy, = +oo, Elno € Ntelque: Vn = ngy,u, = 24.DoncVn = ny + 1,2’,};}10 Uy = Z;(l;}lo 2A = (n —ny)24.
ne—1 no—1

1 1
keo Uk += Zk nouk 2 - Ykso uk+;(n—no)2A.
nZk=0 7K

=a

Et= anun_(n n")ZA Alors, vn— i Ouk—1

Comme = (n Ng)~4o01, llm —(n ng) = 1 et par conséquent, il existe n; € N tel que : Vn > ny, (n ng) == et par suite, —(n ng)24 == A.
De plus, a = Zk=0 |ug | est indépendant de n, est donc une constante. Par conséquent, IIT ;a = 0.Donc,In, EN/Vn = n,, |Za| < 2 donc
n—+oo

1 A A 3 , . .
Ta> = Posons N = max(ng,ny,n,).Alorsvn = N, v, = -3 + EA = A. Yen conclus que la suite (v,) diverge et tend vers +oo.

PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE : Si deux suites (réelles) u et v ont chacune une limite notée respectivement L et L’ et
qu’ a partir d'un certain rang,u, < v, alors L < L.

Par contraposée, Si deux suites (réelles) u et v ont chacune une limite notée respectivement L et L’ telles que L > L' alors a partir
d’un certain rang, u,, > v,.

MISES EN GARDE :

il ne faut pas confondre cette propriété et le théoreme des gendarmes. Le théoreme des gendarmes permet de prouver (sous
hypothese) qu’une suite converge (et de déterminer cette limite). La passage a la limite dans une inégalité permet de comparer des
limites de suites dont on connait I'existence des limites.

. o (AT 1
Exemples : Soit u une suite définie par : u, = Z’,}zlz.
a. Montrer que u admet une limite.

1 S i .
b. Montrer que Vn, uy, —u, = 7 En déduire la limite de la suite u.

1 . . . -
vn >0, uyyq — Uy, = — > 0. La suite u est donc croissante et par suite admet une limite L € R U {+o0}.
n+1

_ 2 1 n_1
Vn>0ru2n_un—2kr=l1k k= 1k =X n+1k >yt n+12n o=

2n 2
Imaginons un instant que L € R. Comme (u,,) est extraite de u, ]iT Uy, = L et par suite liIP Uy — Usp = L — L = 0. Alors en passant a
n—+oo n—+oo
pasdeFI

car L estréel
la limite dans I'inégalité u,, — u, = E,J'aboutls a I'absurdité 0 > . j’en conclus que L ne peut pas étre réel et ainsi, L = +oo.

V. Comparaison des suites
Comparer au sens (négligeable , dominée ou équivalent ) deux suites, tout comme chercher la limite d’une suite, n’a de sens que pour
n — 4+00. 0n ne précise donc pas toujours que n = +oo .

1. Définitions

Définition Soit u et v deux suites réelles.
1. On dit que u est négligeable devant v (au voisinage de +o0) lorsqu’il existe une suite & telle que: lim &, = 0 et a partir d’'un
n—+oo

certain rang ,u, = v, X &,. On note alors u,, = 0, (V) ouu, = o(v,) ouu = 0(V) ou U, Kiw Vp.
2. On dit que u est équivalente a v (au voisinage de +00) lorsqu’il existe une suite ¢ telle que : lirP @, = 1 eta partir d'un certain
n—->+oo

rang, u, = v, X @,.0nnote alors u, ~,, Uy OU Uy,~V, .

3. On dit que u est dominée par v (au voisinage de +00) lorsqu’il existe une suite b telle que : a partir d’un certain rang ,u,, =

v, X b, et b est bornée, c’est-a-dire lorsqu’il existe un réel M tel que Vn, |u,,| < M|v,|. On note u,, = 0,4, (v,) ouu, = 0(v,) ou
u=0().

Exemple : u, = ln(n -n+ sm(n)) = 2In(n) <1 + (

in (124 22) )~ 2t

Caractérisation : si v ne s’annule pas a partir d’'un certain rang, alors :
Uu
1. u,=o(y,) e lim ==0.

n-+o0 Un )(




2. up~v, © lim In — 1. ATTENTION : U~V & lim u, —v, =0.

n-+oo Un n—+oo

3. u, =0 e (Z) est bornée.

Exemples : 1) Soit u, = Y- k! . Montrer par encadrement que : Uy~ on! .
Soitn € N\{0,1,2,3}, ”—"_z _znz ("-1)! E=Z"‘§§+%+1.

or,vk € [0,n —2],0 <k Donc, 0 < rse zk < ) 2_1 _ "1 _ 1 endécoule que lim 22;55 =0etainsi lim *2=1.Ven
n—-+oo n! n-+o n!

n! n(n 1) Onm-1) nn-1) n

conclus que Uy~ 401.
1. .
- sinpair
2)Soit u la suite définie par Vn,u,, = . Montrons que u,,; et u, ne sont pas équivalentes. Déterminer lim u,.
2 . g g n-+oo
— 7z Stnimpair

(n+1)Z sin pair 4 —(2n+1)?
Unt1 —4an n
Posons t,, = = LAlors, ty, = ———=~410 — et t —_—_

n L y L2n (2n+1)? +o00 2n+1 = 2(2n+2) ~+oo

—n.Donc, lim ty,4q = —c0et lim ty, =0,
n—-+oo n-+o

sin impair
2(n+1) p

Comme (tzy,) et (tyn41) Ont des limites différentes, la suite (t,,) n'a pas de limite. Ainsi, les suites (u,41) et (u,) ne sont pas équivalentes.

1 : . . . . .
Par contre, Vn, Uy, = — et Uppy1 = Comme lim uy,4q = lim uy, =0, lim wu, = 0. Et par conséquent, toute suite extraite de u tend
2n n-+oo n-+oo n—-+oo

-2
(2n+1)2 "
aussivers 0. Ainsi, lim u, = 0.

n-+o

Exemples de référence et autres écritures.
1. u, =000) s u, =0(0) © u,~0 &apartir d'uncertain rang, u,, = 0.
CELA N’ARRIVE QUASIMENT JAMAIS .... Donc vous ne devez jamais écrire a u,,~0.

2 “0(1) désigne une suite de limite nulle et (1) désigne une suite bornée .

Si u,~v, alors v,~u, et on dit que u et v sont équivalentes.

2. Comparaison de suites de référence

Démo

Exercice : redémontrer la propriété précédente en remplagant la condition lim s — par lim %u, = L.
n—-+oo Up n—+oo

Démo

3. Propriétés




e u,~v, etA,~B,etapartird'uncertainrang, 4, # 0 =
e u,~v, etapartird’un certain rang, (u,)%existe = ...........
o S ) ~ggG)et lim uy=a alors fuy) ~sen GCn).
e Sifadmetle DL,(0)suivant: f(x) = ag + a;x + a;x* + - + +a,x? + 0,0 (xP) et nl_1)r+noo u, = 0 alors
vn assez grand, f (u,) = ag + au, + ayu,* + - + +a,u,’ + Ontoo(Un). (C’est un développement asymptotique de la suite

(f () o)

sin (n)

Exemples : 1) Equivalent simpledee » —1:

sin (n =y sin (n .
snm _ ;donc,e n — 1~ e e peux pas aller plus loin !
n-+4+oo N n

2) Equivalent simple de In (cos (%))

lim COS( ) = 1.Dong, In (cos (%)) ~ COS (1) —1.Et lim = 0 ; Doncg, cos( ) -1~ # Ainsi, In (COS (%)) ~— LZ

n—+oo n-+oon 2n
n
n°+n+1
3) Calcul de llm (2 )
n-n+1
(n +n+1) = nl ["z::ﬂ Commen St 1, lim 2 “Antl = 1.Deplus, In (X)~1(X — 1) donc par composition a droite,
n2-n+1/) el t® 2_ B W T p 1 p p

n?+n+1 n?+n+1 2n 2n 24n+1 n?+n+1
n ( ) ~ ( - 1) = ~ o2 =2 Donc nln( ) 2.Donc llm nln( ) = 2. Et ainsi
n2-n+1) T®\nz2-n+1 n2-n+1 t®np2 " n ’ n?2-n+1) T n+1 ’

lim (n2+n+1)n — 2
n—+oo \n2-n+1 .

4) Trouver un équivalent simple de t,, = (

n2+n+1)n
n?+n-1

n?+n41\" it

Et h, = nln [n2+z+ﬂ n[lnn?+n+1]—Inn?+n—-1]] = {ln[n (1+ +ni)]—ln[n (14—%—%)]}

o =nf{2In@) +In(1+2+2) -2 —In (1+2- D} =ndm| 142+ 2 | —mf14+(2-2
= =

2
Comme lim u, =0= lim v,etln(l+¢t) =t—=+t2e(t) tq lime(t) = 0,
n—+oo ) n-+oo 2 t—0 )
In(1 +uyp) = uy, — % +u2e(uy) et liT e(uy) =0etIn(l+vy) = v, — % +vie(vy,) et lir}:l e(vy) =0.
n-+oo n-+oo
1,1 1 1 11 1 1
De plus, U, =;+—etu,21 =F+O+°°(_) et v, =;—§etv,% =P+0+°°(F)'
11 1 2 1
Done, hy = n {1+ 5 =55 (7 =) 5+ o (@)} =2 +o (3) o)
00— - Aol =142 1 NSi, ty~ 100 =
Donc, Comme nl_l)I_Pw; +o0 (;) =0= nl_lﬂloohn etel =1+t+o4(t),e =1+-+o0 (n).Et insi, tn~ oo+
5) Soita € [0,1] et u la suite définie par: uy = aetVn € Nu, ., =1+ % Montrer que u tend vers 1 et u, — 1~ %
Tout d’abord , on remarque que Vn € N, u,, € [0,2]. En effet, (init) up = a € [0,1] et uy = 1+ a € [1,2] . (Propag) Fixons n € N*; alors ,u,, €

[02] =2 upy =1+ % € [1,1 + ﬁ] c [1,2]. Le théoreéme de récurrence simple permet alors de conclure.

carnz1
1 . Uu .o . Y . .
La suite u est donc bornée ; comme lim — =0, lim —= = 0 etainsi, lim u,,; = 1 ce qui signifie aussique lim u, = 1.
n-+oon+l n-+oon+l n-+oo n-+o

1 et ainsi, u 1 E
+oon » Un + 0o n-

Ensuite, Vn € N*,u, — 1 =222 Or, lim u,_q = 1i.€. Up_q~4o0l.
n n—+oo
6) Déterminons un équivalent simple de u,, = tan G aF %) —1.
Soit f(x) = tan G + x) f est dérivableenOet f'(0) = 1 + tan? G) =2 # 0.Donc, f(x) — f(0)~y2(x — 0) i.e. tan G + x) — 1~¢2x.
1 T, 1 2
Comme nl_l)I;I—loo; =0, tan (Z + ;) — 1~0;.

VI. **Suites de nombres complexes ou suites complexes.

**Def : La suite complexe (u,) tend vers le nombre complexe L quand n — +oo lorsque :
Ve € R, 3n, e N/Vn €N, (n = ny = |u, — L| < £).0n note alors 11m u, = L ouencore u, — L.

n-+oo

NB : Une suite complexe n’a pas de limite infinie.

**Prop : u,, tend vers le complexe L qd n — +oo sietssinl_i)rlloo Re(u,, ) = Re(L) et nl_i)ll‘loo Im(u,, ) = Im(L). Démo.

**Prop : Toutes les définitions ou propriétés étoilées (**) sont valables pour des suites complexes. Toutes les propriétés nécessitant la
monotonie ou caractere majoré ou minorée d’une suite réelle ne sont pas valables pour les suites complexes.

**SAVOIR REFAIRE Soit u une suite complexe, L un complexe et M un réel tel que M € [0,1[ et Vn € N, |u,.1q — L| < M|u,, — L| . |



Montrer que lim u, = L.
n—-+oo

Démo : On montre facilement par récurrence que Vn € N, |u,, — L| < M™|ug — L|. Comme lim ¢, = 0, le cours assure que lim u, =L

&n

VIl. Suites extraites

**Def : (v,) est une suite extraite de la suite (u,) lorsqu’ il existe une application strictement croissante ¢: N — N telle que :
YN, Uy = Upmy

NB : Nécessairement, une telle fonction ¢ vérifie : ¢(n) = n.
Exemples: les suites (U,11), (Uzy), (Uzni1), (Uy2) sont extraites de (u,,).

**Théo : Sila suite (u,,) tend vers L alors toute suite extraite de (u,,) tend aussi vers L.

Exemple : Etudier la convergence de u,, = 2™ + (—2)" sin (n g)
_ 92n _9\2n T\ _ gn
Upy = 2™+ (=2) sm(an) 4 —o 1

Uinaz = 24741 + (=2 sin (40 + 1) g) =2Xx16"=2%16" =0 —— 0.

Comme deux suites extraites de u n’ont pas la méme limite, u n’a pas de limite.

La réciproque est vraie d’apres le théoréme suivant :

**Théo: ( lim u, = L) sietssi ( lim u,, =Let lim uy,,q =L).
n-+oo n—+oo n-+co

De méme, lim u, =L sietssi lim us, =L = lim uz,,; = lim uz,,.
n—+oo

n—+oo n—+oo n-+oo

Exemples : 1) Montrer que si u est croissante telle que lim u,, = +ooalors lim u, = +oo.
n-+o n-+oo
Soit u une suite réelle croissante telle que lim u,, = +0. Alors comme u est croissante, lors Vn, u, < uyn41. Or lim u,, = +00.Doncle
n—+oo n—+oo
théoréme des gendarmes assurent que lim u,,,q = +oo. Les suites extraites (U,,41)et (Uyy,) ayant la méme limite, u tend aussi vers cette limite
n-+o

communei.e. lim u, = +oo.
n—+oo

2) Montrer que si (uyy,), (Uzy) et (uz,41) convergent alors (u,,) converge.

Soit u une suite telle que : (Uyy,), (Usy) et (Uzneq) cOnvergent.

Notons L la limite de (uy,,), L, la limite de (usy) et L3 la limite de (uzp41)-

La suite (ugy) étant extraite a la fois de (uy,) mais aussi de (ug,) tend a la fois vers L, et vers L,. Par unicité de la limite d’une suite, L; = L.

La suite (ugp43) étant extraite a la fois de (u,y,41) mais aussi de (uz,) tend a la fois vers Ls et vers L,. Par unicité de la limite d’une suite, L3 = L,.
J’en déduis que L; = L,. Les suites extraites (Uy,41)et (U, ) ayant la méme limite finie, u converge aussi vers cette limite commune i.e. nliTm U, =

L]_ =L2 =L3.

VIIl. Suites adjacentes . -

Déf.: Deux suites réelles u et v sont adjacentes lorsque I’une est croissante , I'autre est décroissante et u — v tend vers 0 .

Représentation :

, ' - — — . :
LI e M 'S
Théoréme :

1. Deux suites adjacentes sont convergentes et de méme limite.
2. Siu et v sontadjacentes de méme limite L telle que u croissante et v décroissante alors : Vn € N,0 < v, — L < v, —u, et
V(n,p) EN? upg Suy < Sy SUpy - SL< o vpy S <o Sy S

. 1 1 .
Exemples 1) Soit Vn,u, = Y2% = , v, = Zﬁzlm . Montrer que u et v sont adjacentes .

k nk ’
on 1 1 1 1 1

Uy =T = o —— +—etv =—+-t+—=u,—-<uu.Donc,v, —u, = —-—>0.

n z:"—”k n ' n+1 nT o4 2n noop n 7 n n n-+oo

Comme Vn, v, < 0, montrons que u décroit et v croit.

n+1_ 1 n+1 n+2 1 ( 1 1 1 ) 1 1 ;

V. = = + ——)=v, + - = v,. Donc v est croissante.

nt+l k=1 ni1)+k k= 1n+(k+1) Z 2 n+j 21 1n+] 2n+1  2n+2  n+1 n 2n+1  2n+2 n
20 car

2n+1<2n+2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Un+1 — Un (v”“ + +1) - (v" + Z) U1 T U T T I T o T 2nez  n  ntl el 2t n yriawrey 20 n
2(n+Dn+2n+Dn-2n+1)(2n+2) -2
2(2n+1)n(n+1) T 2(2n+)n(n+1)

J'en conclus que u et v sont adjacentes.
1) Soit Vn € N*,u,, = ( i 1\/_) 2Vn etw, = (22:1\/%) —2Vn+1.
a) Montrer que u et v sont adjacentes .
b) Donner une valeur approchée de la limite commune 8 10! preés par défaut.

< 0. Donc u est décroissante.




c) Trouver un équivalent simple de S,, = Z;;l\/%.

a)VvneN, v, —u, =2n—-2vn+1 = \/_N_ donc lim v, —uy = 0.De plus Vn € N, u, = v,. Montrons que u décroit et v croit. Soit n € N.

_ _ n+1 1 _ 2 _ 2 _ 2
tna —un = (IR 1{) vn+1 (’HW)+2‘/— Jrt ¢—+f‘m+¢m T <0

n+1 n
2 2 2
Vpyr — Vp = —|-2vn+2- E +2Vn+1 = - >0
nl ot (;Vk) <k=1\/k> \/n+1 CVnt2+vVntl Vnti+vntl Vnt2+Vntl

Donc, u décroit et v croit. Je peux donc conclure que u et v sont adjacentes et convergent donc vers une méme limite finie notée L.

b) vneNvy, <L<u,.Donc,0<L—-v,<u,—v,= 2 Donc v, est une valeur approchée de L 3 1071 prés par défaut dés

\/th \F
que n vérifie = < 107, Or, =< 107! & Vn = 10 © n = 100. Ainsi, v, est une valeur approchée de L a 10! prés par défaut. On

W - ! «F -
calcule vy trés facilement avec le programme en python ci-dessous :

1 from math import*

2 s=0

3~ for i in range (1,101):
4 s=s+(1/sqrt(i))

5

print(s-2*sqrt(101)) Réponse : -1.51 .

c) ( n 1\/_) 2vn = u, = L + 04(1). Donc, ( n 1\/_)—2\/_+L+o+00(1) :;:0 2+/n.
nlir}le+o+w(1)=L
et lim 2\n=+w
3. Soit Vn, S, = Zﬁ=1% JUp = Zz:l% —In(n) etv, =XrZ] 1— — In(n).
a) Montrer par encadrement que lirll Sp = +oo. (on pourra montrer queVk > 1, F11 <Iln(k+1) —1In (k) < %)
n—-+oo
b) Montrer en utilisant les suites u et v qu’il existe un réel y (appelé constante d’Euler) tel que : S, = In(n) + y + o(1).

c) Déterminer une valeur approchée de y 3 1072 prés.
o 1
Lk=1 kQk+1)’

a) Soitk € N*.vx € [k, k + 1],& < )1—6 < % Donc, fkk k+1 fkﬂ Ldx < fk+ ! < [In()]¢*
Ainsi, Vk € N* — < ln(k +1) —In (k) <+
Soitn € N*. Vk € [[1 nl] o< In(k+ 1) —1In (k) < %donc Yhe 1k+1 < Yrziln(k +1) —In (k)] < 27(,1=1%- Donc,

g 1 xS In(n+1) — ln(1) < Zk=1; ie. S,—1+ n%l <In(n+1) <S,.Comme nl_i)r&gln n+1) = +W,nETan = +o0.

d) Calculer la limite de T;, =

R‘lr—k

b) Montrons que u et v sont adjacentes : Vn € N*, v, < u,.Donc prouvons que u est décroissante et v est croissante et lirp Uy — v, =0.
n—-+oo

Soitn € N\{O 1}

Uy — Uy = =—In(n) — [Z = — ln(n) ] — Dong, nl—i>Too Uy, — v, = 0.
Upyy — Uy = "“1 —In(n+1) - [Z =—1In(n) ]
\1xzo,ln(1+x)zx—"2—2
un+1—un=ﬁ—ln(n+1)+ln(n)=ﬁ—ln(1+%) 2 ﬁ—(i—z—;)=ﬁ—%+z—iz=%_0 Donc, (uy) est

décroissante.
Vx>0,In(1+x)<x
Vni1— Vn = D= 1— —In(n+1) - [ n 1 1 —In(n) ] ==—In(n+1)+In(n) ==—1In (1 + —) N 0.Donc, (vy,) est croissante. J’en
déduis que u et v sont adjacentes. Par consequent, uetv sont convergentes vers une limite commune y.
Alors, Uy, =y + 010(1)ie. Sp —In(n) = ¥ + 040(1). Etainsi, S, = In(n) + y + 046 (1).
c)VneN*, v, <y <u,donc0<y-—-v,<u =l Ainsiy—vn<10‘2désquel< 10‘2.Or,%S 1072 & n = 100.

Donc, v4p. est une valeur approchée de y par defaut a 10 pres. Calculons numerlquement V100"
- ©.5722087331651529

1 r math import*
2 wv=1
3~ for i in range(2,108):
4 v=v+1/i
S wv=v-log(1e@)
6 print(v)
1 2 1 1 1 1
AT =Fhey == Ty~ = Tp 28 ——=§ —z(s - ”_——1)
) n Zk_lk(2k+1) k=1 (2k+1) k—lk k= 1(2k+1) n 2n+1 Zk—lzk

1 1
To=Sn+2=2(Sene1 =3 8pcry ) = Sn+2 = 2(Sane —350) = 2+ 205, — Sana)
Tpn=24+2(In(M)+ y+e&,—In@2n+1)— y—&pe1) =2 —2In (2 +%) + 2(&p — €2n+1)

Comme lim ¢, =0, lim &,,; = 0.Donc, llm T, =2 —2In (2).

n—-+o n—-+o
Vérifions numériquement ce résultat :
= £ ,UNA;T e -5.8000125035865084e-086

for i in range(1,100000):

vl (1420 1)) \
v=v-2+2*log(2) O

prin ,( v)

awvEwN e

Théo . Soit x un réel. Vn € N, on pose : u, = 107"|10™x] et v, = 107™|10"x] + 107™.
Alors, vn,x — 10" <u, <x<v, <x+107"

Les suites u et v sont adjacentes de limite commune x .

U, est appelée la valeur décimale approchée de x a 10 " pres par défaut.




vneN, v, —u, = (%)n .Comme |%| <1, nl_lﬂlm vy, —u, = 0.De plus Vn € N, u,, < v,. Montrons que u croit et v décroit.
Soitn € N. upyq — Uy = 10-HD| 10+ Dy | — 107[107x| = 10~V (|10 Vx| — 10[10™x]).
Or, |10™x] < 10™x < |10™x| + 1 donc, 10{10™x| < 10™*1x < 10|10™x]| + 10. Lentier 10|10™x| étant inférieur & 10™*1x, je peux affirmer que
10]10™x] < [10("“)3{] puisque [10("+1)x] est le plus grand entier inférieur 3 10™*1x. )'en déduis que U, .1 — Uy = 0. Ainsi, u croit.
Soitn € N. V41 — v, = 107 D10+ Vx| + 10D — 1077[10x] — 107" = 10~V (|10+ Vx| + 1 — 10[10™x] — 10) =
10~ ™D (|10 Vx| — 10]10™x] — 9).
Or, 10[10™x] < 10™1x < 10]10™x] + 10. Lentier 10]10™x| +10 étant strictement supérieur & 10"*1x, je peux affirmer que |10+ Vx| + 1 <

10/10™x] + 10 puisque [10("+1)xJ + 1 est le plus petit strictement supérieur & 10" 1x, Attention, quand on passe 3 la limite

Jen déduis que [10("+1)xJ < 10]10™x| + 9 et par suite que v, 41 — v, < 0. Ainsi, v décroit. dans une inégalité, I'inégalité stricte
Je peux donc conclure que u et v sont adjacentes et convergent donc vers une méme limite finie notée L. entre les suites devient large sur les
Montrons que L = x: : limites ( le passage a la limite ne

vn € N, [10"x] < 10™x < [10™x] + 1 doncVn € N,10™"[10"x] < x < 107*[10"x]| + 10 " i.e. up, < x < v,.  CONserve pas les inégalités strictes)

Les trois suites de cette inégalité ayant une limite, je peux passer a la limite dans cette inégalité et j'obtiens : L < x < L. Ainsi, L = x.

Conségquence . Tout réel est la limite d’une suite de nombres rationnels et d’une suite de nombres irrationnels.

Théoreme des segments emboités: Soit (I,,)une suite de segments telle que : Vn € N, I, € I, et la longueur de I,, tend vers 0.
Alors il existe un unique point commun a tous les I,,.

IX. Suites explicites

Def : Une suite u est dite explicite lorsqu’on connait le terme général u,, en fonction de n i.e. on connait une expression de u,,.

Exemples : u, = (—1)"n! ouu, = % "k —1)(2k)

Parmi ces suites, on trouve les suites de la forme u,, = f(n) ou f fonction de Rdans R.

Prop : Soit L un réel ou un infini et u telle que : Vn,u,, = f(n) ou f fonction de R dans R .
e SiL= lim f(x)alorsL = lim u,.
x>+ n-+o

e Sif est monotone alors u est monotone de méme monotonie que f.
e Sif est bornée alors u est bornée.

NB : pour I'étude de ces suites u,, = f(n) , on pourra donc étudier f. Lorsque vous définissez f , indiquer clairement que sa variable
est réelle en I'appelant x et non n, de fagon a étre autoriser a dériver f.

n
Exemple : Soit A = {(1 I %) /n € N*} . Déterminer supA et infA.
par def®
N 1\" N~ L 1
Posons Vn € N*,u,, = (1 + ;) etVx € [1,+oo, f(x) = (1 + ;) = exm(Hx) et h(x) = xIn (1 + ;).

L. , 1 x 1 1 1 t?
= - = - —(— > S
h est dérivable sur [1,+o[ et Vx € [1,+oo[,h'(x) =1n (1 + x) o 1% In (1 + x) (Hx).Or, vt =>0,In(1+¢t)>t > Donc, Vx €
, 11 1 x1 ) . . " _
[1,+0o[,A' (x) = i ve Rl e T > 0. Par conséquent, h est strictement croissante sur l'intervalle [1, +oo[ donc f = exp o h est

strictement croissante sur l'intervalle ] —1, +oo[ (comme composée de fonctions strictement croissantes). J’en déduis que la suite u est aussi

. . , p . 3 . ) , . .
strictement croissante. Il en découle que inf(4) = min(4) = u; = S sup(4) = lim u, et enfin A n’a pas de maximum. Calculons lim u, :
n—-+oo n—-+oo

car 1+3>0 in(1+7) )

1\" n(1+= I . In(1+t . . In@+) o .
Uy, = (1 + —) = "( n) =e n .Or lim22*9 — 1donc par composition, lim — = 1. Ainsi, sup(4) = lim u, =e.
n 0 t n—+oo n—-+oo

t—

X. Suites récurrentes

Def : Une suite u est dite récurrente lorsqu’il existe p € N* tel que u vérifie une relation qui exprime u,,,,, en fonction de
Un, Unt1s - Unsp—1 - Une telle suite est dite récurrente d’ordre p.
Dans ce cas, pour déterminer les valeurs de tous les termes u,, il faut et il suffit de connaitre les valeurs de ug, uy, ..., Up_1.

NB : Une suite est récurrente d’ordre p et entierement définie par la relation de récurrence et les valeurs de ses p premiers termes
Ex : Soit u la suite définie par : Vn € N*, u,,, 3 — n%up,; + In(n)u, = Vnetu; = 0,u, = 1,u; = —1. Calculons u, et us.
Déterminons une autre suite vérifiant la méme relation de récurrence .

Parmi ces suites récurrentes, on retrouve les suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques, récurrentes linéaires
d’ordre 2, périodiques, récurrentes d’ordre 1 de la forme u,,,; = f(u,)... Cf ci-dessous !

Xl. Suites arithmétiques , géométrigues — arithmético-géométriques (Rappel

Def : (u,,) est une suite arithmétique lorsqu’ il existe un réel ou complexe b tel que :¥Yn € N,u,,; = u, + b . b est sa raison .
—_

relation de
récurrence




Prop :Soit (u,) est une suite arithmétique de raison b . Alors Vn € N, u, = u, + nb
expression explicite
—oosibréeletb <0
lim u, = Uy sib =0 et Yi_our = (n+ Dug +

n(n+1) b
N 2
e +oosibréeletbh >0

Def : (u,,) est une suite géométrique lorsqu’il existe un réel ou complexe a tel que :¥n € N, u,,; = au, . a est sa raison .

Prop : Soit (u,) est une suite géométrique de raison a . Alors Vn € N, u,, = uga™

Osilal<1 s
lim uw, = Upsia=1 et YP_ou, = _l—laa upsia +1
n = T LT k=oUk =3 1-
n--+oo sgn(ug)o siaréel et a > letuy # 0 (2 + Dugsia = 1

n'existe pas siaréelet a < —1

Def : (u,,) est une suite arithmético-géométrique lorsqu’ il existe deux réels ou cpxes a et b tel que :vn € N, u,,,; = au, +b.

Méthode : On cherche alors LE réel L tel que : L = aL + b (i.e. la suite constante qui vérifie la méme relation de récurrence) puis on
montre que la suite (u, — L) est géométrique de raison a. On peut alors écrire que : u, — L = a™(uy — L) .

XIl. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Théo (admis pour I'instant) :

On cherche toutes les suites (hy)nen € CNvérifiant Vn € N, hy,,, + ah,q + bh, = 0ol a et b constantes.

Suite complexe :Soit a et b deux complexes fixés. Posons (e.c) : 72 + ar + ¢ = 0 équation caractéristique

Si A,.# 0i.e. (e.c) adeux solutions complexes distinctes r; et 5, alors les suites (h,) ey € CN vérifiant Vn € N, h, ., + ah, . +
bh, = 0 sont les suites de la forme (ar{* + B3 ) en telles que a et B deux constantes complexes.

SiA, .= 0i.e.(e.c)a une solution complexe double 7, alors les suites (h,)neny € CVvérifiant Vn € N, by, + ahpyq + bhy, =

0 sont les suites de la forme ((a + fn)r§ ) ey telles que a et f deux constantes complexes.

Suite réelle : Soit a et b deux réels fixés . Posons (e.c):r> +ar +c =0 .

Si A, > 0i.e.(e.c)a deux solutions réelles distinctes r; et 1 alors les suites (h,) ey € RN vérifiant Vn € N, h,,,, + ah,+; + bh, =
0 sont les suites de la forme (ar{* + 13 )nen telles que @ et B deux constantes réelles.

SiA, .= 0i.e. (e.c)a une solution réelle double 7, alors les suites (h,),cy € RN vérifiant Vn € N, h,,,, + ah,,, + bh,, =

0 sont les suites de la forme ((a + 1)1 )nen telles que a et f deux constantes réelles.

SiA, < 01i.e.(e.c)adeux solutions complexes conjuguées r = pe'® et 7 alors les suites (h,) ey € RN vérifiant Vn € N, h,,,, +
ah, .1 + bh, = 0 sont les suites de la forme ((acos (n8) + Bsin (n6))p™ ) ey telles que a et B deux constantes réelles.

Rque : les constantes a et f§ se déterminent grace aux valeurs des deux premiers termes de la suite : hy et h;.

Def : (u,)est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants lorsqu’ il existe deux réels a et b et une suite v telle
que:Vn € N, u,,, + au, 1 + bu, = v,.

NB : Une telle suite est entierement définie par la relation de récurrence et ses deux premiers termes .

Prop : Soit deux réels a et b et une suite v. On note E I'’ensemble des suites u vérifiant : Vn € N,u,,,, + au,+; + bu,, = v,. S'il
existe une suite t telle que : Vn € N, t,,,, + at,, .1 + bt,, = v, alors les suites éléments de E sont toutes les suites de la forme:
(t, + h,) ou h est une suite vérifiant vn € N, h,,, + ah,,,; + bh, = 0.

Méthode pour étudier (u,,),cy € RN tq Vn € N, u,,, + au, ., + bu, = v,.
1. Limite:siL = lim u,etl’ = lim v,etL + aL + bL n’est pas une Fl alors L + aL + bL = L'.

n—-+oo n-+o

2. Expression explicite de u :
a. Jecherche une suite t particuliére vérifiant Vn € N, t,,,, + at,,1 + bt, = v,. Bien souvent t «ressemble» a v.
b. Japplique le théoréeme précédent pour donner toutes les suites h vérifiant: Vvn € N, h,,,, + ah, .1 + bh,, =0
c. Lasuite u est alors de laforme : u = h + t. (Cf chapitre application linéaire § équations linéaires)

Exemples

1. Soit (Up)pey € RN/ug=1etu; =1VYn € N, up,p + 2upyyq + 4u, = 0. Déterminer u, en fonctionden .
2. Trouver toutes les suites réelles vérifiant : Vn € N, uy, 5 + 2up 1 + up, = e™ +n.

3. Déterminer toutes les fonctions f: R** — R** telles que : Vx > 0, f(f (x)) = 6x — f(x).

Soit (Up)ney € RN/ug = 1et uy = 1Yn € N, upyp + 2Upyq + 4u, = 0. Déterminer u, en fonction den .




L2T
Posons (e.c):r* 4+ 2r +4 =0.Alors A y=4— 16 = —12 = i2223" = (2\/§L’)Zet les solutions de (e.c) sont 1, = —1 +ivV3 =2e's et 1, =

—1 — iv/3. Dong, il existe deux constantes réelles a et f telles que ¥n € N, u,, = (acos (ZnTn) + Bsin (2%)) 2" Deplus,ug=1=aetu; =1=

(acos (2?”) + fsin (2?”)) 2= (—% + ﬁ‘/;) 2.Donca=1etf = \/2—3 Ainsi, Vn € N,u, = (cos (2%) F %sin (ZnTn)) 2"

La suite u est divergente car (us,) et (Uzn42) tendent respectivement vers 4-co et —oo,

Trouver toutes les suites réelles vérifiant : Vn € N, uy, 5 + 2upy1 + up, = e™ +n.

ECherchons d’abord Trouver toutes les suites réelles (h;,) vérifiant : Vn € N, hy, ., + 2h, 41 + h,, = 0.

Posons (e.c): 72 + 2r + 1 = (r + 1)% = 0. Alors les suites (h,,) recherchées sont les suites ((a + 1) (—1)™) nen-

BMune suite v vérifiant : (*)Vn € N, v, + 2v,,,1 + v, = e™. Cherchons cette suite de la forme v, = ae™ tq a cste réelle. Alors Vn € N, v, +
2Vp4q + Up = ae™? + 2ae™t! + ae™ = (ae? + 2ae + a)e™. Donc pour que v vérifie (), il suffit de choisir a tel que ae? + 2ae + a = 1. Donc,

a= L =—1_ convient
T e2+2e+1  (e+1)? '
ECherchons une suite w vérifiant : Vn € N, u,, 5 + 2u,41 + U, = n . Cherchons cette suite de la forme v, = an + b tq a, b cstes réelles. Alors
Vn € N, v+ 2Up41 + v, =a(n+2)+ b+ 2a(n+ 1)+ 2b +an + b = 4an + 3a + 4b. Donc pour que v vérifie (), il suffit de choisir a et
1

b tels que {3a4+a4=b 1= oPone, . _"iconviennent.
16
BCCL : les solutions de notre probléme initial sont toutes les suites ((a + fn)(—1)™ + (ei1)2 + % (4n — 3))nen-

Déterminer toutes les fonctions f: R*™* - R*™ telles que : Vx > O,f(f(x)) = 6x — f(x).

Analyse : supposons qu'il existe une fonction f: R** — R** telles que : Vx > O,f(f(x)) = 6x — f(x).

Soitx > 0 et ug = x et Vn € N,up .1 = f(uy,). On montre facilement par récurrence que Vn € N,u,, existe et u, > 0. Alors, Vn € N,f(f(un)) =
6u, — f(up) i.e. Upqp + Upyq — 6U, = 0. Posons (e.c):r% +r — 6 = (r — 2)(r + 3) = 0. Donc, il existe deux constantes réelles a et B telles que
vn € Nu, = a2™ + f(-3)™

Montrons par I'absurde que 8 = 0. Imaginons un instant que 8 # 0. Alors comme |—3]| > |2], 2™ = 0_,((—3)") et par conséquent, puisque 8 # 0,
Up~1+00f(—3)™. Cela implique que u, change sans cesse de signe quand n — 4o puisque c’est le cas de son équivalent. Or c’est impossible puisque
vn € N,u, > 0.Jen déduis que § = 0 et Vn € N,u,, = a2™ De plus, @ = uy = x donc Vn € N, u, = x2™. En particulier, f(x) = u; = x2! = 2x.
CCL® de I'analyse : la seule candidate solution de notre probléme est la fonction (x — 2x).

+x +*
Syntheése : Soit f: R™ >R .AlorsVx > 0, (%)) = f(2x) = 2(2x) = 6x — 2x = 6x — f(x) OK! Donc f est solution et d’aprés I'analyse f est
x> 2x

I"'unique solution de notre probleme.
Remarque : Vn € N*, f o f o f ....0 f existe et est une fonction de R**dans R™* et Vn € N*,u,, = fo fof ..o f (x).
A L )

n fois n fois

Xlll. Suites périodigues

Def : (u,) est une suite périodique lorsqu’ il existe un entier naturel p non nul tel que : Vn € N, uy,,;, = u,. p est une période de u.

NB : Une suite p —périodique est une suite de la forme u = (ao, Ay, Az, vy Ap_q, Ao, A1, Q) wev v, Ap_q, Ag, A1, Az, e+, Ap_1, ) ie.u=
_ 1sin=1
aot® + a,u™ + a,uP+.. +ap_1u(p Douu® = (ug))neN telle que u = {0 ZZ + l{g}
asin = 0[3]
Ex : les suites 3-périodiques sont les suites de la forme Vn,u,, = {b sin = 1[3]i.e. de la forme:
csin = 2[3]
u=(a,b,c,a,b,cab,c,a,..... )=au® + bu® + pu®
1sin = 0[3] 0sin=0[3] 0sin=0[3]
ouvn, u® ={0sin=1[3],ul® ={1sin=1[3],u'® ={0sin=1[3].
0sin = 2[3] 0sin = 2[3] 1sin = 2[3]

Propriétés : Toute suite p —périodique prend au plus p valeurs distinctes, est bornée et ne tend jamais vers I'infini .
Une suite périodique est convergente sietssi elle est constante.

XIV. Suites récurrentes vérifiant une relation de la forme : u,,, 1 = f(u,)

Soit f une fonction de R dans R définie sur D . Soit u une suite réelle telle que : Vn € N,u,,1 = f(uy,).
On dit que u est une suite récurrente associée a f .
Alors Vn € N, uy,03 = f o f(Uzpe1) €8V €E N Uy, yn = f o f(Uyy,) ie. (Uyy,) et (Uznyeq1) SONt récurrentes associées a f o f.

1) Définition de u : pour que u soit bien défini il faut et il suffit que :_vn € N,u,, € D.

Prop: Si f(D) c D etuy € D alors Vn € N,u,, € D et u est bien définie .

Désormais, f(D) c D et uy € D donc u est bien définie .
Conséguence : Si D est bornée ou f est bornée (resp. majorée, minorée) sur D alors u est bornée (resp. majorée, minorée).




2) Limites possibles de u :

Prop:SiL = lim u,et L' =lim f(x) alors L = L.
n—-+oo x—-L

En particulier , Si lirll u, = L réel et f est continueen L alors L = f(L) i.e. L est un point fixe de f.
n-+oo

Conséquence : Si f est continue sur D et Vn € N,u,, € D alors les limites possibles de u sont les points fixes de f dans D et les bords
de D qui n’appartiennent pas a D.

3) Monotoniede u:

Prop : Si f est croissante alors u est monotone (croissante si u; — uy = f(ug) — Uy = 0 et décroissante siu; — ug < 0 et lorsque u,
n’est pas connu, on étudie le signe de g(x) = f(x) — x en fonction de x pour connaitre le sens de monotonie suivant la valeur de u,.

Prop :Si f est décroissante alors les suites extraites (uzy,) et (Uzn41) SONt Monotones de monotonie contraire.
Lorsque la valeur de u, n’est pas connue, on doit étudier le signe de h(x) = f o f(x) — x pour connaitre le sens de monotonie.

lllustration :

4) Casou f est contractante i.e. lipschitzienne de rapport M € [0, 1[.
Etapes et preuve a connaitre :

Def : f est lipschitzienne sur D lorsqu‘il un réel M tel que pourtous a et bde D, |f(b) — f(a)| < M|b — a| . M est |le rapport de
Lipchitz de f. f est contractante sur D lorsqu‘il un réel M € [0,1[ tel que pourtous aet bde D, |f(b) — f(a)| < M|b —a] i.e.
lorsque f est lipschitzienne de rapport strictement inférieur a 1. NB : toute fonction lipschitzienne sur D est continue sur D.

A savoir démontrer : si f est contractante sur D, de rapport M et L est un point fixe de f dans D alors L est I'unique point fixe de f sur
D et liIP U, =L etVn,|lu, —L| < M™|u,—L]|.
n—-+oo

Exemples :
1) Soit u une suite définie par : uy réel et Vn, u, 1 = \/Tunz Etudiez la convergence de u et trouvez-en un équivalent simple.
2) Etudier la convergence de u telle que : Vn, U1 = u2 + u, etuy, = aréel. lllustrer ce résultat.

3)Soit u la suite définie par : ug € [0, TZ—I] et VneN, u,,, = sin (u,) . Montrer que u converge vers 0 .

4) Etudier la convergence de u telle que uy = 0 et Vn € N, u, 1 = In(1 + 2uy,). lllustrer ce résultat.

5) Soit u la suite définie par :uy € E,z] etVneN,u, . =1+ %sinui .

n

a) Montrer que u est bien définie et que u n’ a qu’une seule limite possible notée 1 .
b) Montrer que (uyy) et (Uzn+1)sONt monotones et convergentes.
c) Prouver la convergence de la suite u.
P+
d) Montrer que |u, — 1| < (5)
e) Ecrire un programme en python qui prend en entrée un réel € > 0 et qui retourne une valeur approchée de A a € pres.
Soit u une suite définie par : u, réel et Vn, u,,q = +/1 + u,, 2. Etudiez la convergence de u et trouvez-en un équivalent simple.

On miontre facilement par un récurrence simple que Vn > 1,u, > 1. De plus, u2,; —u2 = 1 > 0. Donc u,,; > Uy, et la suite u est strictement
croissante. Donc u admet une limite L , réelle supérieure a 1 ou égale a +oo.

Imaginons un instant que L soit réelle. Alors L = nl—i>Too Upyq = nlierJl +u,’= \/1 + L%. Donc L? = 1 + L? ce qui est impossible. Par conséquent,
L = +oo.

vn € N,u2,,; —u2 = 1.Donc, ¥n € N, ¥p=3(uz,, — u2) = X151 Donc, u2—u2 = n. Ainsi, u, = Jn+uz~yn.

Etudier la convergence de u telle que : Vn, u,,; = u2 +u, etuy = a réel. lllustrer ce résultat.




vn, u,, existe et Vn, Upyq — Uy = u2 = 0. Donc, (uy,) est croissante donc a une limite L réelle ou L = +oo,
Si L est finiealors L = lirP Upy1 = 11r}_1 u? + u,, = L? + L et par suite L? = 0 donc L = 0. Ainsi, 0 et +00 sont les seules limites possibles de u.
n—-+oo n—+oo

VN, Upyr = Up(u, +1) = f(uy) ol f: (x - x(x + 1)).
f(] — o0, —1[U]0,+0[) € R**. Donc, siuy €] — 0, —1[U]0, +oo[,u; € R** et par conséquent nliT u, = +oo.
f(—1,0]) €] —1,0[. Donc, siug €] —1,0[,Vn, u, €] — 1,0[ et par conséquent, nlier u, =0.

1
x —00 -1 —'E 0 + o0
x+1 - 0 + +
fx) + 0 -2 0 +

Soit u la suite définie par : uy € [0, g] et VneN, u,,q = sin (u,) . Montrer que u converge vers 0 .

Etudier la convergence de u telle que uy = 0 et Vn € N, u, 4 = In(1 + 2uy,). lllustrer ce résultat.

Soit f: (x = In(1 + 2x)). f(R") € R*et uy € R* donc Vn € N, u,, existe et u,, = 0. Donc u est minorée.

Limites possibles de u : comme f est continue sur Rt et 1+imf(x) =+ et ¥n € N,u, € R*, les limites possibles de u sont les points fixes de f sur
(oo}

R*, ¢ils existent, et +0o. Cherchons les points fixes de f sur R*. Posons g: (x = f(x) — x). Alors g est continue et dérivable sur R* et Vx >

1-2x
0,9'(x) = 1+2x_ T 142x”
x 1
. , 0 = a + o0
g s’annule donc une et une seule fois en un réel a et 7 - 2 —
a > 1/2 . Donc fadmet un et un seul point fixe a. g(x) /’_l_/y \0\‘%’
0 p—
f)
0

f est strictement croissante ( puisque (x = 1 + 2x) et In le sont). Par conséquent u est monotone.

De plus, 1¢7 cas : uy €]0,al . Alors g(uy) = 0i.e.u; —ug = 0 doncu est croissante. De plus, f(]0,a[) <]0,a[. Donc Vn € N, u,, €]0, a[. Donc u est
majorée et par suite u converge vers a la seule limite possible de u.

Et siug €]a, +oo[ alors g(uy) < 0i.e.uy —uy < 0 doncu est décroissante. De plus, f(Ja + o) c]a + o[. Donc Vn € N, u,, €]a + oo[. Donc u est
minorée et par suite u converge vers a la seule limite possible de u.

siug = 0 alors u est constante nulle. si ug = a alors u est constante égale a a.

. . P 5 ,
Soit u la suite définie par :u, € E’Z] etvneN,uy,, =1+ %smui .
n
a) Montrer que u est bien définie et que u n’ a qu’une seule limite possible notée A .

b) Montrer que (u;,) et (Uz,41)SONt Monotones et convergentes.
c) Prouver la convergence de la suite u.

n+1
d) Montrer que |u, — 1| < G) .

e) Ecrire un programme en python qui prend en entrée un réel € > 0 et qui retourne une valeur approchée de A a € preés.
3

Soit f: <x =1 +%sin G)) Df =R*et f(R*) C [— —] don f(z i) c [Z —] Comme de plus, uy € [ ] VneN, u,existeet u, € [ ] Doncu

est bornée. Comme f est continue sur [Z'Z]’ les limites possibles de u sont donc les points fixes de f dans [— Z]'

Posons g: (x = f(x) — x). g est continue et dérivable sur E,Z] etvx € [E E] g =f'x)-1= —Ecos( ) — 1 < 0. Donc g est strictement
décroissante sur E,%] tout comme f. De plus, g G) =1+ %sin G) i (1 + sm( )) >0et g( ) =1+ Zsm (g) - ; = %(sin (g) - 1) <0.

. 35 .
Donc g s’annule une et une seule fois sur [— —] en un réel A.

Comme f est strictement décroissante sur [ ] (uzn) et (uzn41)sont monotones de monotonie contraire. Comme elles sont extraites de u, elles

sont bornées et par conséquent, elles sont convergentes.
Montrons gue (u,,) et (u,,.1) convergent vers la méme limite.

Comme (uy,) et (Uzpn+1) SONt récurrentes associées a f © f,fonction continue sur E,%], les limites possibles de (u,y,) et (Uzn41) sont les limites possibl
de f Of. Posons h: (x = f © f(x) — x). h est continue et dérivable sur E,Z] etVx € E,ﬂ LR (x) = ') f'(f(x)) —1.0r,vx € EE] A )] =
-1 1 Lt 2 1 ' 16,0 16 - g 1 16 5 ' i
| cos (x)| <= 4)((3)2 5- bonc, [f' Q) (f))] < e TS frOOf' (f(x) < 57 et par conséquent, h'(x) < 0.Donc h est strictement

4

4x2

décroissante sur [3 ] Donc h s’annule au plus une fois sur [ ] or, h(1) = f(f(/l)) A= f(A1) — A= 0.Donc A estl'unique point fixe de f © f et

donc l'unique limite possible de (uz,) et de (Uzn41). Comme ces deux suites convergent, (u,y,) et (Uzne1) CONvergent vers A.
s 1= 1700) 01 = [ (2) ~ 2sn ()] = Hsin () =i (2] =2fsin G- ) eos 5+ )

1] .. 1 1 1| .. [(A-u 1|A-u 1
- in(——-= S—|1n(———)|=—|1n(—") < LAt -
ltnr — A1 = |S (Zun )|| (Zun )| 2I3M\Z, T ;2 2 I \2aw, 2 Al

2| = 3wy Un
[Uunss — Al Sm lun — Al S; lup — Al _§|un—/1|-

, 1
Alors, par récurrence, on montre alors Vn, |u, — 1| < o lug — 4| < 2n+1
&

1
(Comme | | <1, 11m L = 0 donc, 11m &, = 0 et par conséquent, on
&n
retrouve bien lim u, =1).
n—-+oo



from math import*
def approximation(e) :
s=1
i=0
While 1/(2%i)>e :
s=1+sin(1/s)/4
i=i+1
print(s,i)

XV. Suites implicites

Déf : Une suite implicite est une suite dont le terme de rang n, u, , est la solution d’une équation ¢,,(x) = 0 dans un intervalle I,

q’n(un) =0 '

donné . u, est alors entierement défini par : {
u, €I,

Exemples :
1. Soitn > 2 et (E,) I'équation Yr_; x* = 1 d’inconnue x réelle.

a. Justifier que : pour tout n = 2, 'équation (E,) admet une unique solution positive. On note A,, cette solution.

b. Montrer que la suite (1,,) est monotone et convergente.

c. Déterminer la limite de la suite (4,).

a. Soitn=2.¢,: (x+ (Z}}:lx") — 1) est polynomiale donc continue et méme de classe C* sur R*. De plus, ¢,, est la somme de fonctions
strictement croissantes : (x = x — 1), (x » x2), ..., (x » x™). Donc ¢y, est strictement croissante sur l'intervalle R*. Donc, le TBCSM
assure que @, est bijective de R* sur f(R*) = [f(O),lirgolf [= [—1, +oo[. Alors comme 0 € [—1, +oo[, 0 admet un unique antécédent par
@n- Ainsi, I'équation (E,) admet une unique solution positive. Notons A,, cette solution positive. De plus ¢,(0) = —1let p,(1) =n—-1>
0.Donc0 < 4, < 1.

Alors pourtoutn > 2, 0< 1, <1 et Y_,(1,)* = 1i.e.¢,(4,) = 0. Ainsi, la suite (1,,) existe et est bornée.
b. Soitn=2. (1) = 0et Ppyi1(Apyq) =0i.e. X0t (A, )k =1.
Alors, (Pn(/1n+1) = 2:1(/1n+1)k] -1= [Zrkl;r%(/ln+1)k] - /1n+1n+1 -1= (pn+1(ﬂ-n+1) - /1n+1n+1 = _/1n+1n+1 <0car0 <Ay <1
Donc, @n (Ans1) < @n(4,). Comme @, est strictement croissante sur RY, 4,1 < A,. Ainsi, la suite (1,,) est strictement décroissante et bornée donc
convergente. Notons L la limite de la suite (4,).

c. Soitn=2. Vx€J[0,1[¢,(x) =P x)—1=x

—1424,— (A"
1-1,

1-x™ 1= —142x—x"*1

1-x 1-x

Donc = 0 et par suite, comme A,, > 0, [=1+ 27, — e @D (A =0 et par suite 24, — 1 = eMDIN) + j'en déduis que 1 > A, >

1/2 et comme la suite suite (4,) est décroissante, 1 > L > %
Alors, lim (n + 1) In(4,,) = —oo et Apar passage a la limite dans (%), 0 = lim 24, — 1eM+DIn() = 21, — 1 etainsi, L = %
n—»+oco n—-+oo
2. On définit la suite u par : pour tout entier naturel n, u,, est I'unique solution de I'équation tan(x) = x dans ]—;—t aF nn,g 1F nn[.
a. Justifier que Vn, u,, est bien défini. Représenter la suite u.
Etudier la monotonie et la limite de la suite u.

V1
c. Montrer que u, — T~ 4o 5

d. Déterminerdesréels a,betctelsque:u, =an+b + % + 040 (%)
a.Soit @(x) = tan(x) — x. @ est continue et dérivable sur chaque intervalle I, = ]—g + nrr,g + nn[.
Vx € Iy, @' (x) =1+ tan?(x) — 1 = tan?(x) = 0 et ¢'(x) = 0 & x = nmw. Donc ¢’ ne s’annule qu’au point isolé nxt de I'intervalle I,,. Donc ¢

est continue et strictement croissante sur chaque intervalle I,,.

Donc ¢ est bijective de I, = ]—g + nn’,g + nrr[ sur () = ]( Jim )+<p , ("Em)— (p[ = RR. Alors 0 a un unique antécédent u,, par ¢ dans caque
——+Nnm —+nm
2 2

tan(u,) = u,
intervalle I,. Ainsi, Vn, u,, est défini par : )
n n i unE]—§+nn,§+nn[)
. b4 s T s T 3 T ..

b. Soitn€N. u, € ]_E +nm, >+ nn[ et Uy,q € ]—; +(n+ 1)7t,; +(n+ 1)n[ = ]; +nm, -+ nn[ Donc, up, < 5 + N7 < Unq. Ainsi, () est

une suite strictement croissante. Et Vn, — = + nm < U, ,comme lim — 24 nm =+, lim U, = +oo.
2 n—-+oo 2 n-+o

c. tan(u,) = u, etu, € ]—g + nn,g + nr[[ donc .tan(u, —nw) = u, etu, —nmw € ]—g,g[ Par conséquent, u, — nt = Arctan(u,). Comme

lim u, =400, lim Arctan(u,) = Z € R*.J'en déduis que Uy — NI~ 0 z
n-+oo n—-+oo 2 2
d. Alors u,, —nm = g + 0,5(1)doncu, =nr + % +0,(Die u, =nm+ ;—r + ¢, et hT &, = 0. Cherchons un équivalent de &, quand n — +oo.

n—+oo

T T 1 1 1
U, —nm = Arctan|{nmt+-+o0 1) | =—-— Arctan . Et ~to0— 0 et Arctan(t)~;_ ot donc
n ( 2 +oo(1) 2 nn+g+o+w(1) nn+g+o+w(1) T N1 nstoo (O~t0
1 1 1 1 1 1 1 1
Arctan | ———= |~ —————~10—. Donc, Arctan | ——=| =—+o (—) =—+o0 (—)
nn+g+o+w(1) n-too n7r+12—t+o+w(1) T nn ! nn+g+o+w(1) nw n=+0 \nn nw n=+o\p
. T 1 1\ . b -1\ 1 1
Ainsi, u, —nm = > + 0ps 4 (;) ie.u, = E n+ 2 + (?); + 0n54 0 (;)
=a 5 =

Méthode : Etude d’une telle suite :




1)

NB
2)

3)

4)

5)

Définition : on fixe n arbitrairement, on écrit I’équation donnée sous la forme ¢,,(x) = 0 et on vérifie que cette équation a
bien une et une seule solution dans I'intervalle I,, : on étudie ¢,, et on prouve que ¢,,s’annule une et une seule fois sur I,
grace au TVI et a la stricte monotonie ... (TBCSM).

On justifie ainsi que la suite (u,,) est bien définie .

: @, est parfois bijective sur I,, alors 0 = ¢, (u,) s'écritu,, = @,,~1(0) . Il suffit alors d’étudier ¢,,~* au voisinage de 0.

Monotonie : a) les intervalles I,, permettent parfois de conclure directement . Sinon.

b) on cherche le signe de @, (u,.1) (en utilisant @, (u,+1) = 0) et on utilise la monotonie de ¢,, pour conclure .

Si par exemple @, (Up41) > 0= @,(u,) et @, décroissante alors u,, > u,,, et la suite (u,) est décroissante .

Bornée : a) les intervalles I,, permettent parfois de conclure directement . Sinon.

b) Parle TVI appliqué a ¢,, entre deux valeurs bien choisies, on peut encadrer la suite .

Convergence: a) les intervalles I,, permettent parfois de conclure directement .

b)Si I’on sait que u a une limite ( parce que u monotone par exemple), on passe a la limite dans la relation ¢, (u,) = 0 , il est

parfois utile de la transformer et d’ utiliser les propriétés de |a suite (u,,) et notamment son caractére borné.

Développement asymptotique : le plus souvent on |'obtient en plusieurs étapes :

a) On obtient un équivalent a,, de u,, pour n au voisinage de +oco en utilisant des développements limités et équivalents
usuels dans la relation ¢,(u,) = 0.0On pose alors :
U, =a, +¢&, telque g, = 0 ,(a,)

b) On obtient un équivalent &, de &, pour n au voisinage de +oo en réinjectant dans ¢, (a, + &,) = 0 utilisant des
développements limités et équivalents usuels dans la relation ¢, (u,) = 0 On pose alors :
& = 6p + Uy telque uy, = 0405(&n)

c) Etonrecommence !!!!

NB : D’autres méthodes sont parfois suggérées par I’énoncé. Laissez-vous guider.



