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Corrigé du DL 5

Ex 1 Soit a un réel ou un infini. Soit f et g deux fonctions définies sur un méme voisinage V de a.
1. Montrer que ef ~,e9 < lim f(x) — g(x) = 0.
x—-a

2. Déterminer deux fonctions f et g telles que f~qg et e%o e9.
3. Montrer que: JlCintllf(x) =0t ou+ wet f~,9 = In(f) ~, In(g).
4

Donner un exemple de deux fonctions f et g telles que f~,g et ln(f)>§0 In(g).

)
1. ef~ged = limZ-=1lime/®9® =1 o lim f(x) — g(x) = 0.
vwg(x)¢0 x—a ed® x—-a x-a
carvx,e

1

1 of 0 1
= = ex — +oodoncef X, eI.
—at 7o

2. Posons f(x) = x—lz +% et glx) = = Alors f~qg mais —2=

3. Supposons que lim f(x) = 0% ou + w et f~,g. Alors au voisinage de a, f (x) > 0 (puisque lim f(x) = 0% ou + 00)
x—a x—a

et g(x) > 0 (puisque f~,g donc g a le méme signe que f au voisinage de a) d*onc In(f) et In(g) sont définies au voisinage de a.

De plus, g(x) = f(x) + f(x)0,(1) = f(x)(1 + 0,(1)) doncln(g(x)) = ln(f(x)) +1In (14 0,(1)). Comme chifl)lf(x) = 0% ou + oo,

9161_)rrr11 In (f(x)) = c0. Comme chl_l’)l’lll In (1+0,(1)) =0, ln(l + oa(l)) = oa(ln(f(x))). Ainsi, je peux conclure que ln(g(x)) ~yoa ln(f(x)).
4. Posons f(x) = e* et g(x) = 1. Comme Lil)r(l)f(x) =1€R* f(x)~og(x) maisin(e*) = xetln(1l) =0et xx)O i.e. ln(f))() In(g).
1;&4-262 eArctan(x)) )

T+x
1. a. Déterminer un équivalent simple de f, au voisinage de 0 .

b. Donner I'équation de la tangente a Cr, en 0 et la position, au voisinage de 0, de la courbe Cy, par rapport a cette tangente

Ex 2 Soit a un réel et f,: (x —

(suivant les valeurs de a).
2. a. Déterminer un équivalent simple de f; au voisinage de+oo.
b.  Montrer que C a deux asymptotes obliques et étudier la position, au voisinage de o, de Cf, par rapport a ses asymptotes
(suivant les valeurs de a).
c.  Vérifier que ces deux asymptotes se coupent orthogonalement sur (Ox).
1. a.)lci_r)r(l)fa(x) =1 € R*. Donc fu(x)~o1.

b. Cherchons un DL en 0 d’ordre suffisant pour faire apparaitre un terme significatif supplémentaire par rapport aun DL,.

1-ax+x? _ _ 2 - _ _ 2 _1 2 3 -1 — 1,2,2,3 3
= -ax+x)A+x) 2= ax+x)(1 ~x% + 0p(x )) =1l-ax+x*+-x° +0o(x%).

x3 2 3y 3
Arctan(x) — ,X—5+0o(x*) _ _x i, _x LY 3) = 1,2 1D ,s 3
e =e 3 —1+(x 3)+2(x 3) +6(x 3) +00(x)—1+x+2x +( 3+6)x + 0g(x3)

eAretan(®) = 1 4 x 4 éxz - %x3 + 0o (x3).

Dong, f,(x) = <1 —ax +%x2 +%x3 + 00(x3)) (1 +x+ %xz - %x3 + 00(x3))

fu@) =1+ -a)x+ ({1 —-a)x®+ (—% + %) x3 + 0o (x3) . Ainsi, £, (x) (9) 1+(1—a)x+(1—a)x?+ §x3 + 0o (x3).

Donc, I'équation de la tangentea Cf, enOesty = 1 + (1 — a)x.

Etsia # 1alors f,(x) — 1 — (1 — a)x~o(1 — a)x?. Donc au voisinage de 0, f,(x) —1 — (1—a)x >0sia<letf,(x) —1—(1—a)x <0
sia > 1.Donc, sia > 1 alors Cf, est sous sa tangente en O et si a < 1 alors Cf, est au-dessus de sa tangente en 0.

Etsia = 1 alors la tangente a Cf; en 0 est horizontale d’équation y = 1 et f; (x) — 1~0§x3. Donc six > 0 et x au voisinage de 0, f; (x) —

1> Oetsix < 0etxauvoisinage de 0, f; (x) — 1 < 0. Donc Cf; traverse sa tangente en 0 et est au-dessus de cette tangente au voisinage de

0% et en dessous au voisinage de 0~.
1-ax+x? x?

T ks ™
2. a. lim eATctan(® = ¢z € R*. Donc eATctaMX) ~ ez, De plus, = x. Ainsi, f; ()~ 40e2x. De

X—>+00 Vitxz T2 -
car x>0 donc
VaP=lx|=x
_z
mémef,(x)~_ —e 2X
1

b. Posons g(t) = tf, (;)
Alors, pour t au voisinage de 0T,

_a, 1 1 t2-at+1 t2—at+1

tg(t) = t 1—7+3 eArctan(?) " eg—Arctan(t) — 2 ege—Arctan(t) — eg 1-at+t? eArctan(-t)
1 241 - BN Vite?
1+ = t>0donc t

V=t

et — g3 (—1) = er[1+(1- (@)= + (1= (~0))(=0+ 1 (=% + 00 (?)].
d'apres (%)
avec lim—-t=0

T 1-(-a)(—t)+t?

tg(t) = ez m

. n n T % 1 1 1 T % % % 1
Ainsi, tg(t) = ez — ez (1 + a)t + ez (1 + a)t? —%t3 + 0o (t3). Donc,;f(x) = ;g( ) =ez—(1+ a)% +(1+a)= —%+ Otoo (F)

e
x x2

Ainsi, f(x) = ezx —ez(1+a) +ez(1 + a)i — ?x—lz + 0400 (x—lz)



s ) s id o7 . oz (1+a)%>05ia>—1

Jen déduis que sia # —1alors f(x) — (ezx —ez2(1 + a))~400 (1 + @) o Comme 11111 1+ a); =0et ,, ,
X—+00 —

(1+a)%<05ia<—1

™
b3 x)—ez(x—(1+a))>0sia>-1
liIIn fx)—ez(x—(1+a))=0et fe) ( ( ) (puisque des fonctions équivalentes au voisinage de a ont en
X— [ee]

f(x)—eg(x—(1+a))<05ia<—1

T

—2%. Et par suite, lim f(x) —ezx =0 et
x—>+00

T
. . .. a . — e
commun limite en a et signe au voisinage de a). De méme, sia = —1 alors f(x) — ezx~, — e

fl) - egx <0.

Ainsi la droite d’équati = eix eg(l + a) est asymptote a Cf en +oo et Cf est { au — dessus de cette asymptote sia > —1
et croffe Grequation y = 2 en — dessous de cette asymptote sia < —1°
Alors, pour t au voisinage de 07,

t2-at+1 t2-at+1

- iz t2 Arctan( ) — 2 _E_Arctan(t) — I 2 —Arctan(t) — _ T _aqt+t? Arctan(—t) — _ n B
tg(t) = t " ¢ t 2, © = t Tz C ¢ ez ¢ e z2f_q(—t)
2 = t<0 s
donc ﬁ:—t
Donc, en utilisant les mémes calculs que précédemment, je peux en déduire que :
flx)=—e" 2x+62(1+a)—ez(1+a) +£i+0 (1)
3 x2 - x2

— dessus de cette asymptote sia < —1
en — dessous de cette asymptotesia > —1'

Ainsi la droite d’équation y = —ex + 6_7(1 + a) est asymptote a Cf en —oo et Cf est {
d. L'asymptote a Cf en +oo a pour coefficient directeur (pente) eg donc le vecteur i = T+ egf est directeur de 'asymptote +oo.
L’asymptote a Cf en —oo a pour coefficient directeur (pente) —e‘g donc le vecteur ¥ = 7 — e_gfest directeur de cette asymptote en —oo.
Alors, . ¥ =1x 1+ eg X (—e“g) =1—1=0.J)en conclus que U et ¥ sont orthogonaux et ainsi les deux asymptotes sont perpendiculaires.
De plus, 'asymptote en 4o coupe I'axe des abscisses au point A(x, 0) tel que 0 = eix — eg(l +a)i.e.x =1+ a. Et'asymptote en —oco coupe
I'axe des abscisses au point A'(x, 0) tel que 0 = —eIx + e_g(l +a)i.e.x =1+ a.Donc, A = A’ et ainsi, les deux asymptotes se coupent
perpendiculairement au point A de la droite des abscisses.

11,400 - R
Ex 3 Soit f: 1 .
X e1-x

1-x

Justifier que f est de classe C* sur ]1, +oo].
Montrer que pour tout entier n>1, la dérivée n'¢me de f peut se mettre sous la forme :

™ (x) = ( )ei -x , ol B, est une fonction polynomiale. Donner une relation entre B, (t), B,(t) et Py,1(t) .
[1,+] - R

3. Montrer que f est prolongeable par continuité en 1. On note f: - { 2 eﬁ six>1

1-x
Osix=1
[1,400] - R

4. Montrer que f est de classe C*® sur [1,+oo[ et Vn € N, f( : {p (L) eﬁ six>1
X P \1x

Osix=1
Déterminer , par conjecture puis récurrence , le degré et le coefficient dominant de P, .
Montrer que f est solutionde : (1 — x)%y' = (2 —x)y.
En déduire que :¥n € N, Vt € R~ , P, (t) = [(2n + 1)t + t2]P,(t) — n®t?P_1(t).

1. Df =]1,4w[carvx>11—x*0.

L'expression de f n’étant constituée que de fonctions de la classe C®sur leur propre domaine de définition, f est de classe C*® sur ]1, +oo[.

= ey n

1
2. Posons H(n):"il existe une fonction polynomiale P, telle que : Vx > 1, f ™ (x) = B, (ﬁ) eix".

init: f@(x) = f(x) = —e1 x =P, ( )el x" en posant Py(t) = t. Donc H(0) est vraie.
propag: Soitn € N. Je suppose que H(n) est vraie.

1

Alors il existe une fonction polynomiale P, telle que : Vx > 1,f ™ (x) = B, (ﬁ) eix = P,(u(x))e*® avec u(x) = ﬁ
Donc, Vx > 1, f(““)(x) = u’(x)P’(u(x))e“(") + Pn(u(x))u’(x)e“(") =u'(x) [P,{(u(x)) + Pn(u(x))]e“(x)

(n+1) _ (1 1 = = t2[p’ t
f () = (1- x)2 [[Pn (l—x) +h (1 x)] € — 2[R () + Pa(©)]e

1
t=—
1-x

Posons Vt € R, P41 (t) = t[P)(t) + B,(t)]. Comme B, est polynomiale, P, est polynomiale et par suite, P, est polynomiale.

Deplus, Vx > 1, f(+D(x) = P,y (11 )el x.Donc, H(n + 1) est vraie.

CCL: e théoréme de récurrence simple assure que pour tout entier naturel n, H(n) est vraie i.e. il existe une fonction polynomiale P, telle
que: Vx > 1, F(x) = B, () eis. De plus, Vt € R, Po(t) = 1 et ¥ € N, Py (1) = C[R(0) + P(D].

3. Etudions lalimitede fen 1" :
cc

1 - .
lim— = —oo et lim te! 2 0 donc, par composition, lim
x—>11-x t—>—co x-11

1 L - S
e = 0. Ainsi, f est prolongeable par continuité en 1 par la valeur 0.



[1,+] - R
Donc,f: {Lelix six > 1 |est définie et continue en 1.
X P y1-x
Osix=1
4. Appliquons le critére de classe C®:

f est continue en 1et f est de classe C* sur ]1, +oo[. Et pour tout entier naturel n, il existe une fonction polynomiale P, telle que : Vx >
1
1,fMx) =P, (rlx) ei—x. Etudions la limite de £ ™ (x) quand x — 1.

Posons P,(t) = ag + ait + ayt?+.. +aytNou ag, ay, ..., ay réels.
1

2 N
s x> 1,706 = a0+ 0 () . (25)

CC si k>0 k1
. .1 . . . 1 1 -
Or,sik € N, alors lim— = —oo et lim tket 2 0;donc, par composition, lim (—) ei-x = 0. Alors, f(”) (x) est la somme finie de
x-11-x to>—o0 x-1\1-x

fonctions de limite nulle en 1. J’en conclus que lirr} F@™ (x) = 0. Cette limite étant finie, le critére de classe C® assure alors que fest de classe
X

[1,+0o - R
oo ra . 1 LI
C®sur[l,+o[etvn €N, f: N {pn (E)el_x six>1 )
Osix=1
5. VtER,Py(t) =tetVn€N,P,(t) = t*[Pi(t) + B,(t)]. Notons d,, = deg(P,).
Alorsdy = 1etVn € N,dy, 1 = deg(Ppy1) = 2 + deg(B; + B,) = 2 + deg(B,) = 2 + d,. Donc la suite (d,) est

car deg (P})<deg (P,)
arithmétique de raison 2 . Par conséquent, Vn,d,, = 0 + 2n. Ainsi,Vn,deg(B,) = 2n + 1.
Notons a,, = le coef ficient dominant de P,. Alors, ay = 1 et Vn, a1 = 1 X a,, = a,. Dong, (a,,) est constante galea ay = 1.
Ainsi, t2™*1 est la terme dominant de P, (t).
6. vx>1,(1—-%)%'(x) = (1—x)? [

N S [ 1 L -x L
el—x] = e1-x +§e1_x = (1 +E) e1-x = éel—x = (2 - x)f(x)

1 L 1
a7 Y
Donc f est une solution sur |1, +oo[ de I'équation différentielle (1 — x)%y’ = (2 — x)y.
vx>1,(1—x)2f"(x) = (2—x) f(x).H et G sont de classe C*® sur ]1,+oo[ car u, v, f et f’ le sont. Alors, ¥n,vVx > 1, H™ (x) = ¢™ (x).
Nl Nl
=u(x) =v(x)
=H(x) =G(x)
De plus, d’apres Leibniz,

car vk=3,u®=0
HW () = T(DuP@ (@R 2 (Hu@@EN® @ + (u@@ )6 + (Gu@ (T2 ()

=(1—-x)2X fOD () +nx2(x — 1) x f™(x) +@ X 2 x f=D(x)

= (1= 2D + 2n(x — DFD ) +nln — DF ()
car vk=2,v® =0
De méme, G (x) = 5o v PP 2 (NOFME) + (P O@FED) = 2 - 0)f P ) — nf D),
Ainsi, vn € N,vx > 1, (1 — x)2f ™D (x) + 2n(x — DfF P (x) + n(n — DFD(x) = (2 = x)f ™ (x) — nf =D (x).
1= )2 ™D () + [2n+ Dx — 2(n + D]fF ™ (x) + n2f D (x) = 0.
Ce qui s’écritencore : Vn € N,Vx > 1,

1
(1= 2%Pria (5

1
1—x

1 1 1
)T+ 2Py (1) eTE = 0
(1= 02Poys () + [@n + Dx = 20+ DIA () +12Pucy () = 0. (+9)

Posons t = 1Tlx Alorscommex > 1,t <Qetx =1 —%.

)e%+ [Cn+Dx—-2(n+ 1)]Pn(

Et, (+) s'écrit: Ve < 0,(1-1 +%)2 Poys(t) + [(Zn +1(1-1) -2+ 1)] P, (t) + n2P,_,(t) = 0.

Poa(® + 2 [-2n+ 1) (2 ) = 1] Bu(0) + n262P, 1 (0) = 0.
Ainsi, Vt < 0, Ppy1(t) = [t?2 + 2n + Dt]P,(t) — n?t?P,_,(2).

Ex 4 Raccord en 0
Soit (E): x|y’ + (x — 1)y = x3 équation différentielle d’inconnue y fonction a valeurs réelles.
1. Résoudre (E) sur R**,
2. Résoudre (E) sur R~
3. Endéduire toutes les solutions de (E) sur R .On pensera a utiliser les développements limités dans les calculs des limites lors de ce
raccord en 0.

(E): |x|y" + (x — 1)y = x3 est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec les fonctions coefficients et le second membre sont
continue sur R.

. S -1 (-1 -0

Résolution de (EH) : Posons a(x) = 1 — i Alors A: (x = x — In(x)) est une primtive de a sur R** et Vx > 0, e 4@ = g=x+In() — yp—x

+*
Donc les solutions de (EH) sur R** sont toutes les fonctions de la forme ( R k_) H_Rx
x - kxe

Recherche d’une solution particuliére de (E) : cherchons une solution particuliére de (E) de la forme f(x) = k(x)xe™ ou
k est une fonction dérivable sur R, Alors f est dérivable sur R** et Vx > 0, f'(x) = k'(x)xe ™ + k(x)e™ — k(x)xe™ .
Par suite, f est solution de (E) sur R*™*&vx > 0,xf'(x) + (x — 1)f(x) = x3
Vx> 0,x[k'(x)xe™ + k(x)e™ —k(x)xe ™ |+ (x — 1)[k(x)xe™*] = x3

)tqulR.



oVx > 0,x%k" (x)e™ = x3

SV > 0,k'(x) = xe*

©k est une primitive de g: (x » xe*) sur R**,

g étant continue sur R™*, g admet une primitive sur I'intervalle R**. Déterminons une primitive de g sur R**.

fx tetdt = [tet]* — fx etdt = xe* — e* + cste.

Prenons kq(x) = (x — 1)e*et fo(x) = ko(x)xe . Alors f,: (x = x(x — 1)) est une solution particuliere de (E) sur R**.

+%
e )tqu]R.

Solutions de (E) sur R** : |es solutions de (E) sur R** sont toutes les fonctions de la forme ( 2 x
x P x%—x+kxe

Résolution de (EH) : Posons a(x) = % — 1. Alors A: (x ~ In(x) — x) est une primtive de a sur R™ et Vx > 0, e

R™->R
les solutions de (EH) sur R™ sont toutes les fonctions de la forme (x o ki) tqgk e R.

X

—A() = gx-In(x) = ex—x. Donc

Recherche d’une solution particuliére de (E) : cherchons une solution particuliére de (E) de la forme f(x) = k(x) 87 ou

k(xze" + k(x)e* .
x

k est une fonction dérivable sur R™. Alors f est dérivable sur R™ et Vx < 0, f'(x) = k'(x) e— -

k(x)e*
xZ

Par suite, f est solution de (E) sur R™*&Vx < 0, —x [k’(x)% - + k(x)e ] + (x— 1)k(x)— =

SVx < 0,—k'(x)e* + e*k’(x) E -1+1- %] =x3

oVx <0,k'(x) = —x3e*

Sk est une primitive de g: (x » —x3e™* )sur R™,

g étant continue sur R™*, g admet une primitive sur I'intervalle R™*. Déterminons une primitive de g sur R™".

f t3e~tdt = [-t3e™"] +f 3t2e~tdt = —x3e™ + 3{[ tze‘t]?‘+f_x2te‘tdt} —x3e™*—3x2e™™ + 6{[—te~t]* +f e~tdt}
f t3e~tdt = —x3e *—3x%e™* — 6xe™* — 6e”* + cste.

Prenons ko(x) = x3e *+3x2%e™* + 6xe™* + 6e ¥et fo(x) = @

Alors f,: (x »x2+3x+6+ S) est une solution particuliére de (E) sur R™.
R™ - R

Solutions de (E) sur R™ : les solutions de (E) sur R™* sont toutes les fonctions de la forme <x o2 43x46 + Lk > tgk € R.

3. Solution de(E) sur R.

Soit f une fonction de R dans R.
f est solution de (E) sur R

fx)=x>—x+kxe *six>0
f(x) =x2+3x+6+g+kze?x six>0
et f est définie, continue et dérivable en 0 et (—0)f”(0) + (0 — 1)£(0) = 03.

flx)=x?>—x+kxe*six>0

Considérons f une application de R dans R telle que : f(x) = Osix=0 N ol kq, k, réels a déterminer de
f(x) =x2+3x+6+%+k2%six<0

il existe kq, k, réels tels que :

sorte que f soit continue et dérivable en 0.

lim, x2—x+kxe™ =

x-0%

f est continue en 0 ox
llrgl_x +3x+6+—+k2; =0
xX—

. Or, pour tout réel k4, 1i1;r)1+ x% — x + k;xe™ = 0. Mais par contre,
X—

kze +6 ko (1+x+00(x))+6 k2+6

x2+3x+6+§+k2 =x2+3x+6+2—"—=x2+3x+6+ — =x2+3x+6+ + ky + 00(1).
Ly 6 er _ ioosth;t -6 . _
XIL%LX +3x+6+x+k2x —{ Osik, = —6 .Dong, f est continue en 0=k, = —6.
f)=x*—x+kxe *six>0
Désormais k, = —6 et f(x) = Osix= 0
f(x) = x? +3x 46+ szx<0
2_ -x
f est dérivable en O(:)llm flx ) f( ) existe et est réel < lim ——xtfaxe” _ jjy TS e R,
x—0%t X x—0" X
2_ x 2_ —x
Or,%= x—1+kle‘x.Donc, lim oxtare” 1+ k.
X x-07t X
2
+1-(1+x+ 400 (x2 2
k —x+3+6erl < —x+3+6M=3{+3—3+00(1).D0m, lim ———==0.
x—-0"

Dong, f est dérivableen 0&=—-1+k; =0 < ky = 1.
fxX)=x*—x+xe*six>0
Ainsi, f:[ x » 0six=0 est 'unique solution de (E) sur R.
f(x)=x2+3x+6+61_Tex six <0

PROBLEME 1 Une famille d’équations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients non constants
On appelle équation d’Euler, toute équation différentielle linéaire de la forme :(E): ax?y" (x) + bxy’(x) + cy(x) = f(x)
ou a, b et c sontdes réels fixés, a non nul et f une fonction de R dans R, donnée et de classe C* sur R**.

Soit (EH): ax?y"'(x) + bxy'(x) + cy(x) = 0 I'équation homogeéne associée a (E).
Une solution de (E) sur R**est une fonction y dérivable deux fois sur R** vérifiant :¥x > 0, ax?y"’ (x) + bxy’(x) + cy(x) = f(x).



1. Propriétés des solutions. On suppose que Y, est une solution de (E) sur R**.
1a. Démontrer que les solutions de (E) sur R**sont toutes les fonctions de la forme y, + @ ol ¢ solution de (EH) sur R*™,
1b. Démontrer que Yy, est de classe C* sur R**.
1c. Démontrer que Vn € N, Vx > 0, ax2y,™*2)(x) + (2an + b)xy, ™D (x) + (an? + (b — a)n + )y, ™ (x) = F® (x).
2. Résolutionde (EH) et (F) par deux méthodes

Premiere méthode :

2a. Démontrer que I'équation (EH) admet une solution de la forme (x » x%) tq a € R sietssi (b — a)? —4ac = 0.
2b. On suppose que (b — a)? — 4ac = 0 et @, : (x = x%) est solution de (EH).
Soit v une fonction dérivable deux fois sur R**. On pose k(x) = y(x)x~%.
Montrer que : y est solution de(E) sietssi k' est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 que I'on donnera.
Deuxieme méthode :
2c. On effectue le changement de variable t = In (x) et le changement de fonction associée z(t) = y(x).
Montrer que : y est solution de(E) sietssi z est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants que I'on
donnera.
3. APPLICATION : Résoudre les équations suivantes, vous appliquerez 'une des deux méthodes précédentes pour I'une des équations et
I'autre méthode pour 'autre équation.
3a. Résoudre (Eq): x%y" + xy’ +y = x% sur R*™.
3b. Résoudre (E3):x%y"" + 3xy’ + y = In (x) sur Rt

1.1a. Soit y: R** - R deux fois dérivable sur R**. Posons ¢ =y — yyi.e. y = ¢ + y,.Alors ¢ est deux fois dérivable sur R** cary et y, le
sont. Et, y' = @' + v} ety =" +y,"
Alors, y solution de (E) sur R** & vx € R, ax?y" (x) + bxy'(x) + cy(x) = f(x)
©vx € R™,ax?[" (x) +y5 ()] + bx[e' (x) + y5 (x)] + c[p(x) + yo ()] = f(x)
oVx € R, ax2¢" (x) + bxg' (x) + cp(x) + ax®y{ (x) + bxyy(x) + cyo(x) = f(x)
=f(x) car y, est solution de (E)
eVx € R™, ax2¢" (x) + bxg' (x) + cp(x) + f(x) = f(x)
oVx € R, ax2¢" (x) + bxg' (x) + cp(x) =0
& @ est solution de (EH) sur R**,
Donc les solutions de (E) sur R*™™ sont toutes les fonctions y, + ¢ ou ¢ solution de (EH) sur R*™,
1b. Soit yo: R** - R est solution de (E) sur R**. Alors v, est deux fois dérivable sur R** et Vx € R**, ax2y," (x) + bxy,' (x) + cyo(x) = f(x).
Posons H(k):" y, est k — fois dérivable sur R**". Alors H(2) est vraie. Soit k € N tel que k = 2.Je suppose H (k) vraie i.e.y, est k — fois

dérivable sur R**,
(x%)

Je sais que Vx € R, ax?y," (x) + bxy,' (x) + cyo(x) = f(x).Donc, Vx € R™*,y,"(x) & — ﬁ (bxyo' (x) + cyo(x) — f(x)).Comme y est k —
fois dérivable sur R**, y, et y,' sont (k — 1) — fois dérivable sur R**. De plus, (x - —5) (x & bx) et f sont C® sur R** donc (k — 1) — fois
dérivable sur R**.J’en déduis, grace a 'égalité (xx), que y,'"’ est (k — 1) — fois dérivable sur R*™* ce qui signifie que y, est (k + 1) — fois
dérivable sur R*™. Ainsi, H(k + 1) est vraie dés que H(k) vraie. )’ peux alors conclure par le théoréme de récurrence simple que : Yk > 2
H(k) vraie ce qui signifie que y, est de classe C®sur R
l.c.Vx € RT™, ax?y," (x) + b xyo' (x) + cyo(x) = f(x).

a(x) B(x)
Comme @, B8, V, et f sont de classe C* sur R** et Vx € RY*, aa(x) + bB(x) + cyo(x) = f(x), je peux af firler que ¥n € N,Vx €
R**, aa™(x) + bf™ (x) + cy,™ (x) = f™ (x). De plus, la formule de Leibniz assure que : Vn € N, Vx € R*",

a™(x) = ( ) 6’(n)(x) + ( )ny(’,’(n D(x) + ( )Zy”(" D(x) + ( )Oy"(n D)+ + (Z) O0yy (%)

=0

am™ (x) = x2y, ™2 (x) + 2nxy, ™ (x) + n(n — 1)y, ™ (x)
B = () 2y ™ @ + (1) 6" @ + (5) 096" P+ + (1) 05 )=y 60 + ny P ().
=0
Alors, Vn € N,Vx € R*, a(x2y,™*2 (x) + 2nxy, ™D (x) + n(n — Dye™ () + by ™ () + ny{™ () + cyo™ (%) = F™ ().
Ainsi,vn € N, Vx > 0, ax%y, ™2 (x) + (2an + b)xy, ™D (x) + (an? + (b — a)n + ¢)y, ™ (x) = £ (x).

4. Résolutionde (FH) et (F) par deux méthodes

Premiere méthode :
2a. il existe a € R tel que (x = x%) soit solution de (EH)
sietssi il existe @ € R tel que : Vx > 0, ax?a(a — 1)x% 2 + bxax® ! + cx® = 0.
sietssi il existe @ € R tel que : Vx > 0,aa(a — 1) + ba + c = 0.
sietssi il existe « € R tel que : aa? + (b —a)a +c = 0.
sietssi 'équation at? + (b — a)t + ¢ = 0 admet une solution réelle
sietssi (b — a)? — 4ac =0
2b. On suppose que (b — a)? — 4ac = 0 et @g : (x = x%) est solution de (EH).
Soit v une fonction dérivable deux fois sur R**. On pose k(x) = y(x)x~%.

Alors k est dérivable deux fois sur R**
et Vx > 0,y(x) = k(x)x% y'(x) = (k'(X)x + ak(x))x* ! ety"(x) = (k" (x)x? + Qa)xk’(x) + a(a — 1)k(x))x*2 .
Par conséquent,



y est solution de(E)

S Vx € R™,ax?y" (x) + bxy'(x) + cy(x) = f(x)

e Vx € RY, ax? (k" (x)x? + (2a)xk’ (x) + a(a — Dk(x)x* 2 +bx(k'(x)x + ak(x))x*1 + ck(x)x% = f(x)
o vVx e R™, alk” (x)x? + Qa)xk’(x) + a(a — Dk(x)) + b(k’(x)x + ak(x)) + ck(x) = f(x)

S Vx € R, ak” (x)x? + 2aa + b)xk'(x) + (aa? + (b — a)a + c)k(x) = f(x)

=0 car (x—»x%)est
solution de (EH)

o Vx € RT™,ak" (x)x? + (2aa + b)xk' (x) = f(x)
< k' est solution, sur R**, de I équation différentielle linéaire d’ordre 1 ak’' (x)x? + (2aa + b)xk'(x) = f(x).
Deuxieme méthode :

2c. Soit y une fonction dérivable deux fois sur R**. Vx > 0,on pose t = In (x) et z(t) = y(x). Alorst € R,x = et et y(x) =
z(In(x)) et z(t) = y(et).
y est deux fois dérivable sur R** et exp est deux fois dérivable sur R et a valeurs dans R**, z: (t — y(et)) est deux fois dérivable sur R.
Et, Vx > 0,y(x) = z(In(x)),y' (x) = %z'(ln(x)) et y'(x) = —%z’(ln(x)) + x—lzz”(ln(x)) .
Alors
v est solution de(E)
oVx € R, ax?y" (x) + bxy'(x) + cy(x) = f(x)
oV e R”,axz[—xizz’(ln(x)) + x—lzz”(ln(x)) ]+ bx Ez’(ln(x))] + c[z(n(x))] = f(x)
oVvx € R, az" (In(x)) + (b — a)z'(In(x)) + cz(In(x)) = f(x)
vt eR,az”’(t) + (b—a)z'(t) + cz(t) = f(eb)
& z est solution de I’ équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants az’’ (t) + (b — a)z’(t) + cz(t) = f(e?)
5. APPLICATION :
(E)):x?y" +xy' +y=x?surR**.Icia = b =c = 1. (b — a)? — 4ac = —4 < 0 donc la premiére méthode ne s’applique pas .
(E):x?y" +3xy"+y=In(x) surR*™.Icia=1=cet b =3 donc(b—a)? —4ac = 0 = 0 donc la premiére méthode s’applique.
Donc, j’applique la méthode 1 pour résoudre (E,) et la méthode 2 pour résoudre (E;).
Soit v une fonction dérivable deux fois sur R**,
Soit Résolution de (E;) : Vx > 0,onpose t = In (x) et z(t) = y(x). Alors t € R,x = e et y(x) = z(In(x)) et z(t) = y(et).
Alors 7y est solution de(E;) & z est solution de z''(t) + z(t) = e?¢

< il existe a et B constantes réelles telles que : Vt € R, z(t) = %en + a cos(t) + Bsin (t)

<3(a, B) € R¥/ vx € R, y(x) = z(In(x)) = %e““(") + a cos(In(x)) + B sin(In(x)) = %xz + a cos(In(x)) + B sin(In(x))

Résolution de (E;) : Soit @ € Rtel que : a? +2a+1=0i.e.a = —1.0n pose k(x) = y(x)x.
Alors 7y est solution de(E,) & Vx > 0,k" (x)x? + xk'(x) = In (x)
In?(x)

Sil existe a constante réelle telle que : Vx € R™, k' (x) = %4— P

1a 3
<3(a, B) € R¥/ vx € RY™ k(x) = aln(x) + é(ln(x))3 + f=3(a, B) € R?/ Vx € R, y(x) = ) _ o I +Bi+ )

X x x x



