SUP PCSI 2022-2023 Mathématiques Chapitre 4

Nombres complexes
| Premiéres définitions.

1. Définition de C

Q} NB :Soientz = a+ ib ol a et bréels etz = a’ + ib’ ol a’ et b’ réels deux complexes,
o —z=(—a)+i(—b)=—a—ibestl'opposé de z.
e siznonnul, alorsaoubnonnuls(car0 =0 + i0estla seule ecriture de 0 sous la forme a + ib) alors

1__1 - azib _ azib _ + i ——est l'inverse de z
z  a+ib - p  (@rib)(a-ib) T az+p? a2+b2 2+b2 |
Z=a—1l
est le conjugué
dez (CfI4))

o z+4+z =a+a +i(b+b)etzz' =aa —bb' +i(ab’ +a'b).
e z277=0z=00uz"=0.
n
e 2% =1 etpourtout entier naturelnnonnul,z" =zXzX .. Xz=zXz" tetsiz#0, z" = e) .
n fois

Exemple important : Vn € Z, i?" = (—1)" et i?™**! = (—1)"i.

[‘)(__Exeraces 1)Ecrivons z sous sa forme algébrique i.e. sous laforme a + ib avecaet b réels. 1) z = @- 32(3f+l) = (4-20)"

2) Factoriser z2 + 1.
3) Soit a un réel. Résoudre z2 + a® = 0.

5 Une différence essentielle entre Ret C: R est totalement ordonné (<) mais pas C. Le signe < entre deux complexes ne veutrien dire.

2. Forme algébrique
6 | péfinition : Soit z un nombre complexe. Alors il existe un unique réel a et un unique réel b tel que z = a + ib. a + ib est appelée la

forme algébrique de z .
a est appelé la partie réelle de z et noté a = Re(z) et b est appelé la partie imaginaire de z et noté b = Im(z).

4 NB : Rest 'ensemble des complexes de la forme z = a + i0(= a) tel que a réel.

De l'unicité de la forme algébrique




8 | Définition : Le complexe z est dit imaginaire pur lorsque z est de le forme 0 + ib(= ib) tel que b réel . On note iR I'ensemble des
imaginaires purs .

De l'unicité de la forme algébrique : (unicité des parties réelle et imaginaire de chaque complexe) découlent les propriétés suivantes :

) | propriétés : Soient z et z’ deux nombres complexes.

1. z=0 sietssi Re(z) =Im(z) =0.

2. z =272 sietssi Re(z) = Re(Z) et Im(z) = Im(2).

3. zestréelsietssi Im(z) = 0sietssi z= Re(z).

4. zimaginaire pur si et ssi Re(z) = 0 si et ssi z = ilm(z).

4O | Proposition : Soient z et z deux nombres complexes .
e Re(z+2)=Re(z)+Re(z)etIim(z+2) =Im(z) + Im(2).
e Sid € RalorsRe(1z) = ARe(z) et Im(Az) = AIm(2).
Généralisation : Si les A, sont réels et les z;, sont des complexes alors
Re(Xk—1 Azi) = Xi=1 AcRe(zy) et Im(Xk—y Axzi) = L=y 4 Im(zy).
Démo : Ecrivons z et z' sous forme algébrique: z = a + ib et z' = a’' + ib’. Alors par associativité et distributivité,
z+2z' = w +i(b+b") etdz= &g + i&lz. Donc, Re(z+2z) =a+a =Re(z)+ Re(z)etIm(z+2) =b+b' =Im(z) + Im(z) et

€ER ER ER

Re(1z) = Aa = ARe(z)Eti Im(Az) = Ab = AIm(z).
/1 ATTENTION : en général, Re(zz") # Re(z)Re(2) et Im(zz") # Im(z)Im(2).
3. Interprétation géométrique
AY Désormais le plan géométrique P est muni d’un repére orthonormé direct R = (0,1,]) . Alors,

1. tout vecteur U de P s’écrit de maniére unigue sous la forme i = at + bj ol a et b réels(sous la forme d’une combinaison linéaire de
Tet]), (a, b) est e couple des composantes (ou coordonnées) de U dans la base (7, ).

2. tout point M de & est associé a un unigue couple (x,y) de réels tels que OM = xT+ yJ et ce couple (x, y) est appelé |e couple
de coordonnées de M dans le repére R = (0,1, ).

/{} Définition A tout point M de & de coordonnées (x, ¥), on associe le complexe z = x + iy .
z est alors appelé I'affixe de M et M I'image ponctuelle de z . On note z = Aff(M).
De méme, a tout vecteur % de P de composantes (a, b), on associe le complexe z = a_+ ib.

z est alors appelé I'affixe de 2l et I'image vectorielle de z . On note z = Af f(d).

/i NB : 1) Pour tout point M de &, Aff(M) = Aff(OM).
2) On verra que I'application A: (M — Aff(M))est une bijection de & sur C.

19 Propriétés : Soit M et M’ deux points de &P, U et ¥ deux vecteurs de & et a et B réels
M est sur I'axe des abscisses appelé I'axe réel sietssi Af f(M) est réelle.

1
2. M est surl’axe des ordonnées appelé I'axe imaginaire sietssi Af f(M) est imaginaire pur.
3. M et M’ sont symétriques par rapport a O si et ssi Af f(M) = —Aff(M").
4. Aff(at + V) = aAff@) + PAff ().

— ,
5. Aff(MM) = Aff(M') — AFF(M) .
Démo : 1. M est sur I’axe des abscisses appelé I'axe réel sietssi I'ordonnée de M est nulle sietssi Im(Aff(M)) = 0 sietssi Af f (M) réelle.
2. M est sur I’axe imaginaire sietssi 'abscisse de M est nulle sietssi Re(Aff(M)) = 0 sietssi Aff(M) est imaginaire pur.
3. M et M’ sont symétriques par rapport a O sietssi les abscisses de M et M’sont opposées et leurs ordonnées aussi sietssi Af f (M) = —Aff(M)
4.  Soitu=al+bjetv=al+b].
Alors @il + ¥ = a(al+ b]) + B(aT+ b)) = aal+ abj + Ba’t+pb7 = (aa+ pa’)i+ (ab+ Bb)].

régl;; de régl; de

calcul sur calcul sur
les vecteurs les vecteurs

Donc, Aff(atl + B¥) = aa + Ba’ +i(ab + Bb') = ala+ ib) + B(a’ + ib") = aAff (@) + BAff (D).
5. Aff(MM') = Aff(MO+0M") = Aff(OM'~0M) = Aff(OM))— Aff(OM) = Aff(M")— Aff(M).

Chasles prop. NB9
sur les vecteurs précédente

4. Conjugué

/\é Définition : Soitz = a + ib ou a et b réels. Z = a — ib est le complexe appelé le conjugué de z .

17 Remarques :1)en physique Z est noté z*
2)Le point d’affixe Z est le symétrique par rapport a I'axe des abscisses du point d’affixe z. Par conséquent,
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Prop M et M’ sont symétriques par rapport a 'axe des abscisses sietssi Af f(M") = Af f(M).

Propriétés Soit z et z' deux complexes.

Re(z) = %2 et Im(z) = %

Z € R sietssi z =7 .

z € IR sietssi z =—2Z.

Z=z.

z X Z = Re(z)? + Im(2)* € Rt

Z+z =Z+7 etzxz =zZ%X7 et i)zgsiz’io. @
SidceER,az =az

Généralisation : Y.*_. z, =X . Z. et [I*.,z. =II}_,Z. et etVz € C,z" = z".
k=1%k k=1“%k k=1“k k=14k

/N

B 5 @0 D2 B0 =

Il Forme trigonométrigue.

1. Module

Définition : Soit z = x + iy un nombre complexe. Le module de z, noté |z|, est le réel positif défini par :

lz| = /x2 +y?> =zz=0M = |||l otz =Aff(M)=Aff(i).

Théoréme Soit M et M'deux points. |Aff(M) — Aff(M")| = MM' = |Aff(M") — Aff(M)|.

Description de lieux géométriques
Soit £ un point d'affixe w = w; + iw, et r un réel strictement positif et C({2, ) le cercle de centre (2 et de rayon 7.

C(2,7r) estl'ensemble des points M de & tels que QM =r

C(2,7) est donc I'ensemble des points M d’affixe z tels que |z — w| =7

C(0,7) est donc I'ensemble des points M de coordonnées (x, y) tels que (x — w,)? + (y — w,)* =12
Le disque ouvert (sans bord) de centre 2 d'affixe w et de rayonr est I'ensemble des points M de & d’affixe z tels que |z — w| < 7.
La médiatrice de [4, B] ou A et B d’affixes respectives a et b est 'ensemble des points M de & d’affixe z telle que |z — a| = |z — b].
med[A,B] = {M(2)/ |z — al| = |z — bl}.
Exemples : Décrire géométriquement C={M(x, y)/ x* + y* —x =4} et D = {M(2)/|z| = 1 =|1 — z|}.

Propriétés Soient deux complexes z et z’ d’'images respectives M et M’ .
1) Siz est un réel alors le module de z est égal a la valeur absolue de z.
2) |z| est un réel positif et |Re(2)| < |z]| et |Im(2)| < |z|.
3)z=0sietssi|z| =0.

4) |z| = |—z| = |zI.
5)siz # 0, ?1 =2

Tzl

7) |zZ'| = |z||Z'| et siz' # 0,

(formule permettant d’obtenir la forme algébrique de i).
_ 2l

lz'|
8) Premiére inégalité triangulaire :|z + z'| < |z| + |Z/|
etson cas d’égalité : |z + z'| = |z| + |Z/| sietssi z/ =00oudA € R /z =17

sietssi M et M’ sont sur une méme demi-droite d’origine O.

9) Deuxiéme inégalité triangulaire ||z| — |Z’|| <|zxZ|
Généralisation : |X7_; 7, | < Yo |z | et [T[ho; 2| = [Thoilzi| etvVz € G, |27 = |z|™.

Conséquence : En particulier si A € R*, alors [1z| = A|z| etsiz # 0, alorslz—| est de module 1.

z
Zl

2. Complexes de module 1

Introduction —Définition : Soit M un point du cercle trigonométrique et 8 un réel tel que : 8 = (I, W)[Zn] .
D’aprés le cours de trigonométrie, (cos0, sinf) est le couple des coordonnées de M dans le repére R.
Donc, Aff(M) = cos(8) + isin(6). Alors 6 est alors appelé un argument de Af f (M).

Définition : Pour tout réel 8 , on pose e'® = cos(8) + isin(0) . e?est appelée 'exponentielle imaginaire d’argument 6 .

i

. " . . mn 1 3 n 1 . E 1 . E .
Valeurs particuliéres : e =1, e = -1, e =\/—E(1+1), es =E(1+\/§l),e6 =E(\/§+1), ez =1,
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Caractérisation : Les complexes de la forme ei® ol 6 réel sont les affixes des points du cercle trigonométrique. Les complexes de
module 1 sont les complexes de la forme e tq 6 réel. On note U 'ensemble des complexes de module 1.

Propriétés Soient 8 et 8’ deux réels.

1. || =1

2. e =ei% sjetssiO = 6'[2n] (deux arguments d’une méme exponentielle imaginaire sont égaux modulo 27) .
3. eifpi — pi(6+6")

a notation
o — e s
4. =9 =z =e? = e 0 @

i =10 ; oi0_o—16
5. Formules d’Euler : cos§ = ——— et sinf = : @
2 21
. 1 0\ £ ] .. 8\ &
6. Identités du Losange: 1 + e'® = 2cos (;) e'z et1—e' = —2isin (5) e'z @
, ANTL ,
7. Formule de Moivre : pour tout entier relatif n et tout réel 8, (ei®)” = ein? @

ie (cosHﬁ+ isinf)™ = cos (nf) + sin (n6)

& (cosB)™ # cos(nB) et (sinb)™ + sin (nh)

3. Arguments et forme trigonométrique d’un complexe non nul

Définition : Soit z un nombre complexe non nul affixe du point M et du vecteur U . Tout réel @ tel que :

6=, O—M)[Zn] = (1,u)[2m] est appelé un argument de z. On note arg(z) un argument quelconque de z .
L’argument principal de z est I'unique argument de z appartenant a [0,27].

Conséquences immédiates : Soient z et z’ deux complexes non nuls d’images respectives M et M’. 8 et 8 'deux réels tels que 6
argument de z .

1) 0O'est un argument de z sietssi 0’ = 9[2m].

Autrement dit, les arguments de z sont tous les réels de la forme 6 + 2k tel que k € Z.

2) arg(z) = arg(z')[2x] sietssi M et M'sont sur une méme demi-droite d'origine O.

3) z € R*sietssiarg(z) = 0[r] . De méme, z € R** sietssi arg(z) = 0[27x].

4) z €iR* sietssiarg(z) = g [7] . Et, z € iR~ sietssi arg(z) = —g[Zn].

Théoréme et définition : Tout complexe z non nul s’écrit sous la forme z = |z|ei®9(®)_ C’est |a forme trigonométrique de z.

61 M(z) ou z=Aff(M)
n(z ® Interprétation géométrique :
2 Si 6 = (I, OM)[2n] alors OM = OMiiy =|zliiy oty = (cos8)T + (sin6)j

Exemple :Soit 8 € Retr € R, el? = cosf + isinf
— —
2 la forme la forme
trigonométrique algébrique
re® = rcos6 + irsinf
u la forme la forme
J trigonométrique algébrique

0 1 2 3 4 5 6 || Théoréme : Soit z un nombre complexe non nul. Soit 7 un réel strictement
O " .

3L positif et 8 un réel.
] z = re'? sietssi 0 =arg(z)[2m] et = |z] .
z = Re(2) + ilm(z) = |z|er9®) g(2)[27] lz]
Dans ce cas,
OM = Re(z)i+ Im(z)j = OMi (7, 8) est un couple de coordonnées polaires du point M d’affixe z .

-2

ou i = cos(Arg(z)) i+ sin( \rg(z )‘]_,T

Théoréme : Soient z et z’ deux complexes non nuls. z = z' sietssi arg (z) = arg(z) [2n] et |z| = |Z']. @

Méthode : Soit z # 0. Pour obtenir la forme trigonométrique de z :

z , . . . i \
1) mettre |z| en facteur dans z. Comme 7 est de module 1, 'autre facteur est nécessairement de la forme cos6 + isinf = e'? ou
z

6 est un argument de z.
2) Reconnaitre 6 .




je reconnais 6 i 1 1. 3T
37— Exemples je mets |z rel o= sing e —-3+4+3i= 3\/5(——+—l) = 32e"s .
en facteur el que cos —\E—sm - V2 V2
. 1 1. i—
e z=1+i 2 \/f(—+—l) = V2e's
la forme la forme
algébrique trigonométrique
) iE i7_7T
e 1—+/3i=2e" e —\/3—-i=2e"%

. —3+\/§i=2\/§(—“2—§+§i)=2\/§ei5?" .Donc, |-3 + 31| = 2v3 etarg(—3 + V3i) = = [2n]

:b% Relation forme trigonométrique et forme algébrique Soit z un complexe non nul . Alors z s’écrit sous forme algébrique z = Re(z) +

23

ilm(z) et z s'écrit sous forme trigonométrique z = e’ . Par unicité de la forme algébrique : Re(z) = rcos (8) et Im(z) = rsin ().

_ Re(z) . _ Im(z) . __Im(2)
Donc, cos(8) = N etsin(9) = NG etsi Re(z) # 0 alorstan(8) = e
Arctan (”"(Z)) +m [2m] si Re(z) < 0 ZsiRe(z) = 0 et Im(z) >0
. _ Re(z) . —)2
siRe(z) # 0 alors 9 = Im(2) etsiRe(z) =0alors0 =1 “, . .
Arctan (—Re(z)) [27] si Re(z) > 0 — si Re(z) =0etIm(z) <0

Définition : j’appelle forme quasi-trigonométrique toute écriture de z de la forme z = xe®avec x et 6 réels. On obtient une telle
forme lorsque I’on applique, par exemple, les identités du Losange. Dans ce cas, si x # 0 alors la forme trigonométrique de z est z =
{ lx|e® six >0
|x|ei®+Msix < 0
guotients ou puissances de nombres complexes. Cette forme quasi-trigonométrique permet aussi d’obtenir la forme algébrique
z = xe'® = xcos(8) + i xsin(6). Il suffit pour I'obtenir d’écrire e’?sous sa forme algébrique.
Re(z) Im(z)

Exemple : 1 — e® = —2isin (e)ei§ = 2sin (g)ei(g—f) de|1 - €| = |=2||sin (2)] 1) |ei§

2
2 |sin (§)| ei(§+g) si sin (g) <0 y\
1—el®=2 |sin (§)| 0 sisin (g) =0 Forme trigonométrique de 1 — e,
2sin (g) ei(g_g) sisin (9) >0 /

2

. Une forme quasi-trigo suffit bien souvent !! Elle est trés utile pour obtenir sous forme (quasi-)trigo des produits,

Propriétés des arguments : Soient z et z’ deux complexes non nuls et n un entier relatif.
Arg(z x z") = Arg(z) + Arg(z')[2x]

1
Arg (;) = —Arg(z)[2n] Méme propriétés que le logarithme

Arg (g) = Arg(z) — Arg(z")[2m]
Arg(z™) = nArg(z)[2n]

4

(2

4o

4. Des applications algébriques et des méthodes a connaitre ( savoir-faire !!
1. Factorisation d’'une somme ou différence d’exponentielles imaginaires (méthode a retenir) :
0 o e (0" -0V _ - ip o'—\ 9=0 o'\ 2*0
el + el = eif(1 40 -9) = 2¢! cos(—2 )e 2 —ZCos(—2 )e 2

! !
- g’ ; = .. (8-6Y £=° .. (e-g'\ 2*°
et elf —el® = ¢!¥(1—e!0"-0) = —2ie!sin (T)el 2 = 2isin (T) ez

T T\ 3
Exemple : Montrons que (elﬁ + elz) est imaginaire pur.

2. Les Identités du Losange sont trés utiles pour obtenir la forme (quasi-)trigo puis la forme algébrique d’une puissance ou d’un
qguotient de complexes. La forme quasi-trigonométrique d’un complexe est le nom que je donne a I'écriture qu’'un complexe sous
la forme (réel) x (exponentielle imaginaire). la forme trigonométrique d’'un complexe non nul est I'écriture de ce complexe

sous la forme (réel strictement positif) X (exponentielle imaginaire).
ia

et (V3 - i)n sous forme algébrique.

1-
1+el@

Exemple : Ecrivons

3. Linéarisation (transformation d’un produit en somme) d’un produit de sin et de cos (dans le but d’intégrer par exemple).

Euler , ;; _j nFBN Euler Euler , ;v _;y nFBN Euler
n o (ete foul s} inT o (e e e} s}
cos™(t) = = = . Et, sin"(t) = _ S . 2
2 —— 21
tout
développer

Exemple : Linéarisons f(t) = cos?(t)sin*(t) et déduisons-en une primitive de f.
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Ecriture de cos(n6) (resp. sin(n@)) polynéme en cos(6) (resp. sin(e))ou presque

cos(nf) = Re((cost + isin)") = Re ( (L (Z) (cosQ)k(iSinB)”‘k) et de méme,
FBN

sin(n@) = Im((cos6 + isinf)™) = Im( (L (Z) (cosQ)k(isinB)”‘k).

Exemple : Montrons qu’il existe deux fonctions polyndémiales P et Q tel que : cos(86) = P(cos(0)) et sin(86) =

cos(0) Q(sin(0)).
5. Calculsde Y.7_,e™% ¥n_ cos(k) et X1, sin(kf) et d’autres sommes :
n_,ekl =yn_ (elf)k = e .. Et X7 cos(k8) =X7_,Re(e™®) =Re(XP_,e0) = .
somme

géométrique
de raison et )
De méme, Yt_,sin(k0) = Im(Xr_,e*?) = ---.

5. Application a la géométrie y

Théoréme : f wra)

Soit M et M’ deux points du plan d’affixes respectives z et z’ . [ s s G4 EERS

arg(z —z) = (i',W) [2m]

N
Soit 1 et u’ deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z et z' .

(i) = arg (Z;) [27] = arg(2)) - arg(z)[2n] '

"4 lim(z)
'
12
ml
0B
T3

041

0.2+

|
6542 04 06 o8 i

T2 14 16 18

! \ |z2)=l2-2
Re(z \

121

Filit) A
—
? 22 24\ 28 28 ] 3

\ Wz)
L]

Corollaire : Soit A, B C et D quatre points distincts d’affixes respectives a, b, c et d . Alors, (ﬁ,ﬁ) = Arg (;:) [27]. '

d
b—

Applications a I'alignement, I'orthogonalité et la cocyclicité : Soient A, B C et D quatre points distincts.

e A,B C sont alignés sietssi g € R".

e Aestsurle cercle de diamétre [B, C] sietssi E € iR".

e A,B,C et D sont cocycliques sietssi arg (g) = arg (Z%Z) [] sietssi arg (g X E) € R*

Application a différentes transformations du plan :

A SAVOIR

RETROUVER

» La translation de vecteur i d’affixe w est I'application t3; du plan dans lui-méme qui associe, a chaque point M, le point M’ = t; (M)

tel que MM’ = U . Donc la translation de vecteur U est tz: (M(2) » M'(z + w))).

* L’homothétie de centre O et de rapport le réel x non nul est I'application h, du plan dans lui-méme qui associe, a chaque point M,
le point M’ = h,, (M) tel que OM’ = xOM .Donc, I’homothétie de centre O et de rapport x est hox:(M(z) » M'(x2)).

« La rotation de centre O et d’angle le réel 6 est I’application ry du plan dans lui-méme qui associe a chaque point M le point M’ =

Toe (M) tel que OM’' = OM et (W’,W) = 6[2m]..Donc, la rotation de centre O et d’angle 8 est 1, g: (M (2) = M’(ze“’)).

Composition : Soit a un complexe non nul. Alors a = re? ou |a| = r et 8 = arg(a).Alors f: (M(z) = M'(az)) est lacomposée

commutative de 1y et de h,.. Autrement dit, si M un point du plan d’affixe z non nulle alors le point M’ d’affixe z X w est le point du

plan tel que : OM' = rOM et (W,OM') = 9[2n] .

551

51 +» M'(zw)
451 | .
J Construction géométrique : pour passer de M(z) a M’(re'®z) , on fait subir a
as| | M la rotation de centre O et d’angle 8, on obtient M”, et ensuite on fait subir a
3 e M” ’homothétie de centre O et de rapport 7 et on obtient ainsi M'.
Z| X |W|
251 |
a2/ M(z)
151 [
W‘I,‘,,_argl"wj 12l
o5/
o~ — P
-1 —05&]!]05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

0.5
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6. Exponentielle complexe

On connait désormais I'exponentielle réelle e* tel que x réel et I'exponentielle imaginaire e = cos (y) + isin(y) tel que y réel . On
va grace a ces deux exponentielles définir I'exponentielle complexe de la maniére suivante :

Définition : Soit z = x + iy un nombre complexe. L’exponentielle (complexe) de z est e? = e*e® .
Autrement dit : e¥* = e* X e = e*(cos(y) + isin(y)).

Propriétés : Soit z et z’' deux nombres complexes et n un entier relatif .
o e?#0 , |e?|=eR®@ etarg(e?) = Im(z)[2n]
e Re(e?) = eR*@(cos(Im(z)) et (e?) = eRe@ (sin(Im(z2)) .
o e?=¢% sietssidke Z ]z —z' = 2ikm.
!
! 1

_ r_ e? — _
o eZxe? =eft? | eZ== , ¢ z=e_z , (ez)n=enz' eZ = eZ .

Conséquence : L’exponentielle complexe (z = e?) n’est pas injective, I'exponentielle imaginaire(y = e®) non plus alors que
I’exponentielle réelle (x — e*)lest.
Méthode : on cherche a résoudre une équation de la forme e? = w ou w complexe donné (fixé) et z I'inconnue complexe.
Ou bien w = 0. Alors il n’y a pas de solution.
Ou bien w # 0. 0n va mettre w sous forme trigonométrique w = re'? et on cherche z sous forme algébrique = x + iy . Alors e =
w Se¥e? =rel? © eX =rety=0[2n]ex =In(r) ety = 6[2n].
v Car deux complexes sont égaux sietssi ils ont méme module et argument égaux modulo 2m
V3i-1

Exemple : Résolvons e? = d’inconnue z complexe.

Il Racines carrées ou deuxiemes et équations polynomiales

1. Racines carrées

Théoréme . Soit A un nombre complexe .

Ou bien A= 0 alors il existe un et un seul complexe § tel que §> = A quiest: 5 = 0.

Ou bien A% 0 alors A= re'? et il existe exactement deux complexes & tels que §% = A qui sont distincts et opposés :
i0 i0

Ces complexes 6 tels que 6% = A sont appelés les racines carrées ou deuxiémes (complexes) de A.

Méthode pour trouver les racines deuxiemes complexes de A dans le cas ou A+ 0 :
e Lorsque A aune forme trigonométrique «sympa» (ie. A a un argument simple) A= re® alors on donnera ses racines carrées sous

forme trigonométriqgue comme dans le théoreme §; = \/Fe§ etd, = —\/Feg . Il est parfois utile d’avoir la forme algébrique
(obtenue a partir de la forme trigo). Cf équation du second degré.
Exemples : 1) A= —4 = 4i% = (2i)?
2) A= —2i=2e'z = (\/Ee"%")z =[v2(-% +¢—i7)]2 = [-1+i]?
2
3) A= cos(x) — 1= —2sin® (g) = 2i%sin? (g) = (\/fisin G)) .
e Lorsque A n’apasun argument simple alors on cherchera ses racines carrées sous forme algébrique ie. on cherche § = x +
iy tel que : (x + iy)? = a + ib (%) .En identifiant parties réelles et imaginaires et module , (*)est équivalente au systéme
x*—y*=a 1)
2xy=>b (2). De (1) et (3) ,on tire x* et y* et de (2), on sait si x et y sont de méme signe ou non . On trouve deux
x?+y? =a? +b? (3)
solutions opposées : § = x + iy ou § = (—x) +i(—y).
Exemple : Cherchons les racines carrées de A= 3 — 4i . On cherche § = x + iy tel que : (x + iy)? =3 — 4i.
(x+iy)2=3—-4io (x+iy)?=3—4iet|(x+iy)?|=|3—4i|ox2—-y?+i2xy=3—4ietx’+y*=5
2 _ 2 2 _ =4t
o Jzcxy 2 ’ o 2?: 2 o yx= ﬁz @{ i {x =2
x24+y2=5 xy =—2 xy =—2 y=-1 y=1
Donc,—2 + i et 2 — i sont les racines carrées de 3 — 4i. (vérification : (=2 + )2 =3 —4i OK!)
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2. Equation du second degré dans C et complément dans R

Théoréme Soit a, b, et ¢ des complexes tels que a # 0 .
1) Soit (E):az? + bz + ¢ = 0 une équation du second degré .On pose A= b? — 4ac. Soit & une racine carrée de A (ie.A= §2).
si A= 0 alors (E) a une unique solution et si A+ 0 alors (E) a deux solutions distinctes .

: . ~b-§ —b+6
Ces solutions (confondues si A= 0 ) sont z; = z—a etz, = Z: .
2 A
2) Pour tous complexes z,az?> + bz+c=a(z—2z)(z—2,) = a [(x + %) — 4—az]. @
b c
3) z, + 2, =—cetz Xz =—.

Exemple : Résoudre (—4 — 20)z? + (7 —i)z+1+3i=0

Théoréme : Soient a, b et c trois réels tels que a non nul et P(x) = ax? + bx + ¢ =Alors,

—b—i\/TAl _ —bi+/IAl
2a

SiA= b? — 4ac < 0, alors P a deux racines complexes conjuguées x; = etx, =

2a
q -b c
On a toujours : x1+x2=7etx1xx2=z_

Exemple : Factorisons dans C le polyndome P(z) = 1 + z + z°%.

Réciproquement Soit a et f deux complexes. Si u et v sont deux complexes telsque u+v = f et u X v =y alorsu et v sont les
solutions de z2 — Bz +y = 0.

e’ +e"V =2

Exemple : Résolvons{ z4w — o
e =

3. Fonctions et équations polynomiales a coefficients complexes.

Définitions : Une fonction polynomiale réelle (resp. complexe) est une fonction de la forme :
f) =apx™+an_ x4+t ax+ay (F)ouf(z) =az" +a,_ 1z + -+ az + ap ()

ou n est un entier naturel, a,, a,,_4, -..., a4, a, sont des réels (resp. complexes) indépendants de la variable x (ou z) (des constantes)

et sont appelés les™ coefficients de f .

e Sia, # 0 alors le degré de f est n et on note n = deg (f) . La fonction nulle est la seule fonction polynomiale dont tous les
coefficients sont nuls ; par convention, son degré vaut —co.

o Le complexe (resp. Complexe) « est racine de f lorsque f(a) = 0i.e. lorsque @ est une solution complexe ( resp. réelle) de
I’équation f(z) = 0 d’inconnue z réelle ou complexe.

o (%) est la™ forme développée de f.

©a,z" +a,_1z" 1+ -+ a;z+ a, = 0, d'inconnue z, est I'équation polynomiale associée a f et ses solutions sont les racines de f.

Théoreme** : la forme développée d’une fonction polynomiale est unique i.e.

bO — aO
SiVx € R apx™ + ap_1x™ 1+ -4+ a;x + ay = bpx™ + by x™ 1 + -+ byx + by alors by = %
b, = a,

La fonction nulle est la seule fonction polynomiale dont tous les coefficients sont nuls.

Théoréme de la division euclidienne entre deux fonctions polynomiales : Si f et d sont deux fonctions polynomiales telles d non
nulle alors il existe deux uniques fonctions polynomiales g et r telles que :

vz € C f(z) = @@)q(2) + r(2)et deg(r) < deg(d).

2x*—5x3+x2+3x—1|2:53 5.5
( 4_2 2) PR
—(2x* —=x
3

—5x3 +§x2 +3x—-1

(54345
Méthode : ( 5x +3x) 2x4—5x3+x2+3x—1=(3x2—1)(§x2—§x+§)+§x—g.

5 4
Sxt4-x—1
3 3

5 5
-3

3 9

4 4
3
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Théoréme ADMIS : Si f est une fonction polynomiale réelle (resp. complexe) non nulle de degré n et a est racine de f alors il existe
une fonction polynomiale réelle (resp. complexe) g de degré (n — 1) telle que : pour tout réel x , f(x) = (x — a)g(x)

Méthode pour factoriser f :

1. Je cherche des facteurs évidents....

2. Je cherche une racine évidente de f. Pour cela, je calcule £(0), f(1), f(2), f(—=1), f(—2) .Si'un de ces réels s’annulent alors j’ai
trouvé une racine a € {—2,—1,0,1,2} de f

3. Japplique le théoreme précédent en affirmant qu’il existe une fonction polynomiale g de degré (n — 1) telle que : pour tout réel
x,f(x) =& -a)g(x) .

4. OU BIEN Jécris g sous sa forme développée générale (en nommant par des lettres ses coefficients que je cherche a
déterminer).)’ utilise I’égalité pour tout réel x , f(x) = (x — a)g(x) et le résultat fondamental d’unicité des coefficients d’une
fonction polynomiale pour déterminer les valeurs des coefficients de g .

OU BIEN jeffectue la division euclidienne de f(x) par (x — ). Le quotient est alors g(x).

5. Jerecommence le méme travail sur g ... puis a nouveau sur les facteurs de g ...

6. Jobtiens ainsi une écriture de f de la formef(x) = B(x — ay)(x — @) ... (x — @) ol a4, .., @, racines réelles de f .Cette forme
est appelée forme scindée de f dans R.

NB toutes les fonctions polynomiales réelles n’ont pas de forme scindée dans R car certaines d’entre elles ont des racines complexes

non réelles !l Exemple : P(x) = x2 + 1= (x —i)(x + i)

Rque : Une fois f (x) complétement factorisée et réelle, le signe de f(x) en fonction de x s’établit grace a un tableau de signe.

Théoréme Si a est une racine complexe non réelle d’une fonction P polynomiale réelle alors & est aussi racine de P.

Exemple : Factorisons P(x) = x* + x3 +3x2 + x + 1

Théoreme

1) Une fonction polynomiale non nulle, de degré n € N, a au plus n racines ( I'’équation polynomiale associée a au plus n solutions)

2) La fonction polynomiale nulle est la seule fonction polynomiale ayant strictement plus de racines que son degré. C'est donc la seule
fonction polynomiale ayant une infinité de racines.

IV Racines ni¢mes (complexes) d’un complexe.

Définition Soit a un nombre complexe et n un entier naturel non nul .
Les racines n*™® (complexes) de a sont tous les nombres complexes z tels que z™ = a .
Les racines n*™® (complexes) de a sont toutes les racines complexes du polynédme P(X) = X" —a .

Exemples : 0 est 'unique racine n®*™ de O . Tout réel a est I'unique racine 1% de a . Tout réel non nul a exactement deux racines
carrées complexes .

NB:P = X™ — a étant de degré n, P a au plus n racines . Donc, un complexe a admet au plus n racines n'*™ complexes.

Nous allons démontrer que si le complexe a est non nul alors a admet exactement n racines n'*™,

1. Racines ni¢™s de I’unité ou n un entier naturel non nul .

1 est appelé I'unité . Les racines n*™ de I'unité sont tous les complexes z tels que z" = 1.
De maniére évidente, 1 est toujours racine n®™ de I'unité quelle que soit la valeur de n.

Théoréme Soit  un entier naturel non nul . Il existe exactement n racines n'*™* de |'unité (ie. n complexes z tels que z™* = 1) qui
2ikm

sont les complexesw, = e » tqk €{0,1,...,n—1}.
iz_n i4_7r iz(n—l)n
NB: wy=1l,w, =en,w,=en,..,w,_4=€ n

Uy, ={w, /kel0;n—1]} ={w, /ke€[Lin]} ={w, /k€[2n+1]}={w, /k€[-Ln—-2]}.. '

De plus, Vk € [1,n — 1], w,,_x = @) i.e. wy_q = @7, Wy_p = @5 ..Donc U, ={w, /ke [0;n—1]}

Propriété : La somme des racines n*™* de I'unité est nulle dés que n = 2. '

2ikm
Prop : Les complexes w, = e n tqk € [1;n — 1]sont les solutions de 1 + z + z% + --- + z*~1 = 0.
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n impair n pair
1 est le seul réel racine n'®me de I'unité . 1 et -1 sont les racines nitmes réelles de I'unité et les conjugués des
. . 2ikm n-1 2ikn n
Les conjugués des complexes w, = e n tqk € {1, T} sont complexesw, =e n tqk € {1, T 1} sont les complexes
2ikm n+1 2ikn n
les complexes w, = e n th{T,....,n—l}. wy=¢en tqe{;—l,....,n—l}.

Exemples : Les racines carrées de l'unité sont 1 et -1.
Les racines 4¢mes de I'unité sont 1,i,—1, —i. Leurs images forment
un carré .

2im
vk € Z,j?’k = 1;j3k+1 —e3

2. Racines n™e d’un nombre complexe non nul .

Remarque : La somme des racines n*™* de a est nulle dés que n > 2 et les points d’affixe u,, tel que k € [0,n — 1] forment un

polygone régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayon /.

Méthode pour trouver les racines *™** d’un complexe a non nul avec n > 3 (pou n=2, Cf

1) JVécris a sous forme trigonométrique a = re'? .
0
. e Lo i(Z . (8 ER .
2) Je cherche une racine n'*™® particulierede a : z, = Nr el(n) convient (car z," = (’We’(n))" = (rn)"(e‘(n))" =re'?).
mmle argument
dea dea
puissance  djpisé
1 par n

n
3) Je multiplie cette racine niéme z, particuliére par les n racines n'™® de I'unité. J'obtiens alors n complexes qui sont les

racinesn®*™ dea .
Exemple : Déterminons les racines 6™ (complexe) dea = 2i — 2.

_ 1, .1 2
1) a= 2\/7(—\/—54-1\/—5) = 2ze" 4.
3 1 .3m 1 .
2) Donc, z = (22)se‘xs = 2ze’s est une racine 6i¢me particuliére de a .

1 .m .2km
3) Ainsiles racines de 2i — 2 sont les 6 complexes : 2:ze'se's tqk € [0,5].

JE SAIS MAINTENANT RESOUDRE TOUTE EQUATION DE LA FORME Z™ = a d'inconnue Z complexe.
10



95 Exemples : Soitn € N{0,1}. Résolvons (z — 1)"™ = (z + 1)™d’inconnue z complexe.
Je remarque que 1 n’est pas solution de cette équation . Soit z € C\{1}.

(z+1)" _ 1

@-n

z solution sietssi (z — 1)™ = (z + 1)™ sietssi

n
sietssi (11) =1
z—1
sietssi 2" = 1002 =22
z—-1
sietssi Z est une racine nieme de l'unité.
iz—” L.4_1r iz(n—l)n
sietssi Z=1ouZ=enouZ=enou..Z=e n
.2km
sietssi il existe k € [0,n — 1] telque Z = "= .
. .. . z+1 L'Zk_”
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que~— =en
.2km
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(z + 1) = e'™n (z— 1)

.2k

Soitk € [0,n — 1].
2kn 2kn
1—e"n =0 sietssi e"» =1 sietssik = 0.

Donc je dois oter la valeur k = 0 pour avoir le
droit de diviser.

.2k .2k
De plus, pourk =0, (1 - e’T)z #—(e™m +1)

Donc le cas « k=0» est impossible ... mais ce n’est
pas grave il nous reste les autres cas qui, eux,
n’aboutissent pas a une impossibilité !!

.2km
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(l - eLT)z =—(e"" +1) J

2km km, kT
. S no+1 2cos ()en . K
sietssi il existe k € [A,n — 1] tel quez = — (e n;m) =— n__— = —icotan(=)
= c o kT i n
<1—e n > —2LSLTL(7)€ n

ﬁtf Dans ce chapitre, nous avons défini les objets : z",z " tqn € N, Z,|z|, arg (z) et e” ou
z € C (éventuellement non nul). Par contre, les objets :

Aeee(—z—),tan(—:—), sin{z) , Infz), 2,272 ou 3z, }z}-n’existent pas si z € C!
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