Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques Chapitre 12

Fonctions dérivables et fonctions convexes.

(-]
Rappel : si I est unintervalle, alors I, I'intérieur de I, est l'intervalle contenant les éléments de I sans les bords de 1.
o
Un intervalle | est non trivial lorsque I est non vide.

| Généralités.

Définition Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle non trivial I . Soit @ un réel élément de /.

1.Soit x un point de Df distinct de a.
T(X) — f(x)—f(a)

est le coefficient directeur (ou la pente) de la droite passant par A(a, f(a)) et M(x, f(x)) (appelée corde).

(x) = f(x) f(a) est appelé le taux d’accroissement de f entre a et x.

(x) f(a) admet une limite finie quand x — a. Cette limite finie, si elle existe, est alors

f(x) f(a)
—»a

x—a

1. fest derlvable en a lorsque 7(x) =

le nombre dérivé de f en a et notée f’ (a) ou —= (a) Autrement dit, f'(a) = f (a)

Dans ce cas, la tangente a Cf au point de A(aq, f(a)) (ou en a) est la droite d'equatlon y=f(a)+f(a)(x—a).

f(x) f(a)

2. Lorsque 7(x) = admet une limite finie quand x — a?, f est dérivable a droite en a. Cette limite finie a droite , si

elle existe, est anrs Ie nombre dérivé a droite de f en a et noté f;’ (a) et,
fa' (@) = lim+%. Dans ce cas , la demi-tangente a droite a Cf au point de A(a, f(a)) (ou en a) est la demi-droite
xX—a -

d’équationsy = f(a) + f;' (@)(x —a)et x > a .

fe)=f(a) (X) f (@

3. Lorsque 7(x) = admet une limite finie quand x = a~, f est dérivable a gauche en a. Cette limite finie a droite , si

elle existe, est anrs Ie nombre dérivé a gauche de f en a et noté f;’ (a) et,
fo' (@) = lim % Dans ce cas, la demi-tangente a gauche a Cf au point de A(a, f(a)) (ou en a) est la demi-droite
x—a -
d’équationsy = f(a) + f' (@(x —a) etx < a.

! (x) f (@)

4. Lorsque f est continue en a et T(x) = admet une limite_ infinie en a, f n’est pas dérivable en a et la droite

verticale d’équation x = a est alors la tangente (dite verticale) a Cf au point A(a, f(a)) .

f (X) f f&)-f(@)

5. Lorsque f est continue en a et t(x) = admet une limite_infinie en a* (resp.en a™ ), alors f n’est pas dérivable a

droite (resp. gauche) en a et la droite vertlcale d’équation x = a est alors la demi-tangente verticale a droite (resp. gauche)
a Cf au point A(a, f(a)).

6. Soit!l c Df. f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de I. La fonction f’ qui associe, a tout point a de [, le
nombre dérivé de f en a, est appelée la fonction dérivée de f.

NB: 1) 7(x) = f(") f(“)

2) Si fe)-f(@
x—a

n’est définie que pour x € Df\{a}.

n’a pas de limite en a ou a une limite infinie en a , alors f n’est pas dérivable en a, dans le 28me c3s, Cf aune

tangente verticale au point A(a, f(a)), dans le premier cas, il n’y a rien.

lllustration : Soit A(a, f(a)) et M(x, f(x)) des points de Cf.

Par définition, la tangente a Cf au point A est la position limite des cordes (AM) quand x tend vers a (c’est-a-dire quand M se
rapproche de A en suivant Cf) . La tangente a Cf au point A est la droite la plus proche de Cf au voisinage de 4, la courbe

Cf vient se confondre avec cette tangente au voisinage de A.

De méme, la demi-tangente a droite au point A est la position limite des cordes (AM) quand x tend vers a* et De méme, la
demi-tangente a gauche au point A est la position limite des cordes (AM) quand x tend vers a~

En effet,

e Supposons que f est dérivable en a . Alors, la pente des droites (AM) tendent vers le réel f’(a) . Comme, de plus, les droites (AM) passent toutes par le
point 4, les droites (AM) tendent vers la droite passant par 4 et de pente f’(a). De plus, pour qu’une droite D soit proche de Cfau voisinage de 4, il faut que D
passe par A donc D a une équation de la forme y = u(x — a) + f(a) ou u =coeff directeur de D. Mais alors Vx # a, f(x) — (u(x —a)+ f(a)) =

(x—a) (% - u) Donc pour que I'écart entre Cf et D soit le plus petit possible quand x — a, il faut et il suffit de prendre u = f’(a) puisque prendre u =

w —u = 0.Donc, D est la droite la plus proche de Cf sietssi D est la tangente a Cf en A.

e Supposons que f est continue en a et lim (’2 f(@)
xX—a

toutes par le point 4, les droites (AM) tendent vers la droite verticale passant par A.

- Idem si on suppose que f est dérivable a droite en a ou bien que Cf a une demi-tangente verticale en a.

f'(a) est la seule valeur telle que lim
xX—a

= to00. Alors la pente des droites (AM) tendent vers +co. Comme, de plus, les droites (AM) passent




Droite tangente : limite des cordes et limite des tangentes — GeoGebra :
L' lllustration : tangente = limite des cordes Faire bouger b qui joue le réle de x et le faire tendre vers a.
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Exercice : représenter Cf au
voisinage de a lorsque
f est continue en a,
lim 7(x) = +oet
x=a
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Attention aux fausses tangentes verticales obtenues lorsque la

M

s Y

Fausse tangente verticale pour une
fonction discontinue — GeoGebra

demi-tangentes — GeoGebra
1.2
b2 751 1 Le point A est dit anguleux car les
ToseL) 0.8 dxag deux demi-tangentes existent mais
b 0:8 e ne sont pas confondues.
0.4
& deux demi-tangentes d’équation y = a/ V2 et y = I/\/E
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é. Exemples 1.La courbe de la fonction f: (x - \/E) admet une tangente verticale au point 0(0,0) car f est continue en 0 et ‘/i:;/ﬁ = g = \/i; donc,
lir%%ﬁ = +00. De méme, les fonctions valeurs absolues, les fonctions (x - '{/ﬂ sont continues mais ne sont pas dérivables O et leur courbe admet une
x—0 X—

tangente verticale au point 0(0,0). Enfin leur domaine de dérivabilité est D;» = Df\{0} et son domaine de continuité est Df.

2. Soit f: (x /1 —+/1—x2) f est continue en 0. Etudions I'allure de sa courbe au voisinage de 0 :

f)=V1-v1-x%= Jl - (1 —%xz —%x‘* + oo(x4)) = \/%xz +%x4 + 0o(x%)) = %(1 + %xz + o[,(xz))E = %(1 + %xz + oo(xz)).

+ 09+ (x3) . Comme f admet un DL;(0%), f admet un DL, (0%) et par conséquent, f est dérivable a droite

X3

8V2
3

en0 et f;(0) = \/ii et la demi-tangente a droite a pour équation pour équation y = \%x .Deplus, f(x) — [f(O) + %x] ~o+ 3X_ﬁ' Dong, au voisiange de 0%,

Doncsix>0,f(x)=f(0)+‘/iix+

fx) - [f(O) + Tlix] > 0. J'en déduis Cf est au dessus de sa demi-tangente a droite en 0.


https://www.geogebra.org/m/mgt7gcp7
https://www.geogebra.org/m/mgt7gcp7
https://www.geogebra.org/m/d9pamt2e
https://www.geogebra.org/m/dxsve9ja

x3

Doncsix <0,f(x) = f(0) — %x e + 0o-(x3) . Comme f admet un DL;(07), f admet un DL, (07) et par conséquent, f est dérivable a gauche
' -1 i 3 4 i 4 i =1 - S SO

en0 et f; (0) = N et la demi-tangente a gauche a pour équation pour équation y = N De plus, f(x) [f(O) ﬁx] i

Donc, au voisiange de 07, f(x) — [f(O) + %x] > 0. J'en déduis Cf est au-dessus de sa demi-tangente a gauche en 0.

Comme fy (0) # f; (0), f n’est pas dérivable en 0 et Cf a un point anguleux en 0.

3) Soit f une fonction dérivable a droite et a gauche en a. Posons g(t) = W Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.

vt > 0,f(a+ )= f(a) + (@t +ogr (D) et fla=) = f(a+ (=) = £(@) + (@) (=) + 00+ (8
HEORBTIBENE = fi(a) = f3(a) + 00+ (D). £t Jim g () = fi(a) ~ f7(a)
Ve <0,f(a—1) = f(@) + (@0 +0o-(D) et fla+ ) = f(@) + f (@)t +0p-(1).

—fa(@)t+0o(£)+§(a)t+0,(t)

Donc, vt < 0,g(t) = o’ = fa(@) = fg(@) + 0p-(1). Et lim g(t) = fa(a) = fy(a).

Ainsi, ltirra g(t) = fq(a) — fy(a). Ainsi, g est prolongeable par continuité en 0.

Donc, Vt > 0,g(t) =

Théoreme : Si f est dérivable en a alors f est continue en a. Si f est dérivable sur [ alors f est continue sur I.
Conséquence: Dy < D. < Dy
= ——

Nt . "
domaine domaine domaine
de de de
défintion ~ continuité  défintion
def’ ef de f

Attention , la réciproque est fausse. Donner une fonction qui est continue en un point mais pas dérivable en ce point.

Théoréeme Soit D un sous-ensemble de R, u et v deux fonctions définies sur D.
1) Si u et v sont dérivables sur D et k est une constante (en x) réelle alors k.u ,u + v ,u X v sont dérivables sur D et Vx € D,
(k.u)(x) =k.u'(x)
(u+v)y =v) +v)
(uxv)(x) =ulx)xvix)+ulk)xvix).
2) Si u et v sont dérivables sur D et u ne s' annule pas sur D alors 1/u et v/ u sont dérivables sur D et Vx € D,
B =g« () 0=t
3) Siwuestdérivable sur D et v est dérivable sur E et Vx € D,u(x) € E alorsvou: (x = v(u(x))) est dérivable sur D et

Vx €D, (vou) (x)=u'(x)x v’(u(x)) =u'(x) X (V' o w)(x).

Ao

Conséquence : si f n’est pas définie par morceaux et n’est pas définie par une intégrale et que I’expression de f n’est constituée
que de fonctions dérivables partout sur leur propre domaine de définitionl alors f est dérivable sur son propre domaine de
définition .

M

Théoréme : Toutes les fonctions usuelles sauf la partie entiére, les racines n'*™ réelles, Arcsin, Arccos et la valeur absolue I

A

Domaine Domaine Domaine . I Développement limité Primitive
Fonction de de de Fonction Limites usuelles par en0
définition | continuité | dérivabilire | 9¢71Vée | tauxd'accroissement
Constante R R R 0
In(x
1 lm}x ® =1
x->1X —
In (x) R** R** R** = . In@)-In(b) _ 1 .
% }Cl_r.l?, %5 b "
b>0
Cer—1
lim =1
e* R R R e* ’H(;x x e
; b
alcl—% x—bh —
cos(x)—1
lim ) =0
x-0 X
cos (x) — cos (a
cos (x) R R R —sin (x) @ @
x-a x—a
= —sin (a)
sin (x
lim @) =
x-0 X
sin (x) R R R cos (x) I sin (x) — sin (a)
XII}}I xX—a
= cos (a)
tan (x)
" n n ==t
R\{E R\{E R\{E 1+ talnz(x) i) = e ()
tan (x) + kn/k + k/k thufk | comm | Mg
€7} € 7} € 7} =1+ tan’a
ol a € Digpn




n n_ . n
x"tqn € N\ R R R nxn-1 lim X — % gt
{0} xva x—a
n ] x Tt —q "
x"tqn € R* R R g1 lim ~—a
N\{0} E=h
1
2x lim Vx—va
ﬁ _ x% R* R R+ _ %x%__l x—iu x—a
— sia>0
~ = 2Va
2
R* si npair,| R* sinpair| R sinpair i %x — ia
1 >2 >2 >2 m—--=
Nx = xn o g B 1 @a_ x-a X —da
Vx = xntq R si nimpai| R sinimpail R* sinimpaq —x(n 1) 11,
ne N\{O,l} >2 >2 >2 Exn
sia € Df’
x% aveca € i x—b* pa-1
Q\V, Df DA} | axet | Im——-=a
constante sib € Df’
{ 1six >|
|x| R R R* —1six <
x
Lx] R R\Z R\Z 0
Arcsin(x) [-1.1] [-11] I=11] .
resin(x — — —
-1
Arccos(x) [-1,1] [-1,1] 1-11[
V1 — x?
1
Arctan(x) R R R i
5%
ch(x)
1
=3 (e* R R R sh(x)
+e™)
sh(x)
1
== (e* R R R ch(x)
—e™)
x% = ealn(x) £ pa
Ou : — 4 pa-1
consliaorl\te B B N arss }‘l_r’% x=b % ’
N oub € R+,
réelle
n
apxk n
ot"j:;o,..,an R R I Z ayx !
constantes =
v(ax + b)
ouaeth
constantes
réelles.
sin(u(x))
cos (u(x))
tan (u(x))
[uCol
u()"
1
u(x)n
= u@)™
Yu(x)
1
= u(x)n
u(x)*

ou a constanty

In(luC))




exp(u(x))

= eu®)

ch(u(x))

sh(u(x))

Arcsin(u(x))

Arccos (u(x))

Arctan(u(x))

I\6 Exemples :
1)  Soit f: (x = +e¥ — 4). Etudions la dérivabilité de f et calculons le cas échéant f'(x).
e Dy? f(x)existe ®e*—420 e* 24 o x =1n(4) = 2In(2). Donc Df = [2In(2), +0o].
. D.? f est continue sur Df puisque I'expression de f n’est constituée que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition.
. Dy, ? Dans I'expression de f, seule la fonction racine carrée n’est pas dérivable sur son propre domaine de définition. La fonction racine carrée n’est
dérivable que sur R**(= E). Cherchons donc le domaine D de Df tel que Vx € D,e* —4 € R**.0Or, e¥ > 4 & x > 21In(2). Donc Vx €

12In(2), +oo, u(x) = e* — 4 € R**. Et par suite, f est dérivable au moins sur ]21n(2), +o[. Et Vx €]21In(2), +oo[, f'(x) = u'(x) X ——= = —

2 u(x) 2VeX—a
Etude de la dérivabilité de f en 21In(2) :il s’agit d’étudier I'existence et la valeur de lim fx)-72Inz)

x-2In (2) x—21n(2)
f)-f(2In(2))

x

1% méthode : Revenons a la définition , étudions la limite de quand x = 21n(2).

x—21In(2)
f0)-f(2In(2) _ Ve*—4 _ Je¥—4 e¥-4 _ 1 e¥—e2n®@
Vx €]21In(2), +oo], 2@ r2in@) - e 4 r2ln@) — Yo d Azl Or xalzln - \/e"_ = +o0. Et, comme la fonction exponentielle est dérivable en
e¥—e2In@ , _ 2@ _ . : f(x)=f(21n(2))
21n(2), ) l21n Ny =exp'(2In(2)) =e = 4. Et par conséquent, xalzlllrllll(z) i@ = +o0.
28me méthode : f etant continue en 2 In(2) et dérivable au moins sur ]21n(2), +oo[, je peux utiliser le critére de dérivabilité (vu plus bas) : j’étudie donc la
. } L L f-f2In@) _
limite de f'(x) = 2\/_ quand x = 21In(2).0r, 1211‘[l @ zm = +o00. Donc le théoréme assure que x—>]211rrtll(2) 2@ +0o0

j’en conclus que f n’est pas dérivable a 21In(2) et Cf a une tangente verticale en A(21n(2), 0). Et ainsi, Df, =]21In(2), +oo[ et Et Vx € Dgr, f'(x) = %.

cos(x)-1 .
2) Soit f: <x - { z XES v ) Etudions la dérivabilité de f et calculons le cas échéant f'(x).
Osix#0

f est une fonction définie par morceaux. Df = R.Posons g(x) = M

Dg = R" et f et g coincident (sont égales) sur R*. Par conséquent, f et g

coincident sur un voisinage de chaque réel non nul. Comme g n’est constltuee que de fonctions continues et dérivables sur leur propre domaine de définition, g
est continue et dérivable sur Dg = R*. Soit un réel a non nul. Comme f et g coincident sur un voisinage de a et par conséquent, sur ce voisinage, f (x) =

glx) et % Met par suite, 11m f(x) —llm gx) =g(a) = f(a)et llm f(x) f(a) =lim g(x;_i(a) =g'(a) € R donc f est dérivable en a et f'(a) =
- x—=a i
g'(a) = w . Ainsi, je peux conclure que f est continue et dérivable au moins sur R*et Vx € R*, f’(x) = M
Continuité en 0 ? Je vois que cosx)-1 Cos(xi ZOS © comme cos est dérivable en 0, llm% =cos'(0) = —sin(0) = 0 = £(0). Donc f est continue en 0.
cos(x) 1
Dérivabilité en 0 ? Vx # 0, f(x;_g(o) —= COSE;) ! Dong, 11m (x:g(o) = _E' J'en conclus que f est dérivable en 0 et f'(0) = —%. Ainsi f est dérivable
—x sin(x)—cos(x)+1 six£0
sur RetVx € R, f'(x) = L ]
-5 Six= 0
3/9sin(x)—1+1In(Z) -2
3) Calculons lim Ln(") .
Xt 2x—T
2x f1a f14
_ 3 - 2x T\ . T\ _ 3osin(x)—1-2emw _ f(x)*f(g) _ 1f(x)*f(;)
Posons f(x) = {/9sin(x) —1+1n (n) 2.Je remarque que f (2) existe, f (2) =0 et Py = z(xl) =3 (xl) .
g9(x) h(x) 2 2

Dans I'expression de f, seule la fonction In n’est pas définie sur R mais uniquement sur R**et seule la fonction /. n’est pas dérivable sur tout son domaine de
définition mais uniquement en tout point de R*.
2
D’une part, Vx E]E 5—”[ = > 0 donc h et, par suite, f sont définies sur]— [ h est dérivable au moins sur]— —[ et Vx E] z 5—"[ R'(x)=2%=
n
D’autre part, Vx €]~ 7,— " [, sin(x) E] 2, 1] donc u(x) =9sin(x) — 1 E] ,8] c R*. Par conséquent, g et donc f sont dérivables au moins sur ]g

conséquent en — (pwsque E]E 5—”[) Et, Vx E]E 5—”[ gx)=u (x)[ (u(x)) ] = 9cos(x) (9 sin(x) — 1)3 = 3cos(x) /m
Donc, Vx E] z 5—“ [, f'(x) = 3cos(x) 3/(9sin(x) —1)2 + % Alors, en particulier, f’ (g) = 3cos (g) ’ (9 sin (g) - 1) +% = ;T J" en déduis que
2

. f)-f 3/9sin(x)—1+1 2\,
li O - ,[( ) =. Etenfin, je peux conclure que : lim o “(") =1
x—% (x_E) x_)E 2x-T T

1

e 3=5-5 4fe) ==
fx) = o) g, f(x) = Yxe* 7.f(x) = cos(In(x)) 8. f(x) = ln(\/3x = 1) 9. f(x) = Vi—x+3x* 10 f(x) = 2sin (x)tan (ln(x)).

7In(x)

Exercice : Choisir et appliquer les bonnes formules pour calculer f’(x) lorsque : 1. f(x) = 2cos(x) 2. f(x) =




Il Propriétés des fonctions dérivables sur un intervalle.

1. Extremum.

1 Ll Theoreme de_contidition nécéssaire d’extremum : Soit I un intervalle /A et f une fonction définie sur I.

Si ael et f est dérivable en a et f admet un extremum (local ou global) en a alors f’(a) = 0.
a€l et
an'’est pas
un bord de I.

Ny lllustration : Nel e |
: ""“LE 1) « f'(a@) = 0 » est une condition nécessaire mais pas suffisante. Prenons par exemple : f: (x = x3).
W‘ Alors f a une dérivée nulle en 0 sans admettre un extremumen 0.

Autrement dit, les racines de f’'ne
2) Une condition suffisante mais pas nécessaire pour f admette un extremum en a est que f soit
croissante d’un coté et décroissante de I'autre coté de a. Prenons par exemple : Soit f(x) =

TSRy

{x cos (;) i == . Montrons que f admet un minimum en 0 mais fn’est pas croissante a droite ni
Osix=0

décroissante a gauche de 0.

3 2 3) Le résultat est faux sans I’'hypothése « a intérieur a I ». Regardons le dessin ci-contre et

choisissons I = [2 ; 5] alors le maximum de f sur I est f(2) et pourtant f’(2) # 0.

AT conséquence :
Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I alors |es extrema de f sont atteints en des réels qui sont parmi les racines de f".
Si f est dérivable sur un intervalle I alors les extrema de f sont atteints en des réels qui sont des racines de f” intérieures a I ou
qui sont des extrémités de I.

2. Théoréme de Rolle.

AQ| Théoréeme de Rolle : Soit a et b deux réels tels que a < b.
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[et f(a) = f(b) alors f’ s’annule au moins une fois sur ]a, b[ , cela signifie qu’il
existe ¢ €]a, b[tel que f'(c) = 0.

’\j lllustration :

2© | Ihéo de Rolle généralisé : Si f est continue sur [a,+oo][ et dérivable sur
Ja+oo[ et f(a) = lirln f(x) alors il existe ¢ €]a,+oo[ tel que f'(c) = 0.
X—>+00

e ;" NB : le résultat est faux sans I'une des hypothéses.

2‘7 Exercice : Soit f une fonction dérivable sur [a, b] telle que: f(a) = f(b) =0et f’'(a) > 0et f’(b) > 0.
Montrer qu’il existe trois réels ¢; ,c, et cztelsque:a<c¢; <c, < c3<betf(c;)=0et f'(cy) =f"(c3) =0.
f)-f(@ f& ) f(a)

x-a

x;—a>0, f(xl)—f(a) > 0. Donc f(x;) > 0.

f(xl) f(ll)

Comme lim, = f’(a) > 0, 'expression =————— est strictement positive au voisinage de a*. Ainsi, il existe x, €]a, b[ tel que > 0 et comme
x>a

flx ) f(b) f(xl) f(b)

F)-f(b) > 0 et comme
x—b

Comme liI;l]’l f (b) > 0, I'expression ————— est strictement positive au voisinage de b~. Ainsi, il existe x, €]xy, b[ tel que
XxX-b~

—b <0, f(x;)—f(b) <0.Donc f(x;) < 0.
=
Comme f est dérivable, f est continue sur [a, b].Comme de plus, f prend une valeur positive en x; et une valeur négative en x,, le TVI assure que f n’annule au
moins une fois que ]x, x,[ en un réel ¢, . Ainsi, ¢, €]xy, x,[C ]a, b[ et f(c;) = 0.
Alors, f(a) = 0 = f(c,). Comme, de plus, f estdérivable sur [a, b], f est dérivable donc continue sur [a, ¢,]. Alors le théoréme de Rolle assure que f' s’annule
la, c;[ en unréel c;. De méme sur [c,, b], f' s’annule ]c,, b[ en un réel cs.
Ainsi, il existe trois réels ¢; ,c, et cztelsque:a <c; <c, < cz<betf(c,)=0et f'(c;) =f‘(c3)=0.

3. Théorémes des accroissements finis

,Q 5. Théo d’égalité des accroissements finis (EAF) : Soit a et b deux réels tels que a < b.
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = f(b) f(a) (i.e f(b) — f(@) = f' ()b —a)).




{Dlllustration :

)

s :"..m. 33-read)y

2l‘ Interprétation géométrique
L'égalité f'(c) = f(b) f( )
(AB) // (T¢) ou (TC) est la tangente a Cf au point C.

se traduit géométriguement par :

e de NB : résultat faux sans I'une des deux hypotheéses (tentez
d’illustrer).

Exemples 1) Montrer que Vx € R™, < Arctan(2x) — Arctan(x) < —

1+x2

X
1+4x2 =
Soit x un réel strictement positif. Posons f (t) = Arctan(t). f est de classe Clsur [x 2x] et Vt € [x,2x], f'(t) = — . Alors 'EAF assure qu'il existe ¢, €

Arctan(Zx) Arctan(x)

[x, 2x] tel que W =f' (c ). 0r, ¢, € [x,2x],

< f'(cy) = ? < —. Donc, <

< < —et ainsi,
1+x 1+4x2 x 1+x2

1+4x2

Tz S , 'inégalité est vérifiée ( et est une égalité).

2) Calculer lim x (ex+1— ex).
X—o+00

1 1
Soit x > 0. Posons f(t) = et. f est dérivable sur I'intervalle R** et vVt > 0, f'(t) = —t%e?. Donc f est continue et dérivable sur [x,x + 1] et par conséquent,

1
'EAF assure qu'il existe un réel ¢ €]x, x + 1] tel que f(x +D)—-fx)=f(O)x+1—-x)= —Cizec Alors, comme 0 < —— = +1)2 < 12 < 7 et0 < e@D? <

1 1 1
eZ<ex? 0= — o )zexﬂ >2fx+1)—-f(x) = ——ex Ainsi,Vx > 0,0 > — o )zem > xz(em— eE) = —%ex.
XZ 1 X2
Or, o & e ex+1—ex+1—>1 et ex—>1 J’en déduis que 11m x (ex+1—ex) =-1

b

Théoréme de I'inégalité des accroissements finis (IAF)

Version 1 : Soit a et b deux réels tels que a < b. Si f est continue sur I'intervalle [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et |f’ | est majorée
par M sur]a, b[ alors |f(b) — f(a)| < M|b — al.

Version 2 : Si f est continue sur un intervalle I et dérivable sur f et |f’ | est majorée par M sur I alors f est M-lipschitzienne
surli.e. pourtousréelsxetydel, |f(x)— f(y)| < M|x—y]. I’hypothese « I intervalle » est essentielle.

Conséquence : Une condition nécessaire pour que f soit lipschitzienne sur I est « la continuité de f sur I ». Une condition
suffisante pour que f soit lipchitzienne sur I est « f continue sur I et dérivable sur I et |f’| est majorée sur I ».

Exemples : 1) Prouvons que Vx € R, |3\/2x - i/ﬂ < if/ |x].
1
Soit f: (t = Vt). Prenons x > 0. f est dérivable sur R*donc sur [x ; 2x] et Vt € [x; 2x], |f'(©)| = |§t5_1| =

3J_| donc, Vt € [x; 2x], |f'(£)] < v_ Alors

2 1
d’aprés IIAF, |f(2x) — f(x)| < = 1|x|‘5 lx| =2 IxJ5. oK.

%\F 12x — x|
Prenons x < 0.Alors (—x) > 0 donc, |f(—2x) — f(—x)| < f|—x|3 ie.|-fQRx) + f(x)| <= |x|3 car f estimpaire et la valeur absolue est paire. Et ainsi,
If(20) — FI < 2l oK.

2) Montrer que : Vp € N\{0,1}, ln(ln(p + 1)) In (In(p)) <

At o TH - 1
. ( - . En déduire 'nlleZ":Zikzn(k)'

Posons f(x) = In (In(x)).f est de classe C'sur]1, +00[ etvVx >1,f'(x) = xln(x)
Soitp € N\{0,1}. Vx € [p,p + 1], f'(x) = |f'(0)]| < ) ln(ln(p + 1)) - ln(ln(p)) = | ln(ln(p + 1)) In (ln(p))|
Alors, Vn = 2, %7 2(ln(ln p+ 1)) ln(ln(p)) Zp 25 mm) ( 5 DoncvVn = 2,in(In(n + 1)) — In(In(2)) < ¥j-o——

somme télescopique

. _ . 1
Comme nllTw In(ln (n+ 1)) — In(In(2)) = +oo, nl_l)l’lloo Yr=2 pret

[P+ —-pl=

zn(p) pln(p)

pln(p)

2;9 Application aux suites récurrentes de la forme u,.; = f(u,).

n
Exemple : Soit u la suite définie par: uy = 1 et Vn € N,u,.q = m Montrer que Vn € N, |u,, — 3| < 2 (é)get en déduire la limite de u.

mPosons f(x) =3 + 2x.Df = [—Z, +oo[ et f est continue et strictement croissante comme composée de fonctions continues et strictement croissantes sur
leur propre domaine de définition. Par conséquent, f([1,+o0[) = [f(l),l+ir;1f [= [V/5, +oo[c [1, +oo[c Df. Comme u, € [1,+0o[, je peux affirmer que Vn €
N, u, existe et u,, € [1,+oo[. De plus, f étant croissante, u est monotone.

Bf est continue sur [1, +oo[ donc les limites possibles de u sont +oo et les réels L € [1,+oo[ tels que f(L) = L.Or, f(L)=L &3 +2L =L & > - 2L —
3=0e=L=-1oul=3 43 L = 3. Ainsi, les limites possibles de u sont +oo et 3.

car Lz1
mf est de classe Clsur [1, +oo[ ( puisque dans son expression seule la racine carrée n’est pas de classe C'sur tout son domaine de définition , mais seulement

sur R**. Mais comme Vx € [1, +oo[, u(x) = 3 + 2x € R**, f,composée de u par la racine carrée, est de classe C*sur [1, 400 ).

EtVx € [1,400[,0 < f'(x) = 2\/;7 \/317 \/—_ Donc, Vx € [1, +oo[, |f'(x)] <z = Alors, par 'l A.F., f est contractante de rapport\/_, autrement dit,

V(x,y) € [L+oof2 () ~ FO)I < Flx =y,

mAlors Vn € N, |f(u,) — f(3)] < % [,
0 n n n+1

En effet, luo = 31 = (35) 1o = 31 et vn & N, {lun =31 < (35)  lto =31 = lunes =31 < Jelun =31 < () o =31 = ()" Iuo =31}

n
n n
—3li.e |upy — 3| < \/—13 |u, — 3| . Alors par récurrence, on montre que Vn € N, |u, — 3| < (\/ig) lug =3l =2 G)z

1 . 1\" , . . . .
Comme —| <1, lim (—) = 0 et par conséquent, lim u, = 3. Et par suite, sicomme u, < 3 et u est monotone, u est croissante.
n-+oo

|V§ n—+oo \V5.




4, Monotonie

30 Théoreme_monotonie et signe de la dérivée . Soit f est continue sur un intervalls [ et dérivable sur [ .

e f croissante (resp. décroissante) sur Iosi et ssi f’ positive (resp. négative) sur [ .

e f constante sur [ sietssi f’ nullesur! . .

e f strictement croissante (resp. décroissante) sur [ si et ssi f’ positive (resp. négative) sur I et f’ ne s’annule qu’en des points

isolés(ie. pas sur tout un intervalle non réduit a un point) . I’hypothese « I intervalle » est essentielle.

Ly

. . . . 1
_5']_) NB : 1) résultat faux si I’on ne se place pas sur un intervalle comme le prouve le contre -exemple : La fonction (x - ;) est

dérivable sur R* de dérivée strictement négative mais n’est pas décroissante sur R".

2) Mémesi f n’est dérivable que presque partout, la continuité de f partout et le signe de f’ presque partout permet
d’obtenir la monotonie partout.

35 Méthode : pour prouver la monotonie d’une fonction f:
1) Onregarde (rapidement) si I'on peut comparer f(x) et f(y) lorsque x < y .
xt
(Exemple : @: (x - fol ;tz
2) Onregarde si f n"est pas une composée ou somme ou .. de fonctions monotones connues. (Exemple :
@: (x » In(1 + vx) + 2x* — 1) est strictement croissante sur R¥)
3) On étudie le signe de la dérivée de f sur un INTERVALLE (aprés avoir justifié I'existence de cette dérivée et I'avoir
calculée).
31_' Conséquence : Soitof et g deux fonctions définies et continue sur un méme intervalle I et dérivable sur I'intérieur de cet
intervalle. Si Vx € I, f'(x) = g'(x) alors il existe une constante réelle c telle que : Vx € [, f (x) = g(x) + c.

dt) est strictement croissante sur R)

35 Exemple ::Montrons que Vx €]0,1], Arcsin(vx) = %— Arctan /I%X

. _ . _ 1-x
Soit f(x) = Arcsm(\/}) et g(x) = Arctan / -

Vx € 0,1[,\/5 E]O,l[c [=1,1], donc f(x) existe. De plus, u: (x - ﬁ) est dérivable sur R** donc sur ]0,1[ et Vx €]0,1[,v/x €]0,1[<] — 1,1[. Comme Arcsin

est dérivable sur ] — 1,1[, par composition, f est dérivable sur ]0,1[. Et Vx €]0,1[, f'(x) = u’(x)Arcsin’(u(x)) = % L == %\/:_X
1-(Vx) h

Vx 6]0,1[,1—:( € R** donc g(x) existe. De plus, u: (x I \/9?) est dérivable sur R** donc t: (x— /1_7") est dérivable sur]0,1[ et par suite, g est dérivable sur

—t'(x) s'(x) 1-x _

10,1[. EtVx €]0,1[,g'(x) = —t’(x)Arctan’(t(x)) = Tt Et en posant s(x) = 1;;, t'(x) = s’(x)u’(s(x)) =275 avec s(x) = - X ! —1donc
car x>0
1 -5 1 [z Y & 101

! = —x2=—= 2 ! = X" = | = - = = —

s'(x) =—x —- Par conséquent, ¢ (%) zJE Pyl g e P
x
SN g 1o _ 1 1 LS S SN S S S 1) — o . )

Par suite, g'(x) = —t'(x) X e RS X =T i X T NN Ainsi, Vx €]0,1[, f'(x) = g'(x). Comme nous travaillons sur I'intervalle

10,1[, j’en déduis qu’il existe une constante c réelle telle que Vx €]0,1[, f (x) = g(x) + c.En particulier, c = f G) -9 G) = Arcsin (\E) + Arctan(ﬁ).

Or, Arcsin <\/§> = Arcsin (%) = l'unique réel de [—g,g] dans le sinus vaut % =4

Et, Arctan(V1) = Arctan(1) = l'unique réel de ]—g,g[ dans la tangente vaut 1 = %-

Ainsi, ¢ = get finalement, Vx €]0,1[, f(x) = g(x) +g i.e. Vx €]0,1] ,Arcsin(ﬁ) = g — Arctan 1;—x Cette égélité est encore vraie pour x =

1, car Arcsin(1) = % = g — Arctan0. Ainsi, Vx €]0,1], Arcsin(vVx) = g — Arctan /1%

34, | Application : Deux primitives d’'une méme fonction sur un intervalle différent d’une constante.

Démo : Soit F et G deux primitives d’une fonction f sur I'intervalle I . Montrons qu’il existe un réel c tel que : Vx € [, F(x) = G(x) + c.

Posons H = F — G. F et G étant dérivables sur I, H est dérivable sur I et Vx € I, H' (x) = F'(x) — G'(x) = f(x) — f(x) = 0.j’en déduis par le théoréme
« dérivation et variation » que H est constante sur I'intervalle I. Il existe un réel ¢ tel que : Vx € I, F(x) — G(x) = H(x) = c et ainsi, F(x) = G(x) + c.

F(x)+kysix€el

% NB : Si F est une primitive de f sur les intervalles disjoints I et | anrs(x = {F(x) +hysix €]

)est une primitive de f sur [ U J.



5.  Critére de dérivabilité, de classe C¥

Théo de Critére de dérivabilité.

Soit f une fonction définie sur un intervalle [ et a € I.

Si I est un intervalle et f est continue en a et f est dérivable sur I\{a} et limf’(t) = L réel ou infini alors lim% =1

—a —a -

En particulier :

e Si festcontinueena €[ et f est dérivable sur I\{a} et %imf’(t) = L réel alors f est dérivableen a et f'(a) = L et f” est
-a

continueen a .

e Si festcontinueena € [ et f est dérivable sur I\{a} et %imf’(t) = too alors f n’est pas dérivable en a et Cf a une

-a

tangente verticale au point A(a, f(a)).
Généralisation: Si f est continue en a et dérivable au moins sur I N]a, +0[ (- w,a)) et lip(l . f'(x) = L alors
x—-at(a

- fO)-f@ _ L.

x-at(a”) x-a

J

lllustration D’apres le théoreme, si f est continue en a et dérivable autour de a, la tangente a Cf au point A est la position

limite des tangentes a Cf aux points M(x, f(x)) quand x tend vers a (c’est-a-dire quand M se rapproche de A en suivant Cf).
En effet, si L est un réel alors quand M tend vers A, les pentes f’(x) des tangentes a Cf en M tendant vers L qui sera donc f’(a) et par suite ces tangentes en
M vont tendre vers la droite passant par A et dirigée par L = f’(a). Si par contre L = Foo0 alors quand M tend vers A, les pentes f’(x) des tangentes a

Cf en M tendant vers oo et par suite ces tangentes en M vont tendre vers la droite verticale passant par A . https://www.geogebra.org/m/d9pamt2e

(afficher p, masquer g et faire bouger b -qui joue le réle de x- et le faire tendre vers a).

-z T
N e Pl Attention :
. ~ o f’ peut avoir une limite en a sans que f ne soit
P o continue en a et dans ce cas, évidlemment,
4 s f n’est pas dérivable en a (a illustrer).ll est donc
a ; indispensable de vérifier la continuité en a
I (e appliquer ce théoreme.
'."‘1 5 ¢ o 05 K1 16 2 26 ) a's a

on fait tendre x ver|

on fait tendre x vers a ce qui fait tendre M vers A

lro Exemple : 1.Soit f(x) = Arccos(2x — 1) /m — 4Arctan(x). Etudions la dérivabilité de f.

) T — 4Arctan(x) = 0 (Arctan(x) <~ x<1 < oo _
f{yqemste@{ 1<2r-1<1 4:»{ b<re1 44:){05x§14:>0_x51. Ainsi, Df = [0,1].

. Dans I'expression de f, seules les fonctions Arccos et racine carrée ne sont pas dérivables sur leur domaine de définition.
La fonction racine carrée n’est dérivable que sur R**. Résolvons donc I'inéquation = — 4Arctan(x) > 0. D’aprés la recherche de Df, on peut dire que : T —
4Arctan(x) >0 = x <1

La fonction Arccos n’est dérivable que sur | — 1,1[. Résolvons donc I'inéquation —1 < 2x — 1 < 1. D’aprés la recherche de Df, on peutdireque: =1 < 2x —1 <
2Arccos(2x—1)

, P . - 1) — —2 \ﬁ . carccostexty)
1 & 0 < x < 1.J)endéduis que f est au moins dérivable sur ]0,1[ et Vx €]0,1[, f'(x) = Npmer=ny 7 — 4Arctan(x) REPON =Tk
. Etudions la dérivabilité de f aux points O et 1

f est continue sur Df car son expression n’est contituée que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition.

f est continue sur Df\{0,1} et lirr(l)f’(x) = —oo . Le critére de dérivabilité assure alors que f n’est pas dérivable en 0 et Cf a une tangente verticale en 0.
pand
- _1) Jr—aArctan() —1)Ja—#Arctan(x) - G- Arctan(x) . .
Vax E]O,l[, fl)—-f(1) — Arccos(2x—1) /n—4Arctan(x) _ Arccos(2x—1) { t—4Arctan(x) - _ Arccos(2x—1) 2 [ retan(x. _Or on a prouvé que llmArLOS(t) _ ﬁdonc par
x-1 —(1-x) —V1-xV1-x \Em 1-x t->1 V1-t

E—Arctan(x)

Arccos(2x-1) _ z
1-x

Ji-@x-1)

composition,lin} V2. De plus, lin} = Arctan’(1) = % Ainsi, lin%% = —%Zﬁ\/g = —2+/2 .Jen déduis que f est dérivable en 1 et
x— x> x- - 1

2
f(1) =-2v2.
-2 2Arccos(2x—1) .
——— |/ — 4Arctan(x) - ——————=——si x €]0,1
. Bilan : f est dérivable uniquementsur ]0,1] i.e. Df’ =]0,1]. Et Vx €]0,1], f'(x) = [\/ 1-(2x-1)? ( (1+x2)/m—4Arctan(x) ] [,
-2V2six=1.
Vx six € [0,1]

2) Soit f la fonction réelle définie par : f(x) = ax®+bx +1six €]12]
x3+3x%-16x+12 .
— 22z six>2
1. Déterminer a et b pour que f soit dérivable en 1. Désormais a et b prennent ces valeurs.
2. f est-elle continue ? dérivable en 2 ? En déduire Df" et I'expression de f’(x).
3 2_
1. g: (x - x/J?), h: (x » ax? + bx + 1) et k: (x = %) sont de classe C“sur respectivement ]0,1], [1,2] et ]2, 4+oo[. Par conséquent, f est de
classe C*®sur ]0,1[,]1,2[ et ]2, +oo[. Et lir{l_ f(x) = linln_g(x) =1=f1)et 111111+ fx) = 111111+ h(x)=a+b+1et lirgl_f(x) = lir?_ h(x) =4a+2b+1.
X— xX— X— X— X xX—
Alors f estcontinueenl<= a+b+1=1<a+ b =0.Désormaisb =1 — aet f est continue en 1.
vx €]0,1],f'(x) = g'(x) = % Donc lir{) f'(x) = % Et, Vx €]1,2[, f'(x) = h'(x) = 2ax + b = 2ax + 1 — a. Donc, lirgf’(x) =a+1.
x=1" x—


https://www.geogebra.org/m/d9pamt2e

1l

Par conséquent, le critere de dérivabilité assure que ]il’{l % = % et 111’{1+ f(x; L + 1. Et par suite, pour que f soit dérivable en 1 sietssia + 1 = %
x-1" - xX—
. ( Vx six € [0,1]
. . 1 - ai . .a:_E . . _1 Z+§ +1si 6]12]
sietssia = — 2. Ainsi, f est dérivable en 1 sietssi 5 - Désormais: Vx 2 0, f(x) = 2% T3X Stx val,
C=3 x3+3x°-16x+12 .
————six>2
x“—4
D’une part, lir? flx) = lirg h(x)==-2+3+1=2=f(2).
X—2 xX—-2"

. _ x%43x%-16x+12 _ (x—2)(x2+5x-6) _ (x?+5x—6) . T _ g _ - .

Et d' autre part, k(x) = ) = hmy - . Donc, xllgk f(x) = llm k(x) = - = 2. Ainsi f est continue en 2.

. , o _ (2x+5)(x+2)—(x2+5x—6) _ x%+4x+16 . , _ 28 FO-f(2) _7
Enfin,Vx > 2, f'(x) = k'(x) = D)2 = (x+2)2 .Donc, 11m f'(x) = Donc le critére de dérivabilité , l_gl 7~
vx €]112[, f'(x) = h'(x) = —x +§ .Donc, lirgl_f’(x) —= Donc le critére de dérivabilité , lim m f(xi g(z) % + E.

x> pras
Et par conséquent, f n’est pas dérivable en 2. Enfin, g n etant pas dérivable en 0, f n’est pas dérivable en 0.
1 5
27 Stx €]0,1[
3

J'en conclus que Df’ =}0,2[U]2, +oo[ et Vx €]0,2[U]2, +oo[, f'(x) = { —x + 3 six € [L2[.

x2+4x+16 .

W Ssix>2

ATTENTION :
1) f estdérivableenaet f'(a) =L <X f est continue en a et ltimf’(t) =L
—a
x*cos G) six#0
0six=0
limx* =0 et (x = COos (i)) est bornée donc Lii% x2 cos ()—1() =0 = f(0). Donc f est continueen 0. Et Vx # 0, f(x) f(o) xcos( ) Comme Lii%x =

x-0

Oet (x = COS (l)) est bornée donc lim x cos (1) = 0. Ainsi, f est dérivable en 0 Et f’(0) = 0. De plus, (x ~ x%cos (—)) est dérivable sur R* donc f I' est aussi
X x-0 X.

Contre-exemple : Soit f(x) = { . Montrons que f est continue et dérivable en 0 mais f'n’a pas de limite en 0.

etVx # 0, f'(x) = 2xcos (i) —sin G) Enfin, lim — =0 = lim ~—— mals lim f' ( n) =—-1#1= lim f( ) Donc f’ n’a pas de limite en 0.

n—+0o 2N n—+oo ;+2n n-+oo n-+oco
f est contmue ena

f est dérivable au moins sur I\{a}

ltlmf () =L.

t+a
2) Sileslimites de f’ en a, nien a®, ni en a” n’existent pas alors le théoréme ne permet pas de conclure sur la dérivabilité

de f en a.(et f’ n’est pas continue en a et f ne peut pas étre de classe C* sur I ). Dans cette situation, pour étudier la

f&x)—-f(a)

f est dérivable sur /
Par contre, f'(a) =L =
f'est continue en a

dérivabilité de f en a, il faut alors étudier la limite en a de

2 (1) o
Exemple : Soit f(x) = {x sin (x) BB O.Montrons que f est dérivable en 0 et pourtant lin(l) f'(x) n’existe pas. f est C*sur R* car g: (x = x%sin G)) I'est.
P

0six=0
EtVx #0,f'(x) = g'(x) = cos (3) + 2xsin (i)
lim ——==0etVvneN,f’ ( ) = cos (E + Znﬂ) + (4nm + m) sin (E + 2nn) = 4nm + m. Donc, f’ n’a pas de limite finie en 0.
n>+oo 2N+ 2nm+Z 2 2

lim —— =0etVn€N, f' ( ) = cos(2nm) + (4nm) sin(2nm) = 1. Donc, f’ n’as pas de limite en 0. Et pourtant .....

n—+oo 2N7T
— i1 . . 2 . (1 _
f est continue 0 car }gréx =0et (x = sin (—)) es bornée donc }CILI(I)X sin (;) =0.
f est dérivable 0 car Vx # O,f(x)if(o) x sin ( ) limx =0et (x - sin (1)) est bornée donc lim x sin (1) =0.
x—0 x—0 x x—0 X
3) La continuité en a est essentielle. Sans cette continuité, la propriété est fausse .
2x—1six<0
Contre-exemple: f(x) = { 10six = 0 .Montrons que f n’est pas dérivable en 0 et pourtant llmf (x)existe et est finie.

2x+4six>0
f n’est pas continue en 0 (car 11>m0 f(x) =4 # 10) donc pas dérivable en 0 . Mais f est dérivable sur R* et Vx # 0, f'(x) = 2.Donc lin% f'(x)=2.
X Pand

4’)‘, METHODE : Quelles méthodes choisir pour justifier la dérivabilité en un point a ?

Pour étudier la dérivabilité d’une fonction en un point a de Df, vous pouvez :
1) Calculer directement limm. Cette méthode permet toujours de répondre a la question poser . Par contre , on ne répond que a cette question
X

/()( /(u
X

et parfois I’expression de ———— est compliquée et la limite plus difficile a calculer et il faut souvent utiliser les DL .

2) Calculer limM par le critére de dérivabilité ... il faut montrer la continuité en a et la dérivabilité au moins sur I\{a} et calculer lim f'(x). Cette
x—a
x-a = 2=

méthode ne permet pas toujours de répondre a la question posée puisque si f'(x) n’a pas de limite en a ( ni a droite , ni a gauche), alors on ne peut
pas conclure et il faut alors revenir a la 1% méthode. Par contre, lorsque lim f'(x) ou lim f'(x) ou lim f’(x) existe, on gagne non seulement la
x—-a x-a x—a~

dérivabilité ou non de f en a, I'éventuellement la continuité de f’ en a ou I'existence de demi-tangente....
3) Obtenirun DL, (a). Cette méthode ne s’applique que lorsque f est dérivable en a ( inefficace si f n’est pas dérivable en a). Par contre, si on cherche
un DL un peu long avec un terme significatif de plus, on peut obtenir la position de la tangente par rapport a Cf.

g)six+a
Lsix=a
f est C'sur [ sietssi g est de classe Csur I\ {a} et %img(t) =Let }:im g'(t) = Préel. Etlecaséchéant, f'(a) =P
—a —a

Théo de Critére de classe C*. Soit f définie sur un intervalle I par f(x) = { ou g est une fonction de I\{a} dans R.
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Critére de Prolongement C!. Soit I un intervalle et @ un point de I et f une fonction définie sur I sauf en a . Alors,
f est prolongeable par continuité en a un une fonction de classe C* sur I

sietssi
f de classe Csur I\ {a} et }:I_IE f(t) =Lréel et ltgr(} f'(t) = P réel.

Danscecas, f (a) =Letf'(a) = P

o 2x)-1 N . . . N
‘]5 Exemple : Justifier que f: (x - %) est prolongeable par continuité en 0 et que son prolongement est C* sur R. Déterminer alors une expression de f".

Existence de t Df =R*etVx #0,f(x) = (%) Or, li mcos(tt) ! "‘ Oet llm 2x = 0. Donc, par composition, llmf(x) = 0. Ainsi f est prolongeable par

cos(2x)—-1 six#0

Osix=0
fonctions continues sur leur propre domaine de définition. J’en déduis que f est continue sur R.

continuité en 0 par la valeur 0. Alors £: (x - { ) est continue en 0. De plus, f est continue sur R*, car son expression n’est constituée que de

Dérivabilité de f ? f estde classe Ctsur R*, car son expression n’est constituée que de fonctions dérivables sur leur propre domaine de définition. J’en déduis
—2xsin(2x)—(cos(2x)—1) _ 1-cos (2x)—2xsin(2x)

que f est dérivable au moins sur R* et Vx # 0, f'(x) =

x? x?
(2x)? (2x) 4 (ZX) 4
~ 1-(1- =+ 2x(2x———+ ~
fl(x) = S % (xxz) el y 4 oxe g 0o(x?). Donc, lim f(x) = 2.
x>
Le critére de prolongement C* assure alors de f est dérivableenOet f'(0) = —2etf estde classe C!sur R.

|6

ou g fonction de I\{a} dans R.

Théo de Critére de classe C". Soitn € N U {oo} et f définie sur I par: f(x) = {g(x) s ;Za

Lsix=
f estC™ sur I sietssi g est de classe C™ sur I\ {a} etlimg(t) = Let Vk € [[1,n]],1im g® () = Ly réel.
-a -a

Et le cas échéant, Vk € [1,n], f®(a) = Ly .

11

e U¥six + 0

Exemple : Montrons que la fonction f: (x - { .
Osix=0

1\ _ ,
o (e (B sx 20
O0six=0 -
A. Posons g(x) = e"Y/* g estla composée de I'exp de classe C® sur R et de h: (x = ;) de classe C* sur R*. Donc, g est de classe C* sur R*. Ainsi, f I'est

aussiet vn € N,vx € R*, f™ (x) = g™ (x).

) est de classe C*” sur R et Vn € N, il existe une fonction polynomiale B, telle que :

1
B. Montrons H(n): " il existe une fonction polynomiale P, tq : Vx € R*, g™ (x) = P, G) e »2 "par récurrence surn
Initialisation : Vx € R*, g(x) = 1 % e~Y**donc B,(t)=1 convient .

1
Propagation : Soit n un entier naturel . Je suppose H(n) vraie . Alors il existe une fonction ponnomiaIe P, telle que : Vx € R*, g™ (x) = P, (i) e ¥* .Donc,
2

v e R, g0 == LR () e+ m (D) () = - () + A () (e

g™ (x) = [—£2B(t) + 2t3B,(t)]e” ¥ Posons P4 (t) = —tZP () + 2t3P,(t) . Alors P, est polynomiale et Vx € R*, g™ (x) = n+1( )e xZ . Donc H(n +

1
t==
x
1) vraie dés que H(n) vraie .
Conclusion : Vn € N, H(n)est vraie .
C.  Montrons que f est infiniment dérivable en 0 .
cc 1 CC
i ; ™ (x) = l) -2 = -u i k/2p-u & im L = it im Le 22
Soit n un entier naturel .Vx > 0, g™ (x) = P, (x e x el Pn(\/ﬂ)e .Or, ullrfmu e 0 et xlir(ryl+ = 400 . Donc par composition, XIL%L i 0et
U=z
ainsi, lim P, (l)efxiz =0.De méme, Vx <0, g™(x) =P (1)67712 = P(—/u)e™.0Or, lim (—1)ku§e‘“£":co et lim — = +oo . Donc par composition
" x>0t T \x ' ’ ! " \x ot n ’ R y— x>0+ x2 . z
cc e

1
lim (- l)kie za =0 etainsi, lirgf P, G{) e xZ =0.Ainsi, lirré g™ (x) = 0. Je conclus par le critére C®, que f est infiniment dérivable en 0 et £ (0) = 0.
x>

x-0*t

Ill Formules de Taylor-Lagrange et Taylor-Young

Rappel : Polynomes de Taylor en a = 0 des fonctions de référence :
P (x)—Zk X =14+x+x%2+ - +x"

nO(x'—>

x™
Pn,O,exp(x): kokl—1+x+ +_+F

_\k-1.k 2 3 4 n
Pp o, (xoIn (140)) (X) = 2:1(1)% =Xx— x? + % - xj ot (=D %
(_1)kx2k+1 x3 x5 (_1)nx2n+1
Pont10sin(X) = Xkeo i =X~ 5 T 5 T e = Pent20sin(X)
(_1)kx2k x2 x% (_1)nx2n
P2n,0,cos(x) = 7lZ:OW =1- o + o + W = P2n+1,0,cos(x)

@ x2k+1 x3 x5 x2n+1
Pant105n(0) = Zhoo Gy = X + 57+ 5+ Gy = Panvzosn(%)
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)CZ x4 xZTL

(2n)! Pont1,0ch (x)

x2k
PZn,O,ch(x) = Zzzom =

a(o;—l) x2 + a(a—13)l(a—2)x3 + a(a—l)(i‘—z)(oc—3) Xt ot a(a—l)(a—nzl)..(a—n+1) it

Pro x40 (X) =1 +ax +

Jj

Théoréme d’inégalité de Taylor-Lagrange Si f est une fonction de classe C™*! sur I'intervalle I telle que : |f 1| est majorée

_gIn+1
par M sur I alors V(a, b) € I%,|f(b) — Pro (D) < plza™
e — (n+1)!
polynome de Taylor en a
derangnde f

\ fPw@
ou Pn,a,f(x) = Yk=0 =

(x — a)¥ le polynéme de Taylor de rang n de f en a.

Go

X

k
. . 7 . X
Application : pour tout réel x, lim Y}_,— = e*.
n-+oo k!

34

2k

Exercices: 1) Soit x un réel . Calculer lim ¥7_,(—1)*=—

no+o (2Kk)!

2k
Soit n € N. Je reconnais Py, g cos(X) = ﬁ=0(—1)k% le polynéme de Taylor en 0 de rang 2n de cos.
cos est une fonction (2n 4 1)-fois dérivable sur un intervalle [ telle que : |cos(2”“)| = |sin| est majorée par 1 sur R alors Vx € R, |cos(x) — Pzn,o,ms(x)| <
|x|2n+1 n Kk x2k \x|2"“
i - Dk | <

e € |COS(X) Zk=o(-1) (2k)!| = @n+)!’

| . , . . x| . . . x |2+l
Or, d’apres les croissances comparées pour les suites, lim X% — 0 donc par suite extraite, lim lx]
n-o+o n! n-+oo (2n+1)!

2k
= 0. Ven conclus que lim Y7_o(—1)¥Z— = cos(x).
n-+oo (2K)!
3 5
2) Montrer que Vx € R, |sin(x) —x+ % < %.

sin est une fonction 5-fois dérivable sur un intervalle R telle que : |sin(5)| = |cos| est majorée par 1 sur R alors
|x|®

. x3 x|5 . x3 . N
Vx € R, |sm(x) - (x - ?)| < % L’erreur que 'on commet en remplagant sin(x) par x — 7 est inférieur a =

52

Théoreme de Tavylor-Young Si f est une fonction n fois dérivable sur un voisinage IV du réel a contenant a alors

£G) = TP (x — @) + 0, ((x — )™)

&3

34

NB : Le théoreme de Taylor-Young est local : il donne une information sur f au voisinage de a uniquement mais rien en dehors
de ce voisinage. Le théoréme de Taylor-Lagrange est global : il donne une information sur f sur tout un intervalle.

lll Fonctions convexes-fonctions concaves.

Rappel : [a,b] = {ta+ (1 — t)b/t € [0,1]} = {(1 — t)a + tb/t € [0,1]}. (CFTD 12)
Alors, pour tout (x,y) € R?, tout réel compris entre x et y est de la forme Ax + (1 — A)y tel que A € [0,1],

by

Def : Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I de R.

e f estconvexe sur I lorsque pour tout (x,y) € I?, pour toutréel A € [0,1], f(lx + (1 —D)y) < Af(x) + (1 — D) f ().

e f estconcave surl lorsque —f est convexe sur I.

e Un point d’inflexion de Cf est un point M(x,, f(x,)) tel que x, € Df et f change de concavité en x, i.e f est convexe sur
un intervalle-voisinage d’un coté de x, et concave sur un intervalle-voisinage de |'autre c6té.

5

Autrement dit, f est concave sur I lorsque V(x,y) € I2,VA € [0,1],f(Ax + (1 = Dy) = Af(x) + A = Df(y)

5?_ lllustration :

>3

Interprétation géométrique

Soit a et b deux réels de I et A(a, f(a)) et B(b, f (b)) deux points de Cf.

Soit t € [0,1].

Soit le point M du plan tel que tAM + (1 — t)BM = O.

Alors, M € [A, B]. On note (x,y) les coordonnées de M. Alors,
tx—-a)+1-t)(x—b)=0 . x=ta+(1—-1t)b

{t(y —f@)+ A== f(b) =0 {y = tf(a) + (1 - OOf (bY

Soit le point P (ta + (1 — t)b, f(ta + (1 — t)b)) de Cf.

L'inégalité f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 — t)f (y) signifie que le point P est en-
dessous du point M. ( Cf illustration)
https://www.geogebra.org/classic/t5nfxbz6

| | Sj Définition géométrique d’une fonction convexe :

Une fonction convexe est donc une fonction dont la courbe se trouve sous
ses cordes .
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Démo : Supposons f est convexe sur . Soit a € I. Montrons que 7 : (

quex < y.

17cas:x <y < g Alorsilexiste t €]0,1[ tel que y = tx + (1 — t)a. Donc, t = g Comme f est convexe, f(¥) < tf(x) + (1 —t)f(a)

Dong, f(¥) — f(a) < t[f(x) — f(a)] = g [f(x) = f(a)]. Alors, puisque y — a < 0, j’obtiens :% < %

28mecas: x < a <. Alorsil existe t € 0,1 tel que a = tx + (1 — t)y. Donc, t = E Comme f est convexe, f(a) < tf(x) + (1 —t)f(y)ie (t+ (11—

O)f(@) <tf(x) + A - f ).

[N f0)-f(a)
xX—a

) est croissante sur le domaine I\{a}. Soit x et y deux réels de I\{a} tels

Donc, (1= OIf (@) = FW] < tlf ) = f@] ice. (1-~2) [f(@) ~ FO)] < 35 [F(x) — f(@)]. Alors, puisque y — a > 0 et y — x > 0, obtiens :

f)-f@ _ fO)=f(a)

x—a y-a
3mecas:a < x <y ldem.

Ainsi, T, (x - %ﬁ(@) est croissante sur le domaine I\{a}.

Réciproquement : Supposons que pour touta € I, t,: (x - %) est croissante sur le domaine I\{a}. Montrons que f est convexe.

Soit x et y deux réels de I et t €]0,1[. tx + (1 — t)y est un réel compris entre x et y. Supposons x < y ( étant donné le réle symétrique de x et y dans la

définition de la convexité, cette hypothése qui simplifie la preuve permet de conclure).

Alors x < tx + (1 —t)y < y. Alors, comme T et T,, sont croissantes, T, (tx + (1 —t)y) < 7,(y) =7, (x) < 7, (tx + (1 — t)y) i.e.
ftx+(1-y)—f(x) < FO)-f(x) < flx+(1-y)-f )

f=f) o fx+A-O9)-f )

. Alors,

y-x tx+(1-t)y-y

1-0(y-x)

y—=x

1-t)(y—x)

.Comme (1-t)(y —x) >0,

ftx+A-0y)-f(0)
tx+(1-t)y—-x -

fx+ A -)y)—f(x) <A - ) — f(x))etainsi, f(tx+ (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y). OK. Ainsi, f est convexe.

cl,

. . . b)—f(a c)—f(a c)—f(b
Conséquence : Si f est convexe sur l'intervalle [ alors pour tout a,b,etcdel,{a<b <c= i z_z( ) < ¢ Z_Z( ) < i z_';( )
74(b) 7a(0)=1.(a) 7.(b)
lllustration :
3 : i /
25 35 38
A
El a
2
- £ /
05 1 1
s B os A
-3 -25 -2 15 -1 05 ] 05 1
-}

Démo : Je suppose que f est convexe sur un intervalle I . Soit a de I.

Comme a est a I'intérieur de I, il existe b et ¢ éléments de I tels que ¢ < a < b. D’apres la caractérisation précédente, 7, : (x I %) est croissante sur le

domaine I\{a}. Ainsi, 7, a une limite en a” et une limite en a*et Vx € [c,a[U]a, b],174(¢) < T4(x) < 74(b). Dong, 7, est bornée au voisinage de a. Par
conséquent, lim 7,(x) et lim+ 7,(x) sont finies. Cela signifie que f est dérivable & gauche et a droite en a. Alors, au voisinage de a*, f(x) = f(a) +
x—a~ x—=a

fa(@)(x — a) + 04(x — a) . Donc, lim_f(x) = f(a). Donc f est continue a droite en a.
xX—a

De méme, au voisinage de a”, f(x) = f(a) + fy(a)(x — a) + 0, (x — a) . Donc, lim f(x) = f(a). Donc f est continue a gauche en a.
x-a~

Ainsi f est continue en a.

3

GA lllustration
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Démo : Montrons tout d’abord que f est convexe sietssi f” est croissante.

1)=3) Je suppose que f est convexe. Soit a et b deux éléments de [ tels que a < b.

Comme f est convexe, Vx €]a, b], fx)- Z(a) < f(b;:i(a) < ﬂb;:i(x). En passant a la limite quand x — a dans la 1ére inégalité et quand x — b dans la 2éme

inégalité, j’otbiens :
Alors f'(a) = lim TEI@ o TN o IO iy f(bsfi(x) = f'(b). Ainsi, f'(a) < f'(b). Donc f’est croissante.
im -

x—a b-a b-a x—b
3)=2) Je suppose que f” est croissante. Soit a un éléments de I. Montrons que pour toutx € I, f(x) = (x —a)f'(a) + f(a).

Soit x € I tel que x > a . L'égalité des accroissements finis assure qu’il existe ¢ €]a, x|, UG Z(a) = f'(c). Comme f’est croissante, f'(c) = f'(a) et ainsi
% < f'(a) puis j'obtiens f(x) = (x — a)f'(a) + f(a) puisque x —a > 0.
De méme, soit x € I tel que x < a . L'égalité des accroissements finis assure qu’il existe ¢ €]x, a[, f(x) f(a) = f'(c). Comme f'est croissante, f'(a) = f'(c) et

ainsi % < f'(a) puis j'obtiens f(x) = (x — a)f'(a) + f(a) puisque x —a < 0.

2)=1) Je suppose que Vx ELVy €], f(¥) = (y —x)f'(x) + f(x). Montrons que f est convexe ( par la caractérisation 40)

(%)
Soita € I.7,: f(x) f(a) est dérivable sur I\{a} (car fet(x - le sont) et Vx € I\{a},7,(x W
a a (X a)z

Or, par (x*) en prenanty =a,(a=x)f'x)+f(x)—f(a) <0. Donc, Vx € I\{a},7;(x) = 0. Ainsi t,est croissante et ainsi f est convexe.

CS Caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables : Soit f une fonction réelle deux fois dérivable sur un intervalle I.
e [ estconvexe sur [ sietssi f'' est positive sur [ .

e Un point d’inflexion de Cf est un point M (x,, f (x,)) tel que x, € Df et f" s’annule en x, en changeant de signe

e [ estconcave sur I sietssi f"' est négative sur [ .

Gf Application a I’obtention d’inégalités :
1.Les deux inégalités classiques Vx ER, e* = x + 1 et Vet €] — 1,+oo[, In(1 + £) < ¢ sont des inégalités de convexité comme
le prouve ce qui suit :
ela fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R et exp” = exp > 0. Donc exp est convexe sur R. Par conséquent,
pour tout (x,a) € I?, e* = (x — a)e® + e®. En particulier, pour a = 0, on retrouve |’ inégalité classique ( déja démontrée par étude fonction), pour tout x €

Cexp est au—dessus de chacune de ses tangentes

R, e*>x+1.

eDe méme, la fonction [n est concave sur R** puisque 2 fois dérivable sur R** et Vx € R, In" (x) = ;—; <0.

Alors, pour tout (x,a) € R** 2, In(x) < é(x —a) +1In (a). En particulier, pour a = 1, on retrouve I’ inégalité classique (déja démontrée par étude fonction),

Cin est en—dessous de chacune de ses tangentes
pour tout x € R**, In(x) < x — 1 ce qui s’écrit aussi pour toutt €] — 1,+oo[, In(1+1¢t) <'t.

z_ 2.Inégalité de Jensen et une application :
Montrons que :si f est convexe sur I'intervalle I alors pour tout n € N*, et tout (xq, x5,..,%,) € I™,
pour tout (A4, Az, ..., 4n) € [0,1]%, ( X1 A = 1= f(ERoq Aexi) < 1 Aef (xx)) (JENSEN).
Prenons une fonction f convexe sur I'intervalle I .
Posons H(n): « pour tout (x1,x5,..,x,) € I", pour tout réel (41,15, ..., 4,) € [0,1]", YRk =1 = fQk1 dexi) < D1 Af (xx) »
Initialisation : H(1) est évidemment vraie. H(2) vraie par définition d’une fonction convexe
Propagation : Soit n € N*. Je suppose H(n) vraie. Soit (11,43, ..., Any1) € [0,1]" g 30114, = 1.

f(ZnHlkxk) f<(1 - n+1)( k=17 i xk) +An+1xn+1> S (A= 2ps)f (Zk 17 i xk) + A1 f (nea) -

Or, Vk € [1,n],1 = Apyy = Ny &) 2 Ay donc 0 < —2— < 1 Et

n+1
A
S = (o) S e = () R A = 2wt = (5 )(1 Ansn) = 1.
Alors, I’hypothése de récurrence assure quef( k=11—//11 ) Zk 11 /1 f(xk)
Ak
Par suite, (1 = An)f (s 75— 2k) < (1= Anyt) oy 75 f(xk)—zn LA f ().

Alors, (1= Any)f (Shor 75 xk)+zn+1f<xn+1) < T M)+ A f Conen) = T A (0

J’en conclus que f(Zn“Akxk_) < YA f (xg). Ainsi, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
CCL : le théoreme de récurrence simple assure que Vn € N*, H(n) vraie.

2. Soitn € N*. Montrons que : V(xq, X5,.., %) € (R™)", V[1k_; xx < (Zk 1 Xk)-
1
Soit (X1, %, -+, %y) € (RY) W NTR, () = [TReqy xxn = [[Req @ A0 () = o Ziaaln (0 posons Xe=In(x et Ay =2, ==, = % € [0,1]. Alors,

1
Y14, = 1. Comme la fonction exponentielle est convexe sur R, on peut affirmer que exp(Xi=1 4 Xk) < Yh=q Axexp (Xi) i.e. enZle=a1n (80 <

1 vy .on 1
;Z’,}ﬂ exp (In(xy)) ce quis’écritaussi: /[Tr=,(xx) < - CRo1x1)-
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IV Fonctions de R dans C.

Définition : Soit f une fonction de R dans C définie sur un intervalle I de R.

e Soit a un point ou bord de I et L un nombre complexe
f tend vers L en a sietssi Ve € Rt*,36 e R**/Vx € [a—8,a+6]nI, |[f(x)—L|] < e Onnotealorslimf(x)=1L
—_— x—a
module de f(x)-L
e Soitaunpointde ] etk € N.
f est continue en a lorsque lim f(x) = f(a) i.e. lorsque Ve € R**,36 e R**/Vx € [a—b8,a+ 6] NI |f(x)— f(a)| < ¢
xXx—a
f)-f(a)
X—a

f est dérivable en a lorsque lim est finie

x—a

lorsque il existe un complexe L tel que Ve € R**,38 € R**/Vx € [a — §,a + 8] N,

Alors le nombre dérivé de f enaest f'(a) = lim W
xX—-a -

f(x)-f(a)
-a

—L|Ss
X

e Lorsque f est dérivable en tout point de I, on dit que f est dérivable sur I et on définit alors la fonction dérivée f’ de I
dans C.

f© = fet Vk € N*, f () est |a fonction dérivée kieme de f et par définition f ) (a)existe lorsque f k1) est dérivable en a.

f est k-fois dérivable sur I lorsque f*~1 est dérivable surl et Vx € I, f%(x) = ( f*D)(x).

Caractérisation : Soit f une fonction de R dans C définie sur un intervalle I de R.

On définit deux fonctions de R dans R notée Re(f) et Im(f) telles que Re(f)(x) = Re(f(x)) et Im(f)(x) = Im(f(x)).
e Soit a un point ou bord de I et L un nombre complexe
f tend vers L en a lorsque Re(f) tend vers Re(L) et Im(f) tend vers Im(L) en a. On note alors lim f(x) = L

x—a

e Soit a un pointde I

f est continue en a lorsque Re(f) et Im(f) sont continues en a.

f est continue sur I lorsque Re(f) et Im(f) sont continues sur I.

f est dérivable en a lorsque Re(f) et Im(f) sont dérivables en a et f’(a)= Re(f)’'(a) + iIm(f)’(a)

f est dérivable sur I lorsque Re(f) et Im(f) sont dérivables sur I et f’=Re(f)’ + ilm(f)’.

f est dérivable k-fois en a lorsque Re(f) et Im(f) sont dérivables k-fois en a et f ¥ (a)= Re(f)® (a) + ilm(f)¥ (a)
f est dérivable sur I lorsque Re(f) et Im(f) sont dérivables k-fois sur I et f®=Re(f)® + ilm(f)®

Théoréme : On peut étendre les résultats suivants aux fonctions de R dans C

e La caractérisatrion séquentielle de la limite

e Les résultats sur les limites ou la dérivation d’une somme, d’une produit, d’'un quotient de fonctions admettant
une limite ou dérivables sont valables pour les fonctions complexes.

e L’inégalité des accroissements finis

o L’inégalité de Taylor-Lagrange

e Lecritere de dérivabilité

e Lecrierede classe C¥
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