Corrigé du TD 13 Dérivation-Rolle - Accroissements Finis - Taylor Lagrange.
I et ] désignent des intervalles de R.
f est dérivable en a et f'(a) = L sietssi f admet le DL, (a) suivant : f(x) = f(a) + L(x — @) + 0((x — @)).
f est dérivable a droite en a et f;(a) = L sietssi f admet le DL, (a") suivant : f(x) = f(a) + L(x — a) + oa+((x — a)).
Applications : soit f: ] - R,g: I = R et h: f(I) - Rdeux applications et a € I.
1) Démontrer que i f et h sont dérivables respectivement en a et f(a) alors h © f est dérivableen aet (ho f)'(a) =
f@H (F@).

2) Onsuppose a € I. Montrer que si f une application dérivable a droite et a gauche en a alors A: est

f(a+h)—f(a—h)
(1 o FEEE)
prolongeable par continuité en 0.
3) Reégle de (monsieur) I'Hopital « soft ». On suppose que I = [a, b[ et f et g sont continues et dérivables en a et g’(a) # 0 et
= = @ @
f(a)=g(a) = 0. Montrer que chl_rgg(x) 7@

1. f et hsont dérivables en respectivement a et f(a). Donc, f admet un DL, (a) et h admet un DL, (f(a)). Il existe donc deux fonctions
cetBtellesque:Vx €D, f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + (x — a)e(x) et chiir}le(x) =0

et Vy € E,h(y) = h(f(a) + V(@) y = f(@) + iy — f(@)6(y) et lim '6(y) = 0.

Alors, Vx € D, h(f (x)) = h(f(a)) + ' (f (@) (f (x) = f(a)) + (f (x) = f(@))6(u(x)) et lim 6(u(x)) = 0.

par composition

h(f(0) = h(f (@) + k' (f(@)(f'(@)(x = a) + (x — A)e(x)) + (f' (@) (x — a) + (x — a)e(x)) 0 (u(x))
h(f () = h(f(@) + h'(f(@)f (@) (x — a) + (x — ) (f’(a)H(U(X)) +e(0)0(u() + h’(f(a))é‘(x))

a(x)mo
hof(x)=hef(a)+h' (f(@)f' (@(x —a) + (x — a)a(x) et a(x) o4 0. Ainsi, h o f admetun DL, (a) .Jen déduis que ho f est
dérivableen aet (ho f)'(a) = h’(f(a))f’(a).
2. Onsuppose a € I. Je suppose que f est une application dérivable a droite et a gauche en a.
Alors f(x) = f(a) + fi(a)(x —a) + 0a+((x - a)) et f(x) = f(a) + fy(a)(x — a) + 04-(x — a).
Alors, pour h au voisinage de 0%, f(a + h) = f(a) + fg(a)h + op+(h) et f(a — h) = f(a) + fy(a)(=h) + 0y+(R).

n)-f(a—h f@+fg(@h+oy+ (1)) =(f(@)~fz(@h+o,+(h) , , ) ' ,
Ay(h) = fla+ )hf(a ) _ ( d 0 )h( 9 o ) = fy(a) + fy(a) + 0y+(1). Donc, hll_)IBL Ag(h) = fa(@) + f4(a).

De méme, pour h au voisinage de 07, f(a + h) = f(a) + fy(a)h + 0p-(W) et f(a — k) = f(a) + fz(a)(=h) + 0o-(h).

—f(a— (@+fg(@h+0o- (1) )=(f(@)-f1(@)h+0o-(h)
A, (h) = f(a+h)hf(a h _ (f a)+fg(a)h+o, )h(f a)-fi(a)h+o, )= fg’(a) +f6{(a) + 0,-(1). Dong, hli—%l- A (h) = fg’(a) +f(£(a).

s f(ath)—f(a=h)
h

Jen conclus que ( ) est prolongeable par continuité en 0 par la valeur fj(a) + f;(a).

3. Onsuppose que l =[a,b[ et f et g sont continues et dérivablesen a et g'(a) # 0 et f(a) = g(a) = 0.

car f(a)=g(a)=0et pas de FI

f et g dérivablesen a car g'(a)#0
Jic3) o f@G-a)toa(x-a) _ f'@to1)  ~—  f'(@
9(x) g (@x-a)to,(x-a)  g'(@+0a(1) x->a  g'(a)

| Extrema et Rolle

Théoréme de Rolle généralisé. Soit a un réel et f une fonction continue sur [a, +oo[ et dérivable sur |a, +oo[ et tq : liT f(x) =f(a).
X—+00

Montrer qu’il existe ¢ €]a, +oo[ tel que : f'(c) = 0.

1¢" cas f constante . Alors V¢ €]a, +oo[ tel que : f'(c) = 0.

2eme cas f non constante . Alors 3r €]a, +oo[ tel que : (1) # f(a). Supposons par exemple f(r) > f(a).

f@+f(r) f@+f(r)
2

admet un antécédent par f . Il existe un réel a €]a, [ tel que f(a) = —

fla)+f(r) fl@+f()
2 2 i
Travaillons sur [, B]. f est continue sur ce segment donc admet un maximum M ce segment. Il existe donc un réel ¢ € Ja, B[ tel que : Vx €

[a,B], f(c) = f(x).Alors, f(c) = f(r) > w = f(a) = f(B).Dong, ¢ € ]a, B[ <]a, +oo[. Par suite, f est dérivable en ¢ et ainsi, le
théoréme de condition nécessaire d’extremum assure que f'(c) = 0.

Rolle and Rolle and Rolle .... Soit n € N*.

Soit f € D™([a, b], R) telle que f(a) = f'(a) = f"(a) =..= f*D(a) = 0 = £(b). Montrer quedc €]a, b[/f™(c) = 0

Application : Soit f(x) = (x2 — 1)™. Montrer que 3¢ €] — 1,1[/f™(c) = 0

f € D*([a,b],R) donc £, f’, f”, f ..., f™@ Dsont dérivables donc continues sur [a, b].

De plus f(a) = f(b). Donc le théoréme de Rolle assure qu'’il existe c; €]a, b[ tel que: f'(c;) = 0.

Alors, f'(a) = f'(c1). Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe ¢, €]a, c¢;[ tel que: f"'(c,) = 0.

Alors, f"'(a) = f"(c;). Donc le théoréme de Rolle assure qu'il existe c; €]a, ¢, [ tel que : f3)(c3) = 0.

Je peux ainsi construire les réels c;,cy, ..., Cp_q tels que Vk € [1,n — 1], f® (e ) = 0eta < cpq < Cpy < - < c3 < ¢1 < b.

Alors, fD(a) = f(=D(c,_,). Donc le théoréme de Rolle assure qu'il existe ¢ €]a, ¢,_1[S]a, b[ tel que : f™(c) = 0.

Application : Soit f(x) = (x2 — 1)™ = (x — 1)™(x + 1)™.f est polynomiale donc de classe C*sur R. f(1) = f(—1) = 0.

14 méthode : Soitp € [0,n — 1]. P (x) = ¥} _, (i) u®=0 (x)p® (x) ot u(x) = (x — D" et v(x) = (x + 1" et v (x) = —— (x + 1)K

(n—k)!
Commep € [0,n — 1], (k € [0,p] = n—k > 0 = v®)(=1) = 0). Par conséquent, ¥p € [0,n — 1], fP(-1) = 0
Alors, le résultat précédent s’applique a f, il existe donc ¢ €] — 1,1[/f ™ (c) = 0.
2% méthode : de la factorisation f(x) = (x — 1)™(x + 1)™, je peux dire que 1 et —1 les racines de f et sont de multiplicité m dans f. Alors le
cours sur les polyndmes ( caractérisation de la multiplicité par les polyndmes dérivés) permet d’affirmer que Vp € [0,n — 1]],f(”)(—1) =
F® (1) = 0. Alors, le résultat précédent s’applique a f, il existe donc ¢ €] — 1,1[/f™(c) = 0.

Sur [a, 1], f est continue donc

Sur [r, +oo[ , f est continue donc admet un antécédent par f . Il existe un réel § €]r, +oo[ tel que f(B) =




Soit a et b deux réels tq a < b. Soit f: [a, b] - R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.

1) Montrer quessi f’ ne s’annule pas sur]a, b[ alors f est injective.

2) Endéduire que si f’ ne s’annule pas sur ]a, b[ alors f” est de signe constant.

3) Montrer que f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

1)  Soit x et y deux éléments distincts de [a, b]. On note S le segment d’extrémités x et y. Comme f est coontinue sur [a, b] doncsur S
et dérivable sur ]a, b[donc sur S, le théoréme de Rolle assure que : f(x) = f(y) = f's'annule sur S = f's'annule sur ]a, b|.
Donc par contraposée, si f* ne s’annule pas sur ]a, b[ alors f(x) # f(y). Donc si f’ ne s’annule pas sur]a, b[ alors f est injective.

2) 1°eméthode : Je suppose que f’ ne s’annule pas sur Ja, b[. Alors d’aprés 1) f est injective. Comme de plus f est continue sur
I'intervalle [a, b], f est strictement monotone sur [a, b] ( résultat de cours chap 5 bijection prop 39). Par conséquent, f’ garde un
signe strict constant sur ]a, b|[.
2éme méthode : Je suppose que f’ ne s’annule pas sur ]a, b[. Imaginons un instant que f’ change de signe.

Alors il existe ¢ et d €]a, b[ tel que : f'(c) > 0 et f'(d) < 0. Alors nécessairement ¢ # d. Supposons par exemple ¢ < d. Comme f
estinjective ( d’aprés 1), f(c) # f(d). Par exemple f(c) < f(d). f est continue sur le segment [c, d] donc admet un maximum M
sur ce segment tel que M = f(u) avec u € [c, d].

lim £&/© _ f'(c) > 0. Donc il existe a €]c, d[ tel que % > 0 et par conséquent, f(a) > f(c).Alors M = f(a) > f(c).

x—ct x—c

lirg_w = f'(d) < 0. Donc il existe B €]c, d][ tel que W < 0 et par conséquent, f(B) > f(d).AlorsM = f(B) >
x— - -

f(c). Ainsi, u €]c, d[. Alors la condition nécessaire d’extremum permet d’affirmer que f'(u) = 0 ce qui contredit I'hypothése « f’ ne
s’annule pas ». J’en conclus que f’ ne peut pas changer de signe.
3) Soit c et d deux réels de ]a, b[ tels que f’(c) < f’(d). Soit m un réel compris entre f’(c) et f'(d). Posons g(x) = f(x) — mx. Alors

g est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ et Vx €]a, b[, g’ (x) = f'(x) —m.Donc, g'(c) < 0 et g’'(d) > 0. Comme g’ change
de signe sur ]a, b[, g’ s’annule sur ]a, b[ par contraposée du résultat 2). Il existe donc un réel u €]a, b[ tel que g’(w) = 0 et par
conséquent, f'(u) = m. Ainsi, f prend toutes les valeurs comprises entre f’(¢c) et f'(d).
f’ possede donc la propriété des valeurs intermédiaires.

Soit f dérivable sur [a, b] telle que f'(a) = 0 et f(a) = f(b) .

fOT@ g 5 €]a, b]
Démontrer qu'’il existe un réel ¢ dans Ja, b telle que: f(c) — f(a) = f'(c)(c — a). Indication : utiliser ¢: (x - { x—a ’ )
L a déterminer six =a
Comment lire géométriquement ce résultat ?

f-rf@ .
Soit ¢: (x - { xa X €la, b]).

Osix=a
Comme f est dérivable sur [a, b], ¢ est dérivable donc continue sur ]a, b] et Vx €]a, b], ¢'(x) = u (x)(x_‘(li:ggx)_f(a)). De plus,
lim Z2~/@ _ f'(a) = 0 donc ¢ est continue en a et finalement sur [a, b]. De plus, ¢ (a) = @(b) = 0.Donc le théoréme de Rolle assure

x—-a xXx—a

qu’il existe un réel ¢ dans ]a, b telle que ¢'(c) = 0. Par conséquent, f'(c)(c — a) — (f(c) — f(a)) = 0 etainsi, f(c) — f(a) = f'(©)(c — a).
Cela s’écrit aussi f'(c) = % ce qui signifie que le coefficient directeur de la tangente T; a Cf au point C est égale le coefficient directeur
de la droite (AC) ; comme ces deux droites ont le point C en commun, cela signifie que ce sont une et une seule et méme droite .

Ainsi, il existe un point C de Cf telle que T, = (AC).

Soit f et g deux fonctions de classe C? sur [a, b] (ie f’ et f” continues sur [a, b]) telles que :

f(a) = g(a) et f(b) = g(b) et Vx € [a,b], " (x) < g" (x). Montrer que : Vx € [a, b], f(x) = g(x).

Posons Vx € [a, b], h(x) = g(x) — f(x). Alors h est de classe C2 sur [a, b].

Vx € [a,b],h'(x) = g'(x) — f'(x) et K" (x) = g" (x) — f""(x) = 0. Donc h’ est croissante.

1% méthode :

De plus, h(a) = h(b) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure que h’ s’annule sur ]a, b[ en un réel c. Par conséquent, Vx € [a,c],h'(x) < 0et
Vx € [c,b], h'(x) = 0. Donc h est décroissante sur [a, c] et croissante sur [c, b] . De plus, h(a) = h(b) = 0.Donc nécessairement, h est
positive. Ainsi, Vx € [a, b], f(x) = g(x).

2%¢ méthode :

Alors h est convexe. Donc la courbe de h se trouve en-dessous de toutes ses cordes. Or, la corde (AB) reliant A(a, h(a)) et B(b, h(b)) est la
droite des abscisses puisque h(a) = h(b) = 0. Ainsi, la courbe de h se trouve en-dessous de I'axe des abscisses ce qui signifie que , h est
négative. Ainsi, Vx € [a, b], f(x) = g(x).

Il Accroissements finis
Théoréme de Accroissements finis généralisé : Soit a et b deux réels tq a < b.

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ et telles que g’ ne s’annule pas sur]a, b[ .

a) Justifier que g(a) # g(b).

i o S'© _ f)—f(@

b) Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : 70 se@"
Indication : utiliser la fonction @: (x = f(x) — f(a) — K(g(x) — g(a))) ou K est une constante a bien choisir !
a. Lacontraposée du théoréme de Rolle s’applique a g. g est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|[.
Comme g’ ne s’annule pas sur ]a, b[, g(a) # g(b).
b. Soit @: (x » f(x) — f(a) — K(g(x) — g(a))). Alors, ¢ est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ et ¢(a) =
0. Cherchons K tq ¢(b) = 0. 9p(b) =0 < f(b) — f(a) —K(g(b) —g(a)) =0 =K = %. Désormais K = %etq)(b) =0.
Alors, le théoréme de Rolle assure qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) = 0.0r, Vx €]a,b[,¢'(x) = f'(x) — Kg'(x). Alors, f'(c) —Kg'(c) =0
[B0)~f@) _ o _ ['©
9)-g(a) g'©

et par conséquent,



Regle de (monsieur) I’Hopital

1. Reégle de (monsieur) I’Hopital : Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur Ja, b| et telles que :
lim f(x) = 0 =lim g(x) et g’ ne s’annule pas sur]a, b[ ..
x-a x—-a

Montrer, en utilisant les accroissements finis généralisés, que : lim re L = lim [ =.
x—at g'(x) x—at g(x)
2.  En utilisant les fonctions f: (x  x2 sin G)) et g = id, montrer que la réciproque de la regle de I'Hopital est fausse.

N . . 2x)—-1 i
3. Une application pratique : calculer lim cos(2x) de deux manieres .

x>0 5x2+6x3

JCIRIIQ) S50 == (0

4. Une application plus théorique : Soit f € C*([0,1[, R) . On définit la fonction g : [0; 1[—> R telle que g(x) = {
f'(0)six =0
a. Démontrer que g est de classe C? sur [0,1].
b. Exprimer pour x €]0,1[ et n € N, g™ (x) en fonction des dérivées de f en x et des puissances de x.
c. Endéduire que g est de classe C* sur [0,1[ et déterminer g™ (0) On utilisera la régle de I’Hépital ci-dessus.
1.Considérons les prolongements f et g par continuité enO de f et g.
Soit x €]a, b[. Alors, f et § sont continues sur [a, x] et dérivables sur Ja, x[. Donc §’ = g'donc §'ne s’annule pas sur ]a, x[ . Alors, le
flen) _ F)-F(0 i.e.f’(c") — @
') §0-g©) g'(cy) gx)

flle) _ f(x)
e = L. Jen conclus que llm 70 =L.

2.1 (x ~ x2 sin (;)) et g = id sont deux fonctions dérivables sur ]0,1[ et llm f(x) =0= 11m g(x) .
J©) szm( ) cos( )

théoréme de accroissements finis généralisé assure qu’il existe ¢, €]a, x| tel que :

Or, comme ¢, €]a, x|, 11m ¢y = a et par suite, par composition, hm

x2 sin(:
De plus, —= [ —(") = x sin (l) — 0. Mais T(x) = =2x sm( ) — cos (l) ne tend pas vers O ( et, en fait, n’a
g(x) x o x/ x-0 g’(x) 1 x.
limite ——
nulle bornée
en0 o
L . . 1 1\ _ _ -
pas de limite en 0) puisque nl—l»rfooﬁ =0etT (—ZM) 2—sm(2nn) cos(2nm) = —1 2 —1.Jen conclus que 11m+ s =L#
' -
x—at g'(x)
Ainsi, la réciproque de la regle de I'Hopital est fausse.
@ )
4 remiere méthode : S25G90-1 _ T2 0 0(®) _ —2x'toy(x) _ ~2400(1) 2
. B : = = = — —=,
5x2+6x3 sz+6x3 5x2+6x3 54+6x x-0 5

deuxiéme méthode : Posons f(x) = cos(2x) — 1 et g(x) = 5x? + 6x3. f et g sont C*® sur R.
EtVx € R, f'(x) = —2sin(2x) et g'(x) = 10x + 18x2 et f''(x) = —4cos(2x) et g"'(x) = 10 + 36x. Et chin(l)f(x) =0 =chin(1)g(x) et

lim flty=0= lim g ).

”(x) 4 _Z \ ) . Ll 2
Alors comme hm T 1—0 = —=, larégle de 'Hopital assure que 11m e it
o ©_ 2 o 2
Alors comme hm 0= la regle de 'Hopital assure que llm o=
(%)
—_—
5. Soit f € C*([0,1[, R) . On définit la fonction g : [0 ; 1[— R telle que g(x) = w six#0
f'(0)six=0

a. Comme f € C*([0,1[,R),t € C*(]0,1[,R) et par suite g € C*(]0,1[,R) et
De plus, comme f est dérivable en O, )lci_r)r(l)r(x) = f'(0) ce qui signifie que g est continue en 0 et par suite g est continue en [0,1].
enappliquantT.Y
A -(r@-f) TS x[f’(o)+xf"(o)+oo<x)]—[f’(o)x+@x2+oo(x2>] L0y _ 170) s
2

x2 x2

Enfin, Vx €]0,1[, g'(x) = 7'(x) =

00(1). Donc llmg x) = ' (O)

Alors le critére de classe Classure que g est de classe C!sur [0,1[.

b. Soitx €]0,1[etn € N, g™ (x) = 1M (x) = (i (k) u® ) v (x) = u()v™@(x) + T ( ) u® ()™= (x)
en p\;sant
u(x)=£(x)—£(0)
v(x):l
—1D"n! nk(nojey  (CDMRUF@)=FO)]+E () (DM F (=) () xk
9™ = [F@) — FOI TR+ 55, () 00 0 20 = i)

c. Appliquons le critére de classe C* .
T est de classe C® sur [0,1].
Calculons la limite de g(")en 0 grace a la regle de I'Hopital :

Posons P(x) = (—=1)™n! [f(x) — £(0)] + X7, (’;) (=)™ *(n — k)! F® (0)xk et Q(x) = x™*1.
P et Q sont continues et dérivables sur Ret 0 = P(0) = Jl(i_r}(l) P(x) et 0 =Q(0) = )lciir(l)Q(x).
vx €]0,1[, Q'(x) = (n + Dx™.

et P'(x) = (—=1)™n! f'(x) + Z (Z) D)™ R =) [FR+D )k + kf O (x)xk1]
=1

— (—1\! F! N _ n—ki! (k+1) k (k) k-1
D™ )+ ) (=D k,[f (0)xk + kf 0 () x*1]
k=1 '



= 1)"n'f(X)+Z[( 17T D Gk — (—1ymkes
telescopage

= (1) (-1 D Gt — (-1t

k= 1)'f © x|

JARIE

1 1)'
= (D"l f/(x) + fD ()2 + (1) nl £/ (x)
— f(n+1)(x)xn
car fM+Dest
’ (n+1) , continueen 0 (n+1)

Donc 28 = 770 pone hm P ) a O

Q'(x) n+1 0Q'(x) n+1

(n+1)

Donc,on peut conclure avec le critére de classe C®, g est de classe C* sur [0,1[ et g™ (0) = fn_+1(f1) .

Encadrements et inégalités obtenus gréce aux accroissements finis.
1. Montrer que : Vp € N\{0, 1} —5Sin (p::l) < % . En déduire un encadrement de S,, tel que :

Sp= ( k=1%) —In(n). Conclure a la convergence de la suite (S},).
2. Calculer lim x%(Arctan(x + 1) — Arctan(x))

3. Majorer I'erreur commise dans les approximations suivantes : V10001 = 100.
Vx € R,3c € [x,x + 1]/Arctan(x + 1) — Arctan(x) = Arctan’(c)(x+1—x) =

1+c2 ’
1 Z Z
Alors, o S < Arctan(x + 1) — Arctan(x) <= doncm < x?[Arctan(x + 1) — Arctan(x)] < m
x? x? x?
Commem~+wx— =1et Pt +oo— =1, llm xZ(Arctan(x +1)— Arctan(x)) =1
3. \/10001 = /10000 + 1. Soit f(x ~ vI0000 + x) f est de classe C1 sur [0,1] et Vx € [0,1], |f'(x)| = |N10000+Xl < |N10000| =

ﬁ Alors, I'inégalité des accroissements finis appliquée & f entre 0 et 1 assure que : |y/10000 + 1 — 100| = |[v10000 + 1 — v10000| <

ﬁ |1 — 0] =.Donc 100 est une valeur approchée de v10001 a 0,005 pres.

Soit @, b, et c trois réels. Montrer qu’il existe un réel x €]0,1[ tel que : 4ax® + 3bx?> + 2cx =a+ b +c.
Posons f(t) = at* + bt® + ct?. Alors f est polynomiale donc continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[. Alors I'égalité des accroissements finis
assure qu’il existe un réel x €]0,1[tel que: f(1) — f(0) = f'(x)(1 —0) i.e. f'(x) =a+b+ci.e. 4ax®+3bx?>+2cx=a+b+c.

Soit a et b deux réelstq a < b et f: [a, b] » R*, continue sur [a, b] , dérivable sur ]a, b.
@) _ 0-akl

f© .
fl@)
f continue sur I'intervalle [a, b] et ne s’annule pas sur [a, b] donc garde un signe strict constant sur [a, b]. Posons g(x) = In|f (x)].

Alors f est continue sur [a, b] donc g I'est aussi. f est dérivable et ne s’annule pas sur ]a, b[ donc g est dérivable sur ]a, b[ (puisque la valeur

Montrer qu'’il existe ¢ €]a, b[ tel que :

absolue est continue sur R mais dérivable que sur R*)et Vx €]a, b[, g’'(x) = ff((;)).
Alors I’ égalité des accroissements finis assure qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que g(b) — g(a) = g'(c)(b — a) i.e. In|f(b)| — lnlf(a)l—’;((c)) (b—a).
IFOI_f'(© . HOTRACICR -0, |£® LO(p—a) N f(b)
L2 — e L2 — o7
Dong, In [If(a)l] o) (b — a) et par conséquent, e e. |f(a)| e . Comme f conserve le méme signe sur [a, b], == @ >0
f1©
et ainsi, % =ef© b= a)

On suppose que f est une application deux fois dérivable sur ]0,2[ . Soit deux réels u et v tels que 0 < u < v < 2 .En utilisant a ¢(x) =
fx)—-2f (xw) +fw) + K—— v x) ol K est une constante a bien choisir, démontrer que :

3c€]0,2[/ f(uw) -2 f ("+”)+f<v) JHGE=S
Soitp(x) =f(x)—2f (XW) +f(v) + K—— i x) ou K est une constante a choisir de sorte que @ vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle.

f est une application deux fois dérivable sur ]0 2[ donc sur [u, v] donc ¢ l'est aussi. Et Vx € [u, v], @' (x) = f'(x) — f' (“V) +%(x—v). De
alra+2f (S2)+rw)

(v u)?

doncunréel d €]u, v| tel que ¢'(d) = Oi.e. f'(d) — f’ (d+v) +%(d—-v)=0.De plus, f'est dérivable donc continue sur [u, v]. Alors,

plus, @(v) = 0. Choisissons K tel que ¢(u) =0i.e. K = . Alors @ vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle et il existe

I'égalité des accroissements finis assure qu’il existe un réel ¢ €]u, d[tel que: f'(d) — f' (Hd) f'"(c )(m— d) ie. f'(d)—f' (v+d)
f"(c )( ) Alors f''(¢) (V d) + —(d —v) =0.Commed # v,— # 0 et par conséquent, f''(c) — K = 0.

u+v
Ainsi, il (u)+:c (u)z)Jrf(V)] K = f"(c).Yen conclus que f(u) — 2 f (u+v) +f(w) =f"(c) o= u) ——ouc €]y, d[c]u, v[.

Justifier que si f est classe C* sur [a, b] alors f est lipschitzienne sur [a, b].
Soit f classe C* sur [a, b]. Alors f' est continue sur le segment [a, b] donc y est borné. Alors il existe M € R tel que : Vt € [a, b], |f'(t)| < M.
L'inégalité des accroissements finis assure alors que f est lipschitzienne sur [a, b].



Soit f I'application définie sur R par: f(x) = et (u,) une suite de réels vérifiant : Vn €N, u, 1 = f(u,).

1+e2x
a) Déterminer les limites possibles de u .

, 1 P -
b) Montrerque:VxeR, |f’'(x)| < > En déduire la convergence de u . On note «a sa limite.

c) Donner une valeur approchée de sa limite & a 102 prés .

Soient f : ([a,b] » R) telle que f, f'et f''sont définies et continues sur [a, b] et f” est dérivable sur ]a, b|.

Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que : £(b) = f(a )+—(f (@ +f'(b)) — e )(C)(b [PO0-a?

Indication : on introduira g(x) = f(x) — f(a) — @ (f )+ f' (a)) —A(x — a)3 ou A est une constante que I'on choisira judicieusement.

Soit g(x) = f(x) — f(a) — @ (f’(x) + f’(a)) — A(x — a)3 ol A est une constante que I'on va choisir de sorte que g vérifie les hypothéses de
théoréme de Rolle. g est de classe Csur [a, b] et deux -fois dérivable sur ]a, b[.

Et, v € [a,b],g'(0) = 2 (f'(0) — £ (@) — =2 £ (x) — 3A(x — @)? et Va €]a, b[, g" () = “=2 (£ (x) — 124).Donc, g(a) = g'(a) = 0.
FB)~f(@-L22f B)+f' (@)

Choisissons A tel que g(b) = 0. Donc, prenons A = . Alors, appliquons le théoréme de Rolle a g : il existe donc unréel d €

(b-a)?
]a, b[ tel que : g’ (d) = 0. Comme f’ est continue sur [a, d] et dérivable sur Ja,d[ et g'(d) = g'(a) = 0, il existe un réel c €]a, d[ tel que :
_ "r b)— _b=)er b 4 "
g'(c)=0et doncM(f”'( ) —12A) = O et finalement , A = flz(c) . Ainsi, ro-r@ (bz_agj:( @) = flz(c) etj’en conclus que : f(b) =

@ +2Z2(f' (@) + £ (b)) - L2202,

Soit a un réel et b un réel ou un infini tel que a < b.
Soit u et v deux fonctions définies sur un méme segment [a, b[ , a valeurs réelles et telles que :
e uetwvsontcontinues sur [a, b[
e uetwvsontdérivables surJa, b[
e VxE€lab[ |u ()| < v (x).
Montrer en étudiant deux « bonnes » fonctions que : Vx € [a, b, |[u(x) — u(a)| < v(x) — v(a).
APPLICATION : Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle [a; +oo[ telle que : xl—i>Toof(x) + f'(x) = 0.0n pose h(x) = f(x)e*.
Soit € > 0. Montrer que : 3A = a/Vx = A, |h'(x)| < %e".
En déduire, en utilisant 1., que Vx = A4, |f (x)] < § + |h(A)]|e™™.
Justifier que: 3B = A/Vx = B, |f (x)| < e.
Qu’en déduit-on sur f ?

oo o o

Soita € R™ et f:]a, +[— R de classe C* telle que lim f’(x) =LER".

1) Soit € € R™. Montrer qu’il existe A > 0 tel que: Vx > A4, |w L| <£
< |f(X) f(4) L| | AL+f(A)|

3
2) Montrer que Vx > 0, |f(x) L|

3) Endéduire que f(x)~yolx.
Soit £ € R*™*.

4+

Comme liT f'(x) =LeR* FJA€]a,+o[/Vx = A,|f (x) —L| < Z.
X—+00
Soit x > A. @—L = (M—L)ﬁ+M.Alors
X x—A X X
lere I.T
|@ B | |(f(x) o L)ﬂ 4 f(A)—AL| = |(f(x)—f(A) _ L) g| 4 |f(A)—AL|
X X - x—A x x
|f(x) L| f(X)_f(A) L| | | + |f(A)—AL|
Or, d’apres 'EAF, il existe c4 » € [4, x] tel que f(xi G = f'(cy)-
Alors, ¢, = A et par conséquent, |w - L| =|f"(cy) —L| < Z
De plus, 11m XT = 1.Donc, 3B > a/Vx = B, | | < 2.Alors x > max (4,B) = f(xi:Z(A) - L| * |%| < E
Enfin, 11m |M| = 0.Donc, 3C > a/Vx = C, |M| <f.
xX—+00 X X 2
Alors x = max(4,B,C) = |% — L| |%| + |@| < g + g = ¢. Et par suite, Vx = max(4, B, C), |¥ - L| <e

J'en déduis que 1ir+n % = L et par conséquent, lirP % = 1 puisque L non nul. Et ainsi, je peux conclure que f(x)~ o Lx.
X—+00 X—+00

lll Taylor -Lagrange
Soit f une fonction de classe C? sur R telle que : f et f” sont bornées. On note M, = sup|f| et M, = sup |f”|.

1) Soit x et h deux réels . Justifier que [f(x + h) — f(x) — hf'(x)| < M, g
2) Endéduire que:Vx € R,Vh € R™,|f'(x)| S%+th
3) Endéduire que f” est bornée sur R . On note M; =sup |f’|.
4) Montrer que M; < 2,/MyM, .
1) Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a f aveca = x et b = x + h. f est de classe C? sur R et |f”| est majorée par M, (donc f” est
bornée sur R). Donc T. L assure que |f(b) — [f(a) + (b — a)f'(a)]| < M, b= al ie. [f(x+h) —f(x) —hf' ()] < Mz%2




2) Soitx € Ret h € R**.
zéme

car t<|t| LT car |t|=|-t|
~

lhf' )l = If G+ ) = fFOl 2 [Ihf' @I =1fc+ ) = fI 2 |hf' ) = (Fx+h) = f@)] =2 IfGx+h) —fx) —hf' @I
Dong, [Af'()| = If (x + h) — f(x)| < Mzw Et par conséquent,h|f'(x)| = |hf' ()| < |f(x + h) - f()l +M2h—2
De plus, |f(x +h) — f(x)|<|f(x+h)|+|f(x)|<2M1 Il s’en suit que hlf(x)|<2M1+M2 ’ et ainsi, |f(x)|<2M°+ (car h > 0).

3) VxeRVheRY|f'(x)] <= ZMO + 2" comme 21:" + MTest indépendant de x, tous les reels de la forme % + th h > 0sont des
majorants de |f’|. La fonction f est donc bornée.

4) Cherchons le plus petlt majorant de |f’| qui soit de la forme — M" + === M2 tqh > 0.

ZMO 2M0 M2

Posons ¢ (h) = 4 el . @ est de classe C® sur R™ ( car son expression ...). Et Vh > 0, ¢'(h) =

1¢"cas: M, # 0. Alors, ¢'(h) >0 & —2:1” + % >0 h%> 4 (:) h>2 ’ . Donc ¢ est décoirssante sur ]0,2 ’M [ et coirssante
2

M,2 |Mo
sur ] 2\/::2, +oo[ et admet donc un minimum en 2\/::2 quivaut @ (2 %) = 22—\]% + ZT\/M: = 2,/MyM,. Comme tous les réels ¢ (h) tels que
Mz
h >0, 2,/MyM, est un majorant de |f’|. DOnc 2,/ MyM, est supérieur au plus petit majorant de |f’|. Ainsi, M; < 2,/ MyM,.
2éme cas: M, = 0. Alors Vx € R, f''(x) = 0. Dong, il existe a et b constantes réelles telles que : Vx € R, f(x) = ax + b. Comme fest bornée,
a = 0. Et par suite Vx € R, f'(x) = 0. Donc M; = 0. Ainsi, M; = 0 = 2,/ MyM,. Ainsi, My < 2,/MyM,.
f(x)=2f(2x)+£(3%)
09(x)-29(2x)+g(3x)’

D’aprés Taylor-Young, f(x) = f(0) + f'(0)x +f ©,2 4 17O (0) x3 4 0y(x2). De plus, comme f est impaire, f(0) = f”(0) = 0.
Dong, f(x) = f' (O)x+f ©y3 40 o ().

Alors comme li[% 2x = lim 3x =0,f(2x) = 2f"(0)x + 8—fm(0)x3 + 0o(x3) et f(3x) = 3f'(0)x + 9f—m(0)x3 + 0o (x3).
X— x-0
9" ( )

Soit f et g deux fonctions de classe C3impaires et telles que g©)(0) # 0 .Calculer 11m

x3 + 00(x?), g(2x) = 29’ (0)x+89 MO + 09(x3) et g(3x) =39’ (0)x + 99" @ ( ) %3 + 0 o(x®).

F-2f@0)+fGx) _ [ (")"*f—a(o) 227 ©)x +al7 O )rar @ +"f—a(°) Hoo(xr®) M Oapon () _ 1" ©@+0,(1)

De méme, g(x) = g’ (0)x + ——

AlOFS, TIT TIT T = " .
9(x)-29(2x)+g(3x) g’(0)x+gT(°)x3—2(2g’(0)x+89T(c')x3)+39’(0)x+9gT(O)x3+oo(x3). wf(o) x3+0y(x3)  9'"(0)+00(1)
pasdeFI
r-2rGa+10 “ I " o)
Alors ,comme g'"'(0) # 0, lim 2222224220 o :
9" (0 # 0, Im 2 g@0rgGn g""©

1. Trouver une valeur approchee rationnelle de In ( ) a10~* prés . ( taylor Lagrange)

6
2. Démontrer que pour tout réel x € [0, 7], cos(x) = 1 — ; @ i ; (Taylor reste intégral) .

In (%) =In (1 + %)

. © 1 * (n+1) =nin! (n+1) _ 1
g: (t » In(1 + t)) est de classe C®sur [0, etvn € N*,Vt € [0, 7 ] g ® = (1+t)”+1 donc |g ®|= —(1+t)”+1 <nl
n+1
Donc, comme 0 € [0, 4+o[, I' inégalité de Taylor Lagrange assure que Vn € N*Vt € [0,—],, |g(t) = Ppin(1+t), 0(t)| |(|:l|+1)l.
- 1 . 11 1 n 1™ 1
En particulier pour t = o vn € N*, |In (E) — Puin@a+6),0 (E)l < D) |ﬁ = miD1oT
. . ) 1 _a
Cherchons le plus petit entier naturel n tel que : 7( Do < 107%
1 4 —44+n+1 n-3 — —
GEDio <10 ( +1) <10 o — (n 5 <10 S -Inn+1)<®m-3)In(10) = (n—3)In(10) +In(n+1) >0.

Posons h(t) = (t — 3) In(10) + In(t + 1). h est dérivable sur R* et Vt = 0,h’'(t) = In(10) + ﬁ > 0.

Donc h est strictement croissante sur R*. De plus, h(2) < 0 < h(3).Doncn = 3 est le plus petit entier naturel n tel que : ——— < 107
(n +1)10n+1
1y _ L _r -4
Alors, |In (1 ) P31“(1+f)°( )| < Gepiom <107
(1)k11 =4 212,211 LB ~4
Donc Pz in(1+6),0 ( ) s Tof =10 " 2707 T 3707 = Ts00 EStUNE valeur approchée rationnelle de ln( )a 10~ *pres.
Calculer la limite de S, T définies par: Vn € N*, S, =2} 1t T, =¥t = "
par: 0 O =il k=0T2K+1)!
1 -1kt
L Sp =21 k) — 3, ,2 = —Ppin a+0,0(1)-
oo * (-D)"n! _
g: (t = In(1 + t)) est de classe C*®sur [0, +oo[ et Vn € N*, vt = 0, gD (t) = o donc |g™ ()| = W <nl
Donc, comme 0 € [0, +oo], I'inégalité de Taylor Lagrange assure que Yn € N*Vt € [0, +oo], |g(t) - nln(1+t)0(t)| n! (|:|_|+1)l
P * _ n * _ 1
En particulier pour t = 1,Vn € N*,|g(1) — Ppinc+6)0(1)| < e imie —ie.Vn € N*, |[In(2) + S,|< (n+1)' =—
Comme lim ) je peux conclure que lim Sp, = —In(2).
con+l +0o
(=3
2. T,= k 0(2k+1)‘ = P2n+lsh0( 3).
sh est de classe C®sur [—3,3] et Vn € N*,Vt € [-3,3],|sh@"*2(t)| < ch(3).
|t|27’L+2

Donc, comme 0 € [—3,3],I' inégalité de Taylor-Lagrange assure que : Vn € N*Vt € [0, +o[, |sh(t) — Papy1sn0(0)]| < ch(3)
+2
Sh(=3) = Pusno(=3)| < ch(3) =

(2n+2)"

En particulier pour t = —3,Vn € N*, ie.vn € N*, |-sh(3) — T,| < ch(3)

(2n+2)! n+2)!



n cc 32n+2

an & . B ) 32n+2
Comme lim -~ = O'nETw—(2n+2)! =0 (pulsque ((2n+2)!)

n
est extraite de (3—) ) Ainsi, je peux conclure que lim T, = —sh(3).
neN n!/neN n—-+oo

Soit f € C®(R,R) telle que Vn € N,Vx € R, |[f ™ ()| < [x].
1) Soitn € N .Déterminer le polynéme de Taylor en 0 de f de rang n.
2) Endéduire, en utilisant Taylor-Lagrange, que f est la fonction nulle.

1) vneN,|f™(0)| <0l = 0donc f™(0) = 0.Donc, Vn € N, Vx € R, Ppso(x) = Xk

en 0 de f sont nuls.
2)  Soit x unréel non nul et S le segment d’extrémités 0 et x. Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a f sur S :

f@) = Pppo®)f <

=0

F®0) _
k!

= 0. Ainsi, tous les polynémes de Taylor

f eC®(R,R).Vn€N,Vt €S, |f(n)(t)| < |t| < |x|.DoncI'I.T.L assure que :Vn € N,Vt € S, < |x| , en particulier

(n o’

~
*
=

Jx[™*
|x|

" f 2
pourt = x, j' obtiens Vn € N, |f(x)| < e

lx™ || ™*
Or les croissances comparées pour les suites assurent que : hm Seorie 0. Donc lim|x| i D)
n-+oo

passant a la limite n - +oo dans l'inégalité(xx), jobtiens : If(x)l < 0. Ainsi, je peux conclure que Vx € R*, f(x) = 0. Cette égalité étant
encore vraie pour x = 0, nous pouvons conclure que f est la fonction nulle.

= 0. De plus, nlirll I[f Ol = |f(x)]. Alors en

Soit f une fonction de classe C? sur I'intervalle [a, b] telle que : f'(a) = f'(b) =0

1) Justifier que f” s’annule sur [a, b].

2) Justifier qu’il existe un réel M tel que : pour tout x dans [a, b], |[f""(x)| < M.

3) Démontrer en appliquant deux fois la formule de Taylor-Lagrange que : |f(b) — f(a)| <

4) Onsupposequeb = f(b) = 1leta = f(a) = 0.Montrer qu’il existe un réel c dans [a, b] tel que : [f"(c)| = 4.

1) On peut appliquer le théoréme de Rolle a f’qui en vérifie toutes les hypothéses. Il existe donc un réel ¢ € [a, b] tel que f”(¢) =0

2) f” est continue sur le segment [a, b]donc y est bornée autrement dit, | f'’| est majorée sur ce segment. Il existe donc un réel M tel que :
pour tout x dans [a, b], |[f""(x)| < M.

MM_
4

at+b
3) Appliquons Taylor-Lagrange entre x = bety = %b, f (a+b) f)+f' (b) (a+b ) < (— |f (a+b) f(b)| < (b_Ta)zM.
2
Appliquons aussi Taylor-Lagrange entre x = a ety = ﬂ ’f (a+b) f@)+f'(a ( )(a+b )‘ < (T—_ |f (a+b) f(a)| < (b_s—a)zM

ors I () — F@)] = ) — £ (422) + £ (22) - f@)| < ) - £ (222)] + |f(““’) f(a)|s2“’;T“)zM=“’;—“)zM-

4) Alors M > 4.Comme |f"'|est continue sur le segment [a, b], |f"'| admet un maximum sur ce segment et on peut choisir M =
maxqp|f"|. Etil existe un réel c tel que |f"'(c)| = M.Alors |f"'(c)| = 4.
IV Convexité
Soit f(x) = e~ Etudier la convexité et les points d’inflexion de f.
o) r _ —x2 " — (_ 2\,-x2% _ 2 _ l —-x? _ _ i i —x?
festdeclasse C®surRetVx € R, f'(x) = —2xe™ et f""(x) = (=2 + 4x%)e —4(x Z)e —4(x ﬁ)(x+ﬁ)e .Donc,

. 1 1 ) . .
et convexe ailleurs et Cf admet en —— et en == deux points d’inflexion.

ffx) >0 x¢ [—%,\%] Alors, f est concave sur N 5

Soit f:[0 4+ o[- R convexe.
1. Montrer que M admet une limite L , finie ou infinie, quand x — +oo0.

2. Onsuppose que L est finie. Montrer que 1: (x = f(x) — Lx ) est décroissante et admet une limite quand x — +oo.
1 ( f(x)-f(0)
Lix P ——

Or,Vx >

-

) est croissante puisque f est convexe donc ¢(x) admet une limite L , finie ou infinie, quand x — +oo.
= p(0) + 12 9 1+o0=1L

Rque:SiL est réel et non nul alors f(x)~+ooLx.

2. On suppose que L est finie. Soit 1: (x = f(x) — Lx ). Soit (x,y) € (R**)?tel que x < y.

Alors p(y) = () = F() = Ly = (F() = L)) = f() = F(0) +L(x =) = FELE - 1]y - )

x
f(Y) f(x) & _ o, v [ Donc lim fO)-fx)
y-x y  y-x  y-x Yot  Y-X

< L.Etcomme (y — x) = 0, (y) — ¥ (x) < 0.)en déduis que  est

0, f(x) Donc, 11m

De plus, (y » ——=——=) est croissante puisque f est convexe . Et =—=——= = L. Par conséquent, la

f (y) f (€3] f)-fx)
y-x

fonction (y =» ————=) tend en croissant vers L. Ainsi,

décroissante. Et par consequent, 1 a une limite en +oo.

Soit I et J deux intervalles, f:(I — J) une fonction convexe et g: (J = R) une fonction. Montrer que :
® si g est convexe et croissante alors la composée g © f est convexe
® i g est concave et décroissante alors la composée g © f est concave.
Je suppose g est convexe et croissante . Soit x et y deux élémentsde [ et 1 € [0,1].
Comme f est convexe, f (Ax + (1 —D)y) < Af () + (1 = Df ).
De plus, toutes les images par f sont éléments deJdonc f(Ax + (1 —A)y) € J et f(x) € J et f(¥) €].Comme Af (x) + (1 — A)f(y) estun
réel compris entre f(x) et (), deux éléments de l'intervalle J , Af (x) + (1 — ) f () est aussi dans l'intervalle J
Alors comme g est croissante sur J, g(f(Ax + (1 — D)y)) < gAf () + 1 = Df ).
Enfin, g étant convexe, g(/lf(x) +(1- A)f(y)) < Ag(f(x)) +(1- A)g(f(y)).
Méme preuve pour g concave et décroissante.


https://fr.wikiversity.org/wiki/Op%C3%A9rations_sur_les_fonctions/Composition
https://fr.wikiversity.org/wiki/Op%C3%A9rations_sur_les_fonctions/Composition

V Des équations fonctionnelles avec hypothéses de dérivabilité
Soit f dérivable sur R et telle que : pour tous réels x et ¥, f(x + y) = f(x2) + f (). Montrer que f est nulle.
Alors £(0) = £(0+ 0) = £(0%) + £(0) = 2f(0) donc f£(0) = 0.

Fixonsy € R.

e Lesfonction u: (x - flx+ y)),v: (x - f(xz)) et w: (x » f(y)) sont dérivables sur R et Vx € R,u'(x) = v'(x) + w'(x).
Donc, Vx € R, f'(x + y) = 2xf'(x?) + 0. En particulier, pour x = 0, f'(y) = 0. Ainsi, Vy, f'(y) = 0.Cela implique que f est constante sur
Iintervalle R et comme f(0) = 0, f estla fonction nulle.

OU BIEN
x+y)— , x+y)— x? x2)-0
L)TO) _ 1) pe plus, v  0,LETO) _ 16 _ 60,
FO-r) _ F&xH-r(0) -
t—0 x*—0
f'(0) x 0 = 0. Ainsi, par unicité de la limite f'(y) = 0. Cela implique que f est constante sur I'intervalle R et comme f(0) = 0, f estla
fonction nulle.

e  Par définition, lim
x—0

fet)-r&) _
X

Or, f est dérivable en 0 donc ltirré f'(0) € R. Donc par composition, lil’l’(l) f'(0) € R. Par conséquent, lirré
- x- X

Montrer qu’il existe une unique fonction f définie, positive et dérivable sur R* telle que : f(0) = 0etVx =0, f'(x) < f(x) .

La fonction nulle est solution.

Soit une fonction f définie, positive et dérivable sur R* et telle que : f(0) =0etVx = 0,f'(x) < f(x) .

Posons g(x) = f(x)e™*. Alors g est dérivable sur R* et Vx > 0,g'(x) = (f'(x) — f(x))e™ < 0. Donc g est décroissante sur R* et comme
g(0) =0, g est négative sur R*. Et par conséquent, f est négative sur R*. Comme, de plus, f est positive sur R*, f est nulle sur R*.

Ainsi la fonction définie et nulle sur R* est la seule fonction définie, positive et dérivable sur R* telle que : f(0) =0etVx >0, f'(x) < f(x) .

Déterminer toutes les fonctions définies sur R*",dérivables ,et vérifiant :¥(x,y) € (RT™)?, f(xy) = f(x) + f ().
La fonction nulle est solution.

Soit f une solution. Alors f est définie sur R**,dérivable et V(x,y) € (R*)?, f(xy) = f(x) + f(3) (**).

Alors f(1) = f(1x 1) = f(1) + f(1).Donc f(1) = 0.

Fixons y € R**,

Par définition, Jim £~/ f' (). Donc par composition,
Feey)-f(y) o OU BIEN
Ll_r)r} —y ). u: (x » f(xy)) et v:(x = f(x) + f(y)) sont dérivables sur
par (xx) car f(1)=0 R** et Vx > 0,u(x) = v(x).

toiy FONTFO @ e 1@ ' . o
Or,vx € R \{1}'W = @y Yy @=n Donc, Vx > 0,u'(x) = v'(x) |,.e. Vx>0 }.lf'(.xy) = f'(x). Ainsi,
Donc,lcirr}f(xj;_f,(y) — %f,(l)' Vx> 0,vy >0, yf'(xy)=f (x()l. En particulier pour x = 1,,Vy >

- B 0, yf'(¥) = f'(1) donc f'(y) = = ol a constante.

Alors, par unicité de la limite, f'(y) = if’(l) = g ou a € R. Ainsi, il y

existe une constante réelle a telle que : Vy > 0, f(y) = %

J’en déduis qu’il existe a et b deux constantes réelle telles que : Vy > 0, f(y) = aln(y) + b. Mais comme f(1) = 0, nécessairement b = 0. J’en
conclus que : f(y) = aln(y).

Donc les solutions de notre probléme sont nécessairement de la forme (x — aln(x)) ol a constante réelle.

Réciproquement : toutes ces fonctions de la forme (x + aln(x)) ol a constante réelle sont-elles solutions ?

Chacun de ces fonctions est définie et dérivable sur R*". De plus, Y(x,y) € (Rt*)% aln(xy) = a(In(x) + In(y) = aln(x) + aln(y).

Donc toutes les fonctions de la forme (x — aln(x)) ol a constante réelle sont solutions . J’en conclus que ce sont exactement les solutions.

Déterminer toutes les fonctions continues sur R et telles que : Vx € R, f(x) = x? + f:(x —t)f(t)dt.

Déterminer toutes les fonctions dérivables en O et telles que : Vx E R,Vy E R, f(x +y¥) = f(x)f(¥).

L’exponentielle et les fonctions constantes égales a 0 et a 1 sont solutions.

Soit f une solution. Alors f est dérivable donc continueenOetVx E R, VY ER,f(x +y) = f(X)f ().

Alors f(0) = f(0+ 0) = f(0)f(0). Donc f(0) = 0ou f(0) = 1.

Fixons y € R.Donc,u: (x » f(x+y))etv:(x » f(x)f(y)) sont dérivables sur R et Vx, ' (x) = v'(x).

vx ER, f'(x+y) = f'(x)f(y). En particulier pour x = 0, f'(y) = f'(0)f(y). Ainsi, il existe un réel a € Rtel que : Vy, f'(y) = af ().

f est donc solution de I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants et homogéne : z' —az =0

Alors il existe une constante k réelle telle que : Vx € R, f(x) = ke®.Comme f(0) =0ou f(0) =1,k =00uk = 1.

Ainsi, les soutions de notre pble sont nécessairement de la forme (x = 0) ou (x » e**)tqa € R.

Réciproquement : la fonction nulle est solution mais toutes ces fonctions de la forme (x = e?*) ou a constante réelle sont-elles solutions ?
Chacun de ces fonctions est définie et dérivable sur R. De plus, V(x,y) € R2, ea(x+Y) = gax+ay — gaxgxb

Donc toutes les fonctions de la forme (x = e?*) ol a constante réelle sont solutions . J’en conclus que la fonction nulle et les fonctions de la
forme (x = e%*) ol a constante réelle sont exactement les solutions.



Soit f une fonction continue sur R telle que :pour tout xeR ,f(x) =1 — fox(x — t)f(t)dt . Montrer que pour tout xeR, f''(x) + f(x) = 0.
En déduire que f = cos .



