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Ex 1 Soit 𝑎 un réel et 𝑏 un réel ou un infini tel que 𝑎 < 𝑏. 
1. Soit 𝑢 et 𝑣 deux fonctions définies sur un même segment [𝑎, 𝑏[  , à valeurs réelles et telles que : 

• 𝑢 et 𝑣 sont continues sur [𝑎, 𝑏[  
• 𝑢 et 𝑣 sont dérivables sur ]𝑎, 𝑏[ 
•  ∀𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[, |𝑢′(𝑥)| ≤ 𝑣′(𝑥).  

Montrer en étudiant deux « bonnes » fonctions que : ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏[, |𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑎)| ≤ 𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑎).  
2. APPLICATION : 
 Soit 𝑓 une fonction dérivable sur l’intervalle [𝑎; +∞[ telle que : lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) = 0. On pose ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑒𝑥 .  

2.1.1 Soit 𝜀 > 0. Montrer que : ∃𝐴 ≥ 𝑎/∀𝑥 ≥ 𝐴, |ℎ′(𝑥)| ≤
𝜀

2
𝑒𝑥 . 

2.1.2 En déduire , en utilisant 1., que ∀𝑥 ≥ 𝐴, |𝑓(𝑥)| ≤
𝜀

2
+ |ℎ(𝐴)|𝑒−𝑥 . 

2.1.3 Justifier que : ∃𝐵 ≥ 𝐴/∀𝑥 ≥ 𝐵, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀. 
2.1.4 Qu’en déduit-on sur 𝑓 ?  
 
Ex 2 
 Soient 𝑓 ∶ ( [𝑎, 𝑏] →  ℝ)  telle que 𝑓 , 𝑓′𝑒𝑡 𝑓′′sont définies et continues sur [𝑎, 𝑏] et 𝑓’’ est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[.  

Montrer qu’il existe 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que : 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) +
𝑏−𝑎

2
(𝑓′(𝑎) + 𝑓′(𝑏)) −

𝑓(3)(𝑐)(𝑏−𝑎)3

12
.  

Indication : on introduira 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) −
(𝑥−𝑎)

2
 (𝑓′(𝑥) + 𝑓′(𝑎)) − 𝐴(𝑥 − 𝑎)3 où 𝐴 est une constante que l’on choisira judicieusement.  
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A. Une nouvelle inégalité de convexité.  
1. Soit 𝜑 une fonction convexe sur un intervalle ouvert 𝐼 .  

1.1 Rappeler sans démonstration les propriétés de continuité et de dérivabilité vérifiées par 𝜑.  

1.2 Démontrer, par récurrence sur 𝑛 ∈ ℕ∗,  la propriété 𝐻(𝑛): "pour tout (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛 , 𝜑 (
𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛
) ≤

𝜑(𝑥1)+𝜑(𝑥2)+...+𝜑(𝑥𝑛)

𝑛
".  (indication : remarquer que : 

𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛+1

𝑛+1
= (1 −

1

𝑛+1
) [(

1

𝑛
) (𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛)] +

𝑥𝑛+1

𝑛+1
)  

2. Soit 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐽 tel que 𝑓(𝐽) ⊂ 𝐼 .  Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐽2 tel que 𝑎 < 𝑏.  

2.1 Déterminer la limite lim
𝑛→+∞

1

𝑛
∑ 𝑓 (𝑎 +

𝑘(𝑏−𝑎)

𝑛
)𝑛

𝑘=1   et  justifier que cette limite appartient à 𝐼.  

2.2 Déterminer la limite  lim
𝑛→+∞

1

𝑛
∑ 𝜑 (𝑓 (𝑎 +

𝑘(𝑏−𝑎)

𝑛
))𝑛

𝑘=1 .   

2.3 Déduire de tout ce qui précède que 𝜑 (
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
) ≤

1

𝑏−𝑎
∫ (𝜑 ∘ 𝑓)(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 (indication : on choisira judicieusement les 

réels 𝑥𝑘).  

2.4 Enoncer un résultat analogue au 2.3 dans le cas où 𝜑 est une fonction concave sur 𝐼. 
 

B.  Application  

3. ∀𝑛 ∈ ℕ\{0,1}, on pose 𝐼𝑛 =
1

𝑛−1
∫ (1 +

1

𝑥
)

𝑥

𝑑𝑥
𝑛

1
.  

3.1 Justifier que : ∀𝑥 > 0, ln (1 +
1

𝑥
) ≤

1

𝑥
.  (on pourra utiliser une inégalité usuelle sans la prouver). 

3.2 En déduire que (𝐼𝑛) est majorée.  

3.3 Montrer en utilisant 2., que : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, ln (𝐼𝑛) ≥
1

𝑛−1
∫ 𝑥𝑙𝑛 (1 +

1

𝑥
) 𝑑𝑥

𝑛

1
.  

3.4 En déduire que (𝐼𝑛) est convergente de limite 𝑒. 

 
 


