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Corrigé du DL 6

EXERCICE 1 Soit (u,,) une suite réelle croissante telle que : Vn € N*, uy, — u, < % .On pose Vp € N, v, = uyp.
2P—1

1. Montrerque:Vp € N,1, — vy < P

2. Endéduire que (u,) converge .
1. VPEN VL — Uy = Upptt — Upp = Upypp — Upp < o

2p°
1 1_(1);: 2L g 2P-1 2P—1
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Donc, ¥p € N, 7, —vo = Zk 0”" < Y= 02k ™ 1-2 - 1 T oop-1 (_ 20-1(2-1) 21’—21’-1)'
2P—1
2. Alors,Vp EN, v, — vy < —= i =2- I = < 2etv, < vy + 2. La suite v est donc majorée.

De plus Upt1 = Up = Ugp+s — Upp = 0 car u est croissante. Par conséquent, v est croissante et par suite, v converge vers un réel L .
De plus, la suite u étant croissante, u admet une limite. v étant extraite de u, u et v ont la méme limite. Ainsi, u converge aussi vers le réel L.

EXERCICE 2
Soit a un réel supérieur a 1 et 'entier naturel k tel que k% < a < (k + 1)2

Soit u la suite définie par: uy = k et Vn € N,upy4q = %(un + ui)
n

1. Montrer que Vn € N, uyexiste.
2. Montrer que la suite u est décroissante a partir du rang 1.
3. Justifier I'existence et la valeur de la limite de la suite u.
4. Montrer que Vn € N*, [u,4, —Va| < |u”_‘/—| :

n 1 on
5. Endéduire que Vn € N, |un—\/§| < (WE) |u0 —\/E| .
271
6. Montrer que Vn € N, |u, —Va| < G)
7. Ecrire un programme en python permettant d’obtenir une valeur approchée rationnelle de v/a a 10~*pres.

1.Posons f(x) = %(x + g) Comme a > 0, f(R**) € R**. Or, uy = k = 1. Donc, uy € R**. Et par conséquent, Vn, upexiste et u,, € R**,
2. f est dérivable sur R** et Vx > 0, f'(x) = ;(1 - %) =~ (x2-a)= (x —Va)(x +Va) .

Posons g(x) = f(x) — x. Alors, g est dérivable sur R** et Vx > 0, g'(x) = 5(1 — ;) -1= Z—XZ(x +a) < 0.gestdonc strictement
décroissante et s “annule au plus une fois sur R**.

Org(x) =0 f(x) =x@%(x+%) =x<=>%=’2—(4:)x2 —aox=+Va S x = +/a (¥*). Donc, g s’annule en +/a et uniquement
car x>0

enva. D’ol le tableau :

al 0 Va +% | pen déduis que, f(R™™) c [Va,+ool.

X +oo + co
S \ fw/ Et par conséquent, Vn > 1,u,, € [a, +oo[. De plus,

900 +oo Vx € [Va, +oo, g(x) < 0doncvn = 1, g(u,) = Upyq — Uy < 0.

\&\ Donc, la suite u est décroissante a partir du rang 1.
—00

3. Comme u est décroissante et minorée par v/a, u admet une limite finie supérieur a v/a. Comme f est continue sur [a, +oo], la limite de
u est un point fixe de f dans [v/a, +oo[. Or, d’aprés (x%), f admet en \/_ a comme unique point fixe dans [va, +oo[. Ainsi, u converge vers va.
1 2
4. Vne N,un+1—f=-(un+i) —va =2 (uy ——2\/‘) (un+\/— - Wau,) = = (un —Va) .
1

Donc, |un+1—\/a| |—| |un \/_| De plus, u, = +/a > 0donc \/—_ —= Iu I > 0. Ainsi, |un+1 \/—| 2\/_|un \/_|

2n-1

5. Vné€ N,notons H(n): [u, — V2| < (m) luo — \/E|
0 20 n
1= (25 o 1= () -

2"-1 n
Propag : Soit n € N; supposons H(n) vraie. On sait donc que |un — \/f| < (%E) |u0 — \/E| . Alors,

2 2"-1 2n 2x(2"-1 2x2" (2™1-2) on+1
=21 < ()" o=l = ()™ VA =GR el
2 (2"+1-2) on+1 (2n+1-1) on+1
ﬁﬂun—\/ﬂ Sz_lax(#) [uo — a| (2\/_) |uo —Va|™ .
(2n+ n+1
Alors, |un+1 —\/E| < \/_|un \/—| ( ) |u0 - \/E|2 .OK !!
ccL:vneN, fun—v2 < (%) luo—val*
6. k?<a<(k+1)*donck <+a < (k+ 1) et par conséquent, k = |Va|. Donc |uy —Va| < 1.
Alors, Vn € N, |un—\/§|s(ﬁ)2 ) .Deplus,a = 1doncva =1 et T—S% Jen déduis que: Vn €N, | —\/§|S(%)2 -



7. Un premier programme permettant de trouver la valeur de I'entier k :
def trouvek(a) :
k=1
while (k+ 1)*<=a:
k=k+1
return(k)
Un second programme permettant de trouver une valeur de va & 10™% pres:
def approx(a):
u = trouvek(a)
n=20
while 1/(2 ** ((2 **xn) — 1)) > (1/10000) :
1 a
u= E * (u arF E)
n=n+1
print (u)

EXERCICE 3

On définit la suite (x;,) par : pour tout entier naturel n, x,, est 'unique solution dans R** de I'équation : t + In(t) = nd'inconnue t € R**.
a. Justifier que ¥n, x,, est bien défini. Représenter (illustrer) la suite (x;,) .
b. Etudier la monotonie et la limite de la suite (x).

c. Montrerquex, =n— In(n) + lnr(l—n) + o0 (lnnﬂ)

d. Montrer que ¢: (t = t + In(t)) est bijective de R** sur R.
e. Montrer que ¢~ 1(t) =t —In(t) + @ + 0400 (]nit)).
f.  Retrouver alors le développement asymptotique la suite (x,,) obtenue a la question c.

a. Soit n un entier naturel.

Posons @, (t) = t + In(t) — n. @, est continue et dérivable sur R** et vVt > 0,¢'(t) = 1 + % > 0. Donc ¢, est strictement croissante sur R**.
De plus, }:in(l) @n(t) =— et ltirr& @n(t) =+ . Alors le corollaire du TVI assure que ¢, s’annule une et une seule fois sur R**. On note

Xpcette unique racine de ¢, . Alors, x, est I'unique réel vérifiant : x,, > 0 et@, (x,) = 0i.e.x, + In(x,) = n.

b.  Soitn un entier naturel.

On(xns1) = xpg +InGp)) —m=n+1-n=1> 0= @, (x,).

Comme ¢, est strictement croissante sur R**, x,,1 > x,. Ainsi, (x,,) est strictement croissante. Par conséquent, (x,,) admet une limite L et
L>0.

Imaginons un instant que L soit finie. Alors comme L > 0, [n est continue en L etnl_i)ril00 X, +1In(x,) = L +In(L) € R. Mais

lim x, +In(x,) = lim n = +oo. Une suite ne pouvant avoir deux limites, L ne peut pas étre finie. Ainsi, L = +oo.
n-+oo n-+oo

c. Développement asymptotique de x;,:
e  Cherchons un équivalent de x,,: hT Xp = 0 etIn(t) = 044(t) doncIn(x,) = 040 (xy) et X, + In(x) ~ 4 ooXp. DONC, N~ 4 Xy
n— [oe]

e  Cherchons un équivalent de y,, = x;, — n. Alors comme, N ~ Xy , Xp = N+ 046 (N) €t Y=044(N) et

n=xn+ln(xn)=yn+n+ln(yn+n)=yn+n+ln(n(l+%))=yn+n+ln(n)+ln(1+3;—").

Doncy, = —In(n) —In (1 + y—") = —1In(n) + 040(1) ~ic0 —In(n).
" i 21— li 1)=0
car nlierT_o car ni?eo 0400(1)=
donc lim In (1+y—")=0 alors que lim In (n)=+4co
n—-+oo n n—+o00

Ainsi, Y ~10o In(n).Et X, = n —In(n) + 0,00(1)
e Cherchons un équivalent de z, = x,, —n + In(n). Alors z, = 0, (1) et
n = x, +1In(x,) = z, + n—In(n) +In(z, + n —In(n)) = z,, + n — In(n) + In(n) + In (1 - # + "*L(l))

n
Dong, z, = —In (1 — —]nin) + —o+°°(1)).

n
In(n)

. In(n) (1) In(n) (1) In(n) (1) In(n) .
Or, lim Ry (L'T =0 etln (1 +¢t)~ygt.Donc, In (1 - %-}— ()*T) ~io0 — By Ovel) ~ioo — % Par suite, z;, ~4io -

n—-+oo n n n

Ainsi, x, =n —In(n) — lnr(l_n) + 040 (— lnr(l_n))

d.  @:(t ~ t+In(t)) est continue et strictement croissante sur R** comme somme de deux telles fonctions. Donc le TBCSM assure que f
est bijective de R** sur ] li(r)n f, lig}f [=R.
e. Déterminons son développement asymptotique de ¢~ :
e Cherchons un équivalent de ¢ ~1(¢) :
Comme tlir_{l @(t) = +oo, tlian @~ 1(t) = +.Deplus, V& > 0,t = p(p71(£)) = ¢~ 1(t) + In (¢~ 1(D)).
Comme tliLn P71(t) = +® et In(x) = 016,(x),In(p71(£)) = 0400 (9~ 1(1)). Par suite, t = @71(t) + 0400 (@~ 1(E)) ~ 401 (8).
e Cherchons un équivalent de y(t) = @~1(t) — t. Alors y(t) = 0,4 (t) et
t=¢ ' ® +In(p7t@®)) =y@®) + t +In(t + y(®)) = y(t) + t + In(t + y(1)).

Donc, 0 = y(t) + ln(t + 0+w(t)). Donc y(t)=— ln(t + 0+w(t)) = —In(t) — ln(l + 0+00(1)) —In(t) + 040(1)

ol
car lim In(1+045(1))=0



Donc, Y(@) ~ 4o —In(t). et () =t —1In(t) + 0400(1).
tETw _lelzt)=_oo

et tl_grnwln(1+0+w(1))=0
e Cherchons un équivalent de z(t) = @~ (t) — t + In(t). Alors, z(t) = 04.4(1) .Donc,

t=9'®) +1In(p 1) =2z(t) + t —In(t) + In(z(t) + t —In(t)) = z(t) + t — In(t) + In(t) + In ((1 - @ + ‘”%(1))

= — B0 ) el ~ _[_n® | 04@®] _  In(®) . _In(® In(t)
Donc, z(t) = ln(1 P ) NEL [ == ] +oo—, - Par suite, z(t) = = +0+w( ¢ )
In(1+x)~¢x
et
lim —M+M:0
t—+00 t t
f.vn, ¢(x,) = net x, € R**.Donc, x, = ¢ ~1(n). Alors comme n - +, x, = ¢ 1(n) =n —In(n) + lnT(ln) 040 (ln,(ln))



