Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques Chapitre 14

POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

Dans tout le chapitre, n,p,q,m,r et s désignent des entiers naturels et r et s non nuls .
K désigne R ou C. Les éléments de K sont encore et encore appelés des scalaires.
Introduction: ALIRE EN AUTONOMIE ...

e Soit f une fonction polynomiale réelle telle que : Vt € R, f(t) = ap + ast+... +a,t?
ou p entier naturel et ay,.., a, réels appelés coefficients de f (ay étant le coefficient de rang k). Alors,
ou bien tous les a; sont nuls et f est la fonction nulle et a pour degré —oo .
ou bien 'un des a; est non nul et le degré de f noté deg(f) est le plus grand entier k tel que a;, # 0.
Deux fonctions polynomiales sont égales lorsqu’elles ont les mémes coefficients.
Une racine réelle (resp. complexe) de f est un réel (resp complexe) a tel que f(a) = 0.Lorsque a est racine de f, on peut factoriser
f(x) par (x — a).

e Soit f et g deux fonctions polynomiales telles que :
vt € R, f(t) = ag + agt+... +a,tP = Xh_ aptFet g(t) = by + byt+... +byt? = Y1 _ b t* ou p et q entiers naturels et
ag,--, Ap,by,.., bgréels avec ayet by non nuls. Donc deg (f) = p et deg (g9) = q.
Quitte a ajouter des termes nuls dans U'expression de f ou celle de g, on peut écrire :
f(®) = ag + agt+...+apt™ = TP arth et g(t) = by + byt+... +by,t™ = T b th oum = max(p,q) .
Alors,
(f +9)@®) = f(t) + g(t) = ag + bo + (a1 + by)t+... +(am + bp)t™ = Xiko(ay + btk Sea
(f x g)(t) = f(t) x g(t) = aphg + (aphy + a1bo)t + (aghy + azb, + aghy)t?... +(apby)tP* = Z Crth

k=0

Cp = Z;LO a;by_j. De plus, deg(f + g) < m = max(p, g)car je ne sais pas si a,, + by, = 0 etdeg(fg) = p + q car a b, * 0.
On va ci-dessous définir un ensemble plus abstrait et plus large que 'ensemble des fonctions polynomiales vérifiant quasiment les
mémes propriétés qui va nous permettre de travailler avec des polynémes de matrices, d’endomorphismes...
Pour cela, on va définir un polyn6me par la suite de ses coefficients.

| Généralités

1. Définitions et opérations

1 Def : Un polyndme a coefficients dans K est une suite d’éléments de K nulle a partir d’un certain rang (dite presque
nulle), c’est donc un objet de la forme P = (ay, a;, s, ... ... ... ,0,,0,0, ... ... Joun € N,ay,ay, ....,a, sont des éléments de K
et sont appelés les coefficients de P.

2NB : D’apres ’égalité de deux suites, Ideux polynémes sont égaux sietssi ils ont les mémes coefficientsl.

On définit trois opérations sur les polyndmes a coefficients dans K : une addition entre polyndmes, une multiplication
d’un polynéme par un scalaire et une multiplication entre polynémes.

3 Def : Soit P et Q deux polynémes a coefficients dans K . Soit @ € K.

On pose P = (ao,al, Ayy eee e e ,0p, 0,0, ... ... ) = (@ )nen tel que Vn > p,a, =0

et Q = (bo, by, by, cve eee . ,bg, 0,0, ......) = (bp)nen tel que Vn > q, b, = 0.

P+ Q = (ap + bp)ney = (ag + by, ay+by,ay + by, ... ... ... , A+ by, 0,0, .. ... ) oum = max(p, q).
AP = (Lay, Aay, Aay, ... o .. ,2a5,0,0, ... ... ) = (Aap) nen

P X Q = (cp)nen tel que Vn € N, ¢, = Yi_o Qibn_ = Xi-0 An_by -
Prop: P + Q, AP et P X Q ainsi définis sont des polyndmes a coefficients dans K.

4 Def : Soit P un polyndme a coefficients dans K. Par convention, P° = (1,0,0,....) et¥vm € N*, P™ = pmlxp.

4bisNB : cela revientadirequeVm € N*,P™ =P X P X ... X P.
m fois




2. Nouvelle écriture d’un polynéme-Indéterminée.

5 Déf.: On note X la suite presque nulle X = (0,1,0,0,...). X est appelée l'indéterminée.
X n’est pas un scalaire, c’est un polyndme i.e. une suite presque nulle. On ne doit pas écrire « X = 2 « (HORREUR).

6 Théo.: Vk € N, X¥est la suite presque nulle : X* = (g ,0,.....,0, 1,0,0, ) = (uy) tqu, = {‘1) ziz = i

Uo Uk

7 Nouvelle définition d’un polynome :

Tout polyndme a coefficients dans K s’écrit de maniére unique (**) sous la forme :
P=agX’+a: X +aX? + -+ a1 X" 1+ a, X" = X ai . X* (forme développée de P).
oun € N,ay,ay,....,a, sontdes éléments de K, appelés coefficients de P et X est Uindéterminée.

P est aussi noté P(X). On note K[X] ’ensemble des polyndmes (a une indéterminée X et) a coefficients dans K.

7 bisNB:
1. (**)d’apres U'égalité de deux polyndmes, LES COEFFICIENTS a; SONT UNIQUES . Autrement dit,

n m
Z apX* = Z b X* o vk € [0,max(n,m)],a, = b, (avec la convention: Yk >n+1,a, = 0etVk > m+ 1,b, = 0).
k=0 k=0
2. 0=0X°4+0X+0X%2+--4+0X"1+ 0X" estlepolynédme nul. Le polyndme nul est le seul polynéme dont tous les
coefficients sont nuls.
3. Tout polynédme non nul peut s’écrire sous la forme P = ZZ=O aX* tgp ENet ap, #0.0nap = max{k/a; # 0}.
8 Des Polynémes particuliers :
e Toutpolyndme SX° (o0 B € K) est noté f et appelé polyndme constant. De méme, a,X° = a.

noté

e Pourtoutd € K*ettoutk € N,AX*¥ =0+ 0X + 0X% + -+ 0X*~1 + AX* + 0X**! est un monédme (polyndme avec un
seul coefficient non nul).

9 Déf: Atoutpolyndme P = agX° + a. X + a,X? + -+ a,_ (X" ' + a, X" = Y?_, a,X* , on associe la fonction
0 il 2 n—-1 n k=0 “k

polynomiale P définie par: Vt € K,P(t) = ay + a;t + azt? + -+ ap_1t" 1 + ant™ = Yo, apt” .

P estune fonction de K dans K .

10 Attention : P et P sont deux objets de natures mathématiques distinctes : P # P mais en pratique P est souvent
notée P. Et tous les résultats sur les polyndmes sont valables sur les fonctions polynomiales .... Mais je ne
préciserai pas systématiquement !!

11 Notation : On note souvent E ’ensemble des fonctions polynomiales de R dans R.

3. Opérations dans K[X].

12 Nouvelles écritures de P + Q, PQ et AP - Combinaison linéaire.
SoitP = Yh_, a,X* etQ = Y1_, b X* deux éléments de K[X] et A un élémentde K . Alors,
P +Q = ZZ5 PV (ay + b X"
o AP =3P  AaiX* _
+
e PXQ=PQ= Zizg Cka tel que ¢, = Zf:o abg_; = Zf:o ag_1b, = Zosi,jsk aibj
i+j=k
somme double

e Pourtousscalairesaet B,aP + fQ = Z‘;jg (p‘q)(aak + Bb)X* est appelé une combinaison linéaire de P et Q et est

un élément de K[X] .

13 Régles de calcul Soit P, Q et R trois éléments de K[X], u et y deux scalaires. Alors,

1. V(k 1) € N3 XkX! = Xkt et (XKL = XH| 8. 1P=P
noté 9. (u)P = u(yP) =y(uP) = yuP
2. P+Q+R=P+(Q+R) EP+Q+R 10. (PQ)R = P(QR) = PQR
3. P+Q=0Q+P 11. PQ = QP
4 P+0=P=0+P 12. (P+ Q)R = PR+ QR et R(P + Q) = RP + RQ
5 P+(-DP=0 13. y(PQ) = P(yQ) = (yP)Q = yPQ
6. y(P+Q)=yP+yQ 14. PQ =0 & P = 0 ou Q = 0 (le produit est intégre)
7. (y+wP =yP+puP




13 bis Exemple : 1) Développons dans R [X]: P(X) = (2X° —3X + 1)(4X2 — X +3) = 8X7 — 2X° + 6X> —8X3 + 7X2 — 10X + 3

13 ter Exercice : Vt € |—1, +oo[, ®(t) = % Justifier que @ admet un développement limité a tout ordre s au voisinage de 0 .On note @(t) =

Y3_o¢it! + 0,(t). Montrer que : Vj € N*,¢; = (-1)/*1 3, i

14 NB: ce sont quasiment les mémes regles de calcul que dans K sauf que Uinverse d’un polyn6me n’existe pas dans
R P - A N -
K[X] donc on n’ écrit pas o Par contre, on pourra utiliser le théoreme de division euclidienne.

Les fonctions polynomiales vérifient les mémes regles de calcul.

15 Généralisation : Soit Py, P,, ..., B,, des éléments de K[X] et f3;,.., B, des éléments de K .
[Tr%, Py estun élément K[X] , c’est le produit des polynémes Py, P,, ..., By,.
Y1 BiPy estun élément K[X] , c’est une combinaison linéaire des polynémes Py, Py, ..., By,.

16 Prop : Formule du binome de Newton et formule de factorisation
pour tous polynémes P et Q et tout entier naturel m ,

(P+Q)™=2X7% (r]n) PiQm=J etsimnonnul, P™ — Q™ = (P — Q)(X75t PPQm ).

16bis Exemple : X" — 1 = X" — 1" = (X — 1) ¥Rzi X*

17 Déf: Soit P = ¥ _, @, X* et Q deuxéléments de K[X].Alors,PoQ = P(Q) = Xh_,a,Q* estunélémentde K[X]
appelé composée de Q par P. En particulier, XP o X¥ = (Xk)P = x»,

18 Attention : ne pas confondre P(Q) et PQ .
19Exemple: P = X° +4X3 —-5=T(X3)=ToQavecT =X3+4X —5etQ = X5.

20 Exercice : Polynomes pairs ou impairs. Montrons que :

e  SiP(X)=P(—X) (onditque P est pair)alors P = 3 _ ay X* =T(X?) =T o X2tqT = Yh_o Ay X".
e SiP(X)=—P(=X) (Pestimpair alors P = Y1 _ dpp 41 X P =X XT(X?) =X X (ToX?)tqT = Yoo Qo1 X" .

4. Degré

21 Déf: Soit P = Yh_, @, X* € K[X].
*SiP =0 (i.e. tous les a; sont nuls) alors par convention, le degré de P est —co . On note deg(0) = —co .
eSi P # Q (i.e. au moins 'un des a; est non nul) alors par définition, le degré de P est le plus grand entier k tel que a; # 0

. Autrement dit, deg (P) est Uentier qui vérifie : ageg (p) # 0 €t Vk > deg(P), a; = 0.

Alors, P = Z:e:go(P) aX® =¥n_o a; X* avec n > deg(P) .

Qgeg () €St appelé le coefficient dominant de P.
(geq (X 98 P) est appelé le terme dominant de P. deg(P) = max {k € N/a;, # 0}
eLe polynbme nul n’a pas de coefficient dominant, ni de terme dominant.

eUn polyndme unitaire est un polyndme non nul dont le coefficient dominant vaut 1.

SiP # 0 alors

22 Rques :1)Dans la suite du cours, on notera codom(P) le coefficient dominant de P. Cette notation n’est pas officielle
mais pratique ! Si vous souhaitez l'utiliser en devoir, vous devez donc la définir.
2) Quitte & ajouter des termes nuls, tout polyndme P s’écrit sous la forme P = Y}_, a; X* oun € N et n > deg(P).

23 Exercice : Soit P, = % [(X — i)™ — (X +)"] oun € N*. Déterminons son degré et son coefficient dominant et vérifions que B, est a coefficients réels.

24 Théo : Soit P et Q deux éléments de K[X] et § un scalaire.
1. deg(BP) = {de_ggzisﬁl) [iq; 0 etsi P et B sont non nuls alors codom(BP) = Bcodom(P).
2. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) etsi P et Q sont non nuls alors codom(PQ) = codom(P)codom(Q).
3. deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)). De plus,
Sideg(P) < deg(Q) alors deg(P + Q) = deg(Q) et codom(P + Q) = codom(Q).
Sideg(P) = deg(Q) et codom(P) + codom(Q) # 0 alors deg(P + Q) = deg(Q) = deg (P)
et codom(P + Q) = codom(P) + codom(Q).
Sideg(P) = deg(Q) et codom(P) + codom(Q) = 0 alors deg(P + Q) < deg(P) = deg(Q).

24 bis Conséquence essentielle: PQ = 0 & P = 0 ou Q = 0 (le produit est intégre).
Autrement dit, le produit de deux polynémes non nuls n’est jamais nul.




25 Généralisation : Soit P;, P,, ..., B,, des éléments de K[X] et 4, .., B, des éléments de K.
o deg([lfx, Pr) = X%, deg (Py) etsi Py, P, ..., B, sonttous non nuls, alors codom([ [, P,) = [1f, codom(P) .

e Enparticulier, VP € K[X],¥m € N,deg(P™) = mdeg(P)et si P # 0 alors codom(P™) = (codom(P))m.
o deg O, BiPr) < max (deg(P,), ...,deg(B,)) et sipourtout k € {1, ..., m — 1}, degB,, > degP, et B, # 0 alors

deg(Xkz1 BiPi) = deghy et codom(XiL, BiPi) = Pmcodom(Py).

25bis Exemples importants:
1) Les polyndmes constants sont les polyndmes de degré 0 ou —oo. Un polyndme constant non nul est de degré 0.
2) SipeKetn € Nalorsdeg((X —pw)™) =netsi Be K* alorsdeg(B(X — )™ X — )™ ... (X — u,)™) = Yhoq N
De plus, codom((X — w)™) = 1 etsi B € K*alors codom(B(X — )™ (X — )™ ... (X — u,)") = B.
R\{1} - R
27 Exercice : Soit f: ( 1 ;) de classe C* sur R\{1}.

X P —e1x
1-x

1
a) Montrer que pour tout entier n>1,,il existe une fonction polynomiale P, telle que Vx € R\{1},f™(x) = B, (é) ez,

b) Déterminer le terme dominantde P, .

26 Théo Soit P et Q deux polyndmes. Alors,
—o0  siP =0ou (Q = Aconstant et P(1) = 0)
deg(P°Q) = 0 si Q= Aconstant et P(1) # 0
deg(P) x deg(Q) si P non nul et Q non constant
Et si P est non nul et Q non constant alors codom(P o Q) = codom(P)(codom(Q))des "

27 Exercice : Soit P € K[X] et Q(X) = P(X + 1) — P(X). Déterminons deg(Q) en fonction de deg (P)et le cas échéant codom(Q).

28 Déf Un polynéme P de K[X] est dit scindé (sur K) lorsqu’il peut s’écrire comme un produit de polynémes de K[X]de
degré 1.

29 Trois écritures sous forme scindée d’un méme polynéme : P = (a, X + by)(a,X + by) .... (asX + by)

en mettant p= ﬁ(X —a)X —ay) .. (X —ay) en regroupant P = ﬁ(X —u)MX =) (X — ).
ai(#0) en facteur lesfacteurs
dans chaque contenant
parenthése le méme a

5. Uensemble K, [X].

30 Def Soit n un entier naturel. On note K,,[X] ’ensemble des polyn6mes (& une indéterminée) a coefficient dans K et de
degré inférieur ou égalan .

31 Exemples : K,[X] est ’ensemble des polynémes constants et K;[X] = {aX + b /(a, b) € K*} est ’ensemble des
polynébmes de degré inférieur ou égala 1.

32NB: Vn, Ky[X] c K, [X] c K,..[X] c K[X].

33 Théoreme Tout polynéme de K;,[X] s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire de 1, X, IR

On dira que la famille (1, X, X?, ..., X™) est une base de K,,[X].

34 Notation : On note souvent E,, 'ensemble des fonctions polynomiales de R dans R de degré inférieur ou égalan.On a

les mémes définitions et les mémes résultats sur les fonctions polynomiales associées.

Il Polynémes dérivés

1. Définition, écriture et degré

Y kap Xt =P N+ Dag, Xt sidegP > 1.
0 si depP < 0.(i.e.P est constant)

On définit alors les polyndmes dérivés successifs : par convention, P(®) = P est le polyndme dérivé 0°€ de P

Et Vj € N*,PU) = (PU~D)' est le polynéme dérivé j°m de P.

35 Déf: Soit P = Y _, axX* . Le polyndme dérivé de P est: P = P’ = {

36 Conséquence: on retrouve les formules de dérivation des fonctions polynomiales. Autrement dit, pour tout entier

naturelj, P) = PO). On a aussi les mémes régles de calcul :




37 Régles de calcul Soit j un entier naturel, @, §, ¥ des scalaires et P et Q des polynémes .

m(BP +yQ)D = BPD + Y0  w(PQ)D =¥/, (Jl) POQU-D (Leibniz)  m([I%4P) = S, P <H}”=1Pj>

j#i
m'=Q x(P' Q) B(Po(X+a)® =PI +a)

0 O0sij>k

. q g kN — .
38 Prop : Pour tous entiers naturels k et j ,(X") {(;:!j)‘Xk_] SpE
. 0 Osij>p
39 Prop : Pour tout entier naturelj, si P = Y?__a, X* ,alors PU) = k! i .
P / Zicmo e { k=i Y Gy X< Ui <P

—o0 sij > deg (P)
deg(P) —j sij <deg(P)
codom(P) et P14¢8 (")) = cst = deg(P) ! codom(P).

40 Prop : Pour tout entier naturel j et tout polynéme P, deg(P(j)) = {

deg(P)!

et siPestnonnulalorsetj < deg(P) alors codom(PYW) = (deg(P)—))!

(Si P est nul alors tous ses polyndmes dérivés son nuls)

ﬁ(j)(o)

ﬁ(k)(()) Xk
k!

41Théo : Soit P = ¥, _, @, X* un polynéme. Alors, Vj €N, a; = et P=Y"_,

42 Exercice: Soit P € R[X] non nulde degré n et Q = (X + 1)P"" — 6P . Déterminons le degré de Q et le cas échéant son coefficient dominant. Pour
quels polyndbmes P, a-t-onQ =0 ?

2. Formule de Taylor pour les polynémes

43 Théo de formule de Taylor pour les polynémes : Soit P un élément de K, [X] et a un élémentde K .

P ()
Alors, P = Y}, m

polynémes 1,X —a,(X —a)?,...,(X — a)™.

(X — a)ket cette écriture est Uunique maniére d’écrire P comme combinaison linéaire des

On dira que la famille (1,X — a, (X — a)?, ..., (X — @)™) est une base de K, [X].
Exemple : Appliquons la formule de Taylor au polynéme P(X) = X*+2X —5ena = 1.
P ~ ~ BT
P € Ry[X] . Donc P(X) = ¥2_,% kf” X -DF=P@W)+POX -1 +Z2 X -1)?
Or,P(X) =X242X—5, P'(X) =2X +2 et P"(X) = 2.Donc, P(1) = =2, P'(1) = 4 et P"(1) = 2. Ainsi, P(X) = =2+ 4(X — 1) + (X — 1)®c’est
unique écriture de P comme combinaison linéaire de 1,(X — 1) et (X — 1)2.

44 Corollaire

e Sideux polyndbmes ont toutes leurs dérivées successives qui prennent les mémes valeurs en un scalaire a alors ces
polynémes sont égaux.

e Lepolynéme nul est le seul polyndme dont toutes les dérivées successives s’annulent en a. Sideg (P) < n etil existe
unréelatq: P(a) = PO(a) =..= PM(a) = 0 alors P est le polyndme nul.

45 Exercice : Soit n € N. Déterminons tous les polynémes P de K, [X] vérifiant : P'(2) = 2P (2).

Il Divisibilité

1. Définition

46 Déf Soit A et B deux polyndmes de K[X].
On dit que B divise A (dans K[X]) lorsqu’ il existe un polynéme Q (de K[X]) telque: A = BQ .

47 Remarques: ¢ Tout polynéme divise 0, 0 ne divise que 0.

e Lespolyndmes constants non nuls divisent tout polyndme. Tout polyndme P est divisible par tout polyndme SP tels
que € K*. Ces polynémes BP tels que  # 0 sont appelés les polyndmes associés de P.

e SiBdivise Anonnulalorsdeg(B) < deg(A).

48 Exemples
1) Laformule de factorisation assure que Ym € N*,V(4,B) € K[X]? A — B divise A™ — B™,




2) X?+X+1etX —1divise X3 — 1dans R[X] (d’aprés la formule de factorisation16)etX —j, X — j*, X — 1
divisent X3 — 1 dans C[X]. X — i et X + i divisent X2 + 1 dans C[X] .

49 Déf: Un polyndme P de K[X], non constant, est jircréductible lorsque ses seuls diviseurs dans K[X] sont les polynédmes
constants non nuls et ses polyndmes associés i.e. les polyndmes de la forme A ou AP tq A € K™.

50 Théo : Tout polyndme de K[X] de degré 1 est irréductible dans K[X].

51 Déf-prop_: Un polyndme P est unitaire lorsque P non nul et codom(P) = 1. Tout polynéme non nul a un polynéme
associé unitaire.

2. Théoréme de la division euclidienne

52 Théoréme de la division euclidienne : Soit A et B deux éléments K[X] telsque B # 0.
Alors il existe un unique polynédme Q et un unique polynéme R tels que: A = BQ + R et degR < degB .

53 En pratique. On peut poser la division euclidienne comme ci-dessous (valable quand le degré de A est
chiffré)

RQUE : Les « bidouilles » effectuées pour
2X5 —3X*+ X2 —4X+1 3X% - 2X — 2 o P(E) . )
(s _Aya_4ys intégrer —=ou P et Q polynomiale et
(x°-3%-3%) |22 5,2, L o)
3 9 27° 781 P
_%X4+%X3+X2_4x+ 1 deg Q < 2 correspondent en fait a une
division euclidienne. Exemple :
—(—EX4+EX3+EX2) 1 1 11
3 9 9 -1 FOHDHCUD-T 1 1 11 1
%X3—%X2—4X+1 3t+2 3t+2 =305 Sa
2,5 4., 4
-(5X - - 37X ) t2+t2—1 3t +2
1., 104 2,2, |1 1
7 X=X+ 1 o+t Sty
1 2 2
(X g% -1 ie
(27 o 81 - 81) Ouencore 3t 1
T AT Lan2
3 9
4
Alors,ona: 9
2 _q1_1 1 _
2X5—3x* 4+ X2 —ax +1= X2 - 2x - 2) 2x3 - Sx2 4+ Zx 4+ D)o(- Ly + B) De,t* +t—1=2t(t+2)+;(3t+2)
3 9 27 81 81 81 11
9
#2101 4_1 1 1 11 4

B divise A si et ssi le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

IV Racines d’un polynome

1. Définition, caractérisation

55Déf:Soit P € K[X] eta € K .a estune racine de P (dans K) lorsque P(a) = 0.

56 Rques:
e le polyndme nuladmet tous les scalaires comme racines.

e X%+ 1n’apasderacinesdans R mais a deux racines dans C qui sonti et —i.

e SiBestscindésurKie.B=B8X—a)X—a,)..(X—ag)avec B, ay,.., as éléments de K , alors les racines de
B dans K sont les scalaires a4, .., a; .En effet,
t—a; =0

B =Bt —a)(t—a) . (t—a) =04 720 o e ay.
out—a;=0
57 En pratique : Trouver les racines complexes de P, c’est résoudre 'équation P(z) = 0 avec z inconnue complexe. Les

racines réelles de P sont les réels solutions de cette méme équation.




ATTENTION : LORSQUE VOUS CHERCHEZ LES RACINES DE P, polyn6me non nul, IL EST INTERDIT D’ECRIRE RCX5——=0
car X n’est pas un scalaire et P(X) n’est pas le polyndme nul ....Vous devez résoudre P(z) = 0

58 Théoréme fondamental: Soit P € K[X] eta € K. a estracinede P sietssi X — a divise P.

59 Généralisation : a4, ..., a; sont des racines distinctes de P si et ssi il existe un polyn6me Q tel que :

PX)=X—-a)X —az) .. (X — a,)Q(X)
(Q est le quotient de la division euclidienne de P par (X — ;) (X — ) ... (X — ay)).

60 Exercice CLASSIQUE : Cherchons le reste R de la division euclidienne de X" parB = (X + 1)(X — 2) .

2. Racines multiples

61Déf: SoitP € K[X],a e Ketm e N.

a est une racine de P d’ordre de multiplicité (exactement) m lorsqu'il existe Q € K[X]tq P(X) = (X — a)™Q(X) et Q(a) #
0.

a est une racine de P d’ordre de multiplicité au moins m lorsqu'il existe Q € K[X] tq P(X) = (X — a)™Q(X).

(Q estle quotient de la division euclidienne de P par(X — a)™).

62 Vocabulaire : @ n'est pas racine de P lorsque a est racine de P de multiplicité 0.

a est une racine simple (resp. double ou triple) de P lorsque a est une racine de P d’ordre de multiplicité 1(resp. 2 ou 3).
Lorsque 'on compte les racines d’un polyndme, on peut compter ses racines distinctes ou bien compter ses racines avec
leur multiplicité i.e. qu’une racine de P d’ordre de multiplicité m compte pour m racines.

63 Remarque : le polyndme nul admet tous les scalaires comme racines mais sans ordre de multiplicité exacte.

64 Généralisation Soit P € K[X], ay, ..., a; des scalaires distincts et m,, .., mdes entiers naturels .

1) a,,...,as sontracines de P d’ordre de multiplicités respectives exactement m,,.., msiet ssi il existe un polynéme Q
de K[X]telque:P = (X —a)™ (X — )™ ...(X — a,)™Q(X) et Vk € {1,..,5},0(ay) # 0.

2) a,..,assontracines de P d’ordre de multiplicités respectives au moins mq,..,m, si et ssi il existe un polynéme Q
de K[X]telque: P = (X —a )™ X — ;)™ ... (X — a,)™sQ(X) .

65 Théoreme de caractérisation de la multiplicité d’une racine: SoitP € K[X],a e Ketm EN.

1. aestuneracine de P d’ordre de multiplicité (exactement) m si et ssi pour tout k € {0,..,m — 1}, P®(a) =
0et PM(a) 0

2. aestuneracine de P d’ordre de multiplicité au moins m sietssi pourtout k € {0,..,m — 1}, P®(a) =0 .

66 Exercice CLASSIQUE: Déterminons le reste R de la division euclidienne de P = X™ par A = (X + 1)*(X — 2).
67 Exercice CLASSIQUE: Déterminons tous les polyndmes P € R[X] tels que P(1) = P’(0).

3. Relation entre le degré et le nombre de racines.

68 Théoreme

+ Si P est un polynéme non nul alors le nombre de racines de P (distinctes ou comptées avec leur multiplicité) est
inferieur ou égal a deg(P) .

+ Seul le polyndme nul a un nombre de racines (distinctes ou comptées avec leur multiplicité) strictement supérieur a son
degré.

+ Seul le polyndme nul a une infinité de racines.

69 BILAN : Le polyndme nul est le seul polynéme dont tous les coefficients sont nuls
Le polyn6me nul est le seul polynéme qui a plus de racines que son degré.
Le polyndme nul est le seul polynéme dont toutes ses dérivées qui s’annulent en un scalaire.

70 METHODE : pour prouver que P = @ , il suffit de montrer que T = P — Q est le polyndme nuli.e.
que T a davantage de racines que son degré




4. Obtention de la forme scindée

71 Prop : Obtention de la forme scindée

Soit a4, ..., a5 des scalaires tous distincts, m,, .., m; des entiers naturels et P un polyndme non nul. Alors,
ay, ..., &g sont des racines distinctes de P d’ordre de multiplicités respectives au moins my,.., ms

et deg(P) = ka et B = codom(P)
k=1
. .

P=BX—a;)™X — a,)™ ...(X — a;)™s(forme scindée de P)
Dans ce cas, P n’a pas d’autres racines et my, .., my sont les multiplicités exactes de a;, ..., a; dans P.

72Méthode : pour déterminer la forme scindée de P, on cherche les ou des racines complexes de P, ainsi que leur

multiplicité respective. On compte ces racines, on compare avec deg(P) pour les avoir toutes !!

73 Exercice de factorisation sous forme scindée sur C : Soit P = 3X° - 10X* + 15X% - 15X?+ 10X — 3. Trouver la forme scindée de P surC.
73bis Exercice classique sur les polynémes de Tchebychev . Soit n € N*. Montrons qu’il existe un unique polynéme P, telque : VO € R, P,(cosf) =
cos(nB) .Puis montrer que P, € R,[X] et trouver la forme scindée de B,.

B divise A si et ssi les racines complexes de B sont racines de A avec une multiplicité dans A supérieure ou égale a celle
dansB.

74 bis Exercice CLASSIQUE : Soitn > 1. Montrons que B = (X — 1)?divise P, = (n — 1) — nX + X™ et déterminons le quotient.

5. Relations coefficients / racines

75 Théoreme de calcul de la somme et du produit des racines en fonction des coefficients .
Si P estun polynéme non nul de degré p et scindé telque : P = Zi:o X=X —a)X —ay) .. (X — ap)

a1,a2,.,.ap pas forcément distincts

alors codom(P) =a, = et [l ax= (—1)”2—2 et Y_ ap = —a’;—: :

76 Exemple : les racines niémes de 'unité sont les racines complexes de X™ — 1. On retrouve alors le résultat déja démontrée suivant :

. . o . . Gp-1 0
la somme des racines niemes de l'unité est égale a — Z ==1= 0.
D

V Factorisation en produit de facteurs irréductibles
1. Théoreme de d’Alembert-Gauf3

77 Théo de d’Alembert Gauss : Tout polyndme de C[X] non constant a au moins une racine complexe.

Démo hors programme

78 Exercice trés classique : Trouver tous les P polynémes de K[X] tels que P(X + 1) = P(X).

Factorisation dans (_[X] en produit de facteurs irréductibles.

79 Théo : Seuls les polyndmes de degré 1 sont irréductibles dans C[X] .

80 Théo : Tout polyndme de C[X] non constant est scindé sur C et sa forme scindée est unique.

Autrement dit, pour tout P de C[X] non constant, il existe un unique entier naturel non nul s , une unique famille de
s hombres complexes distincts g, ..., @; et une unique famille de s entiers naturels non nuls m;, ..., m, tels que :
P = codom(P) [T=1(X — a; )™ .

81 Conséquence 1 Tout polyndme de C[X] non nula un nombre de racines comptées avec leur multiplicité égal & son
degré.

82 Conséquence 2 Soit P et Q deux polyndmes non nuls.
P = Q sietssi P et Q ontexactement les mémes racines complexes avec la méme multiplicité et les mémes
coefficients dominants.




B divise A si et ssi les racines complexes de B sont racines de A avec une multiplicité dans A supérieure ou égale a celle
dans B.

83 bis Exercice CLASSIQUE : Soitn > 1. Montrons que B = (X — 1)2divise P, = (n — 1) — nX + X™ et déterminons le quotient.

3. Factorisation dans R[X] en produit de facteurs irréductibles de R[X].

84 Théo: SoitP € R[X],w € Cetm € N.
w estracine de P d’ordre de multiplicité (ou au moins) m si et ssi @ est racine de P d’ordre de multiplicité (ou au moins) m.

85 Exercice CLASSIQUE : Déterminons tous les entiers naturels n nonnulstq: B = Rappel : j = o2 etj? = e = J
X2+ X+ 1?diviseP = (1+X)" — X" — 1. 1,j et jsont les racines 3émes de l'unité.
jetj*sontlesracinesde 1+ X + X?

9 2 3k s3k+1 _ ; :3k+2 _ ;2
86 Conséquences: 1. Tout polyndme non nul a coefficients réels posséde un Lo S WEEEE R = LR SR =

nombre pair de racines complexes non réelles.
2. Tout polynéme réel de degré impair a au moins une racine réelle.

87 Théoreme de factorisation en produit de facteurs irréductibles de R[X]

1. Les polyndmes irréductibles dans R[X] sont les polyn6mes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 a discriminant
strictement négatif.

2. Tout polyndome de R[X] non constant se factorise de maniére unique en produit de facteurs irréductibles de R[X].
Plus précisément, pour tout P de R[X] non constant, il existe deux uniques entiers naturels non tous nuls r et s, une

unique famille de s nombres réels distincts a4, ..., @ , une unique famille de r couples de réels (by, ¢;), ..., (b, c,) etune
unique famille de s + r entiers naturels non nuls my, ..., m; ,p4, ..., o telsque:

P = codom(P) [ (X — )™k ¥ (X2 + bpX + )Pk | et pourtoutk € {1,...,7}, b* — 4c, <0

facteurs avec les racines réelles facteurs avec les racines
complexes conjuguées

88NB: deg(P) =Y5_ my +2 Y% k-

89En pratique : comment factoriser un polynéme en produit de facteurs irréductibles
89 bisDans C[X]: Soit P € C[X] non constant. Alors la forme scindée de P est 'écriture de P comme produit de

facteurs irréductibles de R[X]. Pour trouver la forme scindée de P, il suffit :

1) de trouver soit toutes les racines complexes de P en résolvant 'équation P(z) = 0 d’inconnue z complexe
soit d’en trouver quelques-unes évidentes (mais alors je n’ai peut-étre pas toutes les racines de P).
2) d’étudier leur multiplicité dans P :
Ou bien deg(P) =nbre de racines distinctes trouvées. Alors toutes les racines sont simples et
P = codom(P) ngzgl(P)(X — ).
Ou bien deg(P) >nbre de racines distinctes trouvées. Je cherche alors a savoir quelles sont les racines multiples en
calculant P'(ay) , P"' (), ..... On compte, a nouveau, les racines mais cette fois avec leur multiplicité et on compare
avec deg(P). Sideg(P) est égal a ce nombre alors je peux factoriser P sous forme scindée.
Dans le cas ou je n’ai trouvé que quelques racines évidentes de P, il faut chercher leur multiplicité exacte dans P,
factoriser par le facteur correspondant et chercher les racines de Uautre facteur......
3) Ecrire laforme scindée sans oublier le coefficient dominant de P.

n n
89 ter Exerice: Soitn € N*. Factorisons sous forme scindée dans C[X] le polynéme P, = (1 aF %) = (1 = %) .

90 Dans R[X] . Soit P € R[X]non constant. Donc P € C[X] et P est scindé sur C. Pour écrire P comme produit de
facteurs irréductibles de R[X] , il suffit :

1) D’écrire P sous forme scindée dans C[X] avec la méthode précédente.

2) D’isoler les facteurs avec racines réelles (polyndmes de degré 1 irréductibles dans R[X]).

3) Deregrouper 2 a2 les facteurs avec racines complexes conjuguées, afin de faire apparaitre les polyn6mes de degré 2

P
a coefficients réels et irréductibles :(X —a)?(X —a)P = (X —a)(X —a))? = <X2 —(a+@)X + @) .
2Re(a) |a|?

polynome iréductible

Parfois on parvient a factoriser P sans chercher les racines ...comme le prouve ce premier exercice



91 Exerice: Factorisons 1 + X2 + X* dans R[X].
n n
92 Exercice Revenonsa P, = (1 F %) = (1 = ;—() . Factorisons P, en produit de facteurs irréductibles de R[X]

93 Exemple important: Factorisons X™ — 1 en produit de facteurs irréductibles de R[X] . X™ — 1 admet les n racines niemes ge 'unité comme racine.
Commedeg (X" —1) =n, ces racines sont toutes simples et

X" —1=1x[[rzix - e n )factorlsat|on sous forme scindée dans C[X].

Sin pair alors X™ — 1 a deux racines réelles qui sont: 1 (pourk = 0) et —1 (k = g) et

2k1r zkn
-1 -1
X"—1=X-DE+ DR (X —e n)—(X—l)(X+1)]'Ik1 X— en |, x- e
k:; de partie 2 de partie
imaginaire imaginairen
positive égative

2km

n_ 2k
X —1= - DE+ DI, (X—en ) (X =),
n %—1 2 2km R
X" —1=(X-1) &+ DI, (x -2 cos( )X + 1) Factorisation dans R[X]....
Q(X)

Sin impair alors X™ — 1 a une seule racine réelles et
n n-1 felis nT_l 2k n-1 2k
—1=(- 1)]'[k:1(X—e n ):(X— 1)]'[k=1(X—e n )nkznTﬂ(X—e n )

X" —1=(X-1) 1‘[?:1()(2 — 2c0s (2)x + 1),
Q(X)

Enfin, X" — 1 = x-1 <1+x+x2+-~-+xn-1> = X —1OX).
formule T(X)
de factorisation

Donc, (X — 1)[T(X) — Q(X)] = 0.Comme R[X] estintégre et X — 1 n' est pas le polynéme nul, T(X) — Q(X) = 0.
okm X+1 ]'[i: (Xz — 2cos (Zk”)X + 1) sin pair
Jeconclusque: (1+ X + X2+ -+ X" =[[kiX —e™m) = n-1 :
]'[k . (XZ —2cos (Zk")X + 1) si n impair

d'apeérsce qui précede

94 Cas des polynémes réels réciproques : Un polynéme P = Y7_, a, X* réel et de degré n est dit réciproque lorsque :

- . ~ (1 P
Vk, a,_; = a; (ce quirevient a dire que pour tout cpxe z non nul, P (;) = Z(—nz)) Exemple: P =5+ 2X — 7X% — 7X% + 2X* + 5X°

On remarque alors que :
e sinestimpairalors —1 estracinede P,onaalors P = (X + 1)Q avec degQ pair et Q réciproque.

. . 1 .
e Sizestracinede P alors s Uest aussi.
Pour déterminer les racines complexes non nulles et non évidentes d’un polyndme réciproque P de degré pair,

1 . =N , , _ . . . n
onposew =z +—eton obtient: P(z) = 0 (x) sietssi T(w) =0 (**)ouT polynomiale de degré 5
en mettant
z"/2 en facteur

; . ; 1 .
On résout (**) (on trouve les valeurs de w) puis onrésoutw = z + - pour chaque valeur trouvée de w.
95 Exemple : Factorisons P(X) = 1+ 2X — X% + 2X3 + X* en produit de facteurs irréductibles de R[X].
Cherchons tout d’abord les racines complexes de P, P(0) # 0. Soitz € C\{0} et posonsw = z + f

1 1

P(2)=1+4+2z-2*+22%+2z*=002° |22+ 5+2(z+-|-1|=0
so\—Z -2
w2-2 w

1 1
P(z)=0®(wz—2)+2w—1=0=>W2+2w—3=04:w=10uw=—3©z+;=1 ou Z+E=—3

P(z):0®22—2+1=00uzz+3z+1:Oc)z:—jouz:—jzouz:ﬂouz:ﬁ%@.

P a 4 racines distinctes et degP=4
donc ces racines sont toutes simples

Ainsi, P = (X + ))(X +?) (X+3+‘/—)(X+¥) =(X2—X+1) (X+3”—)(x+3 “—)
la factorisation de P dans C[X] la factorisation de P dans R[X]
en porduit de fecteurs irréductibles en produit de facteurs irréductibles .
— — 3
Contrdle gualité : somme des racines de P=—j — j2 + —= 3= ‘/— s 1-3=-2=- M.
2 2 5.;{ coef f dominant

Produit des racines de P=(—j)( }2)( )( 3+¢—) 1=(-1 1)4 Loeff constant
oK

2 coef f dominant



VI Décomposition en éléments simples des fonctions rationnelles
réelles.

96 Déf. : Une fonction rationnelle réelle est un quotient de fonctions polynémiales réelles.
Soit F = %une fonction rationnelle. F est dite irréductible lorsque A et B n’ont aucun facteur irréductible commun.

Les racines de A sont alors racines de F
Les racines de B sont appelés les poles de F. Une racine simple (resp. double) donne un pole simple (resp. double)...

97 Déf. : Soit F = %une fonction rationnelle. La partie entiere E de F est la fonction quotient de la division euclidienne de

AparB.Onaalors:F =E + % avec degR < degB et R est fonction reste de la division euclidienne de 4 par B.

(o]
G

98 Décomposition en éléments simples de G : Soitg un représentantirréductible de G.
Alors Vx € R, B(x) = codom(B)[[T5=1(x — ap)™ ] [[Tezq (2 + byx + c;)Pk]

- m H i Y1 Y2 Ym .
e Chaque facteur (x — a)™ donne une partie polaire de la forme ot T a2 ot rgym Ui estlasomme de
m éléments simples de premiere espece ( éléments simples de la forme (ng)ltq le[1,m]ety, ER)
o . . 5 _ 1 _a b @ d e f
Exemple : il existe 6 réels a, b, ..., f tels que : Vx € R\{—1,3}, e e T mr T o T or T o T o
partie partie polaire
polaire dupdle 3
du pole —1
5 v . . 81%+By 82x+B, Spx+hp
e Chaque facteur (x“ + bx + ¢)? donne une partie polaire de la forme GZtbrtol T 2beto)? Z+bxscyp SOMMe
(4 . - N - . 5
de p éléments simples de deuxieme espece ( élément simple de la forme ZILBLZ).
(x=+bx+c)
oul e{1,..,p}et (a;, B) € R2
Exemple : il existe 9 réels a, b, u, v, s, t, q, 7 tels que :
_ 1 _ a b g ux+v sx+t qx+r
vx € R\{-11}, P+ (x-1)3(x2—x+1)  (x-1) w (x—1)* W (x-1)3 - x2+1 > (x2+1)2 W x24x+1"
élémmmple élément simple
de lére de 2éme
espéce espeéce

99 Théoréme (admis)
SiF = %est irréductible tel que Vx € R, B(x) = codom(B)[[T5=1(x — ax)™][[Tez1(x2 + brx + c;)Pk] alors il existe

deg(B) réels uniques notés y;, 6k, L tels que :
_ A _ s my _ Vik r Pk _ SuX+Pik N q g
Vx € Dp, F(x) = e E(x) + ( k=1 D=1 (x—ak)l) +( k=121 (x2+bkx+ck)l) ou E est le quotient de la division

euclidienne de A par B (i. e. E est la partie entiere de F).

g8 8

o1

100 En pratique :

On détermine E et R en effectuant la division euclidienne de A par B ou en « bidouillant » (Cf. méthode pour le calcul
intégral).

On factorise B dans R[X] .

On cherche les racines communes de R et B et on simplifie G = R/B

On écrit la forme générale de la décomposition en éléments simples de G .

On détermine les valeurs des coefficients yy Oy, By par diverses méthodes :

a) Calculer xlirgk(x — )™k G (x) avec les deux expressions de G.

O

Calculer lirP xG(x) avec les deux expressions de G.
X—+00

)

) Attribuer a x une valeur particuliere autorisée dans Dp = Dg;.

) Mettre sur le méme dénominateur dans les deux expressions et identifier les numérateurs donc leurs coefficients
pour obtenir un systeme linéaire.

o 0O

101 APPLICATIONS : calcul intégral, calcul de somme, calcul de dérivées niemes.
102 Exercice

L1x742
1. Caleulons ] = [z——dx.
2. Montrer que la suite (Sy)tq Sy = Zfl’:l;converge et déterminer sa limite

n2(n+1)

3. Soitf(x) = x—31.Calculerf(”)(x) pour x € Df.

x%-2x2+




