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Ex 1 Soit 𝑓 une fonction de classe 𝐶2 𝑠𝑢𝑟 ℝ telle que : 𝑓 𝑒𝑡 𝑓’’ sont bornées. On note 𝑀0  = 𝑠𝑢𝑝|𝑓| 𝑒𝑡 𝑀2  = 𝑠𝑢𝑝 |𝑓’’| .  

1. Soit 𝑥 𝑒𝑡 ℎ deux réels . Justifier que |𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) − ℎ𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀2
|ℎ|²

2
 .  

2. En déduire que : ∀𝑥 ∈ ℝ, ∀ℎ ∈ ℝ+∗, |𝑓′(𝑥)| ≤
2𝑀0

ℎ
+

𝑀2ℎ

2
 .  

3. En déduire que 𝑓’ est bornée sur ℝ . On note 𝑀1 =sup |𝑓′|. 
4. Montrer que 𝑀1 ≤ 2√𝑀0𝑀2 .  
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Ex 2 Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels tq 𝑎 < 𝑏. 
1. Théorème de Accroissements finis généralisé  
Soit 𝑓 et 𝑔  deux fonctions continues sur [𝑎, 𝑏] et dérivables sur ]𝑎, 𝑏[ et telles que  𝑔′ ne s’annule pas sur ]𝑎, 𝑏[  .  

a. Justifier que 𝑔(𝑎) ≠ 𝑔(𝑏).  

b. Montrer qu’il existe 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que : 𝑓
′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
=

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏)−𝑔(𝑎)
 . Indication : utiliser la fonction 𝜑: (𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) − 𝐾(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)) où 

𝐾 est une constante à bien choisir !  
2. Règle de l’Hôpital : Soit 𝑓 et 𝑔  sont deux fonctions dérivables 𝑠𝑢𝑟 ]𝑎, 𝑏[ 𝑒𝑡 telles que :  

 lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0 = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) et  𝑔′ ne s’annule pas sur ]𝑎, 𝑏[.  

Montrer, en utilisant 1. ,  que : lim
𝑥→𝑎+

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐿  ⟹  lim

𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝐿 .  

3. En utilisant les fonctions 𝑓: (𝑥 ↦ 𝑥2 sin (
1

𝑥
)) et 𝑔 = 𝑖𝑑, montrer que la réciproque de la règle de l’Hôpital est fausse.  

4. Une application théorique :  Soit 𝑓 ∈ 𝐶∞([0,1[, ℝ) .  

On définit la fonction 𝑔 : [0 ; 1[→ ℝ telle que 𝑔(𝑥) = {
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 0

𝑓′(0)𝑠𝑖 𝑥 = 0
 

a. Démontrer que 𝑔 est de classe  𝐶1 sur [0,1[.  
b. Exprimer pour 𝑥 ∈]0,1[ 𝑒𝑡 𝑛 ∈ ℕ, 𝑔(𝑛)(𝑥) en fonction des dérivées de 𝑓 en 𝑥 et des puissances de 𝑥.  
c. En déduire que 𝑔 est de classe 𝐶∞ sur [0,1[ et  déterminer 𝑔(𝑛)(0)  On utilisera la règle de l’Hôpital ci-dessus.  
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