Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques

Corrigé du DS 4

Exercice 1

g * n (_1)k
Soit Vn € N*, S, = X}-; P
1. Montrer que (S, ) et (Szn+1) sont adjacentes. Qu’en déduit-on sur la suite (S,,) ?
2. Enremarquant que Yk € N*, l = fl tk=1dt, montrer que S,, = — fl L 1(+?n dt.
3. Montrer par encadrement que llm f —dt =0.
4. Endéduire que lim S, = —In (2).

n-+oo

5. Ecrire un programme python nommé approx1 tel que :

e enentrée: approxlprend en entrée un réel strictement positif noté E.
e enréponse : approxl renvoie une valeur approchée de In (2) a E pres.

_ (=¥
Sn _( k=1 k )
1. Soitn un entier naturel non nul.

(=¥ 2n =Dk _ (-pz? 1 .
S. — Sy, =t yen =~——=———Dongc, lim § —S,, =0.
2n+1 2n k=1 K k=1 "} 2n+1 2n+1 ? p+oo 2n+1 2n
s s -3 s _vent3 DR o1 CDF (0P (2 1 1 1
2(n+1)+1 7 P2nd1 T O2n43 2ntl — 4k=1 Ty k=1 "% 7 “2n+3 2n+2  2n+3 | 2n+2  (2n+3)(2n+1)
1 -1 k —1)2n+2 —1)2n+1 1 1 -1
Satm+1) = S2n = Sant+2 — Son = IZ{n+1-2( r igl( L= — = - =
k k 2n+2 2n+1 2n+2  2n+1 (2n+2)(2n+1)

Donc (S,,,4+1) est strictement croissante et (S,,,) est strictement décroissante. J’en conclus que (S2,,41) et (S2,) sont adjacentes et
par conséquent, (S,n+1) et (S2,) sont convergentes et de méme limite L. Alors, comme ces deux suites extraites de (S,,) particulieres
tendent vers une méme limite, (S,,) converge vers cette méme limite L.

1

1
2. Soitk € N*. [ tktdt = [fk_k]o =1

Alors Vn € N*, S, = ;;=1(—1)k% = TP (DK [tk lde = Bpo, [ (DR = [ R, (DR de = [ = SR, (DR ek de

= —jl [zn_l(—t)k] dt = —fol [% dt

3. Vvte[0,1],0 < ;<t"donc0< f Tt < f t"dt = —. Cet encadrement permet de conclure que fo dt n_)—+°>00
) __1L_(f)" " n (10" n 1"
4. VneEN S, =—[——-T5 fo 1+tdt+f dt— =[In(1 + ]+ (=1 [ —odt=-In(2) + (- 1) f dt.
or, f01 fﬁdt —;0et ((=1)™)penest bornée. Donc(—1)", f Edt ——0. J'en déduis que llm S, = —In (2).
5. vn> o,szn+1 < —1In(2) < Syp. Donc,0 < Syp +1n(2) < Spp — SZn+1 = Tlﬂ
Donc pour que S,,, soit une valeur approchée de —In (2) a E preés, il suffit que n vérifie ﬁ <E
def approx1(E) :
s=0
n=1

while1/2*n+1) > E:
s=s+(-1)/Q2*n+1)+1/2*xn+2)
n=n+1

print (—s)

Exercice 2

Soit f Uapplication définie sur R par: f(x) = et (uy,) une suite de réels vérifiant : Vn €N, u, 4 = f(uy).

1+e2"
Montrer que u est bornée . Désormais, on supposera que u, € [0,1].

1

2. Montrer que u a une seule limite possible. On note a cette unique limite possible.

3. Montrer que (uy,) et (uzn41) SONt convergentes.

4. Montrerque:VxeR, |f '(x)] S%.

5. Endéduire que Vn € N, |u,, — a| < zin

6. Conclure a la convergence de u et donner la limite de la suite u.

7. Ecrire un programme python nommé approx?2 tel que :
e enentrée:approx2 prend en entrée un réel strictement positif noté E.
e enréponse :approx2 renvoie une valeur approchée de @ a E pres.

1. Df =RetV(ab) € R*?,ab SaT“’donc Vx ER,enposanta=1leth =e*,0<e* <

2x
1+2e donc 0 < f(x) < %

Autrement dit, f(R) c]0, l]. Par conséquent, Vn € N*,u, E]O,%]. La suite u est donc bornée. Désormais, Vn € N,u,, € [0,1].
— e _ p2Xx
2. Vx€[01Lf'(x) = (1+e2x)2 <1 e ) <0.

e*(1—e?X)
(1+e2¥)2

Et, |f'(0)] =

|1 e? _ |[1—e? 1_1 ’ _1 ’
= e If( ) = iive 2xlf(x) <1 x =5 Or f'(x) < 0.Donc, == f'x)<0
car f (x)=20

1. Comme Vn € N*,u,, € [0,1], les limites possibles de u sont réelles et sont dans [0,1].



De plus, f étant continue sur [0,1].les limites possibles de u sont les points fixes de f dans [0,1].Posons g(x) = f(x) — x. g est
. .. , o 4 e*(1+e%*)—2e%e?* 4 e*(1-e?¥) _
continue et dérivable sur [0,1] etVx € [0,1],g’'(x) = f'(x) — 1 = rem)? 1= Lrer)? 1<0
NSRANIEA
=f'(x)<0
. Donc g est strictement décroissante et donc injective. g s’annule donc au plus une fois sur [0,1]. De plus, g(0) = f(0) =
; etg=f1)-1< % —1 < 0.Comme g estcontinue, le TVI assure que g s’annule au moins une fois sur [0,1]Je déduis de tout

ce qui précéde que g s’annule une et une seule fois sur [0,1]en un réel a. Ainsi, a est 'unique point fixe de f sur [0,1]et donc l'unique
limite possible de u.
' _e*1-e*

2. vxe[01lf'() =T
Par conséquent, les suites (uy,) et (Uz,41) SONt Monotones de monotonie contraire. Comme, de plus, elles sont bornées car
extraites de u qui est bornée, (uz,) et (uy,41) SONt convergentes.

3. Lessuites (uyy) et (uy,41) sont récurrentes associées a f © f qui est continue sur [0,1]. Donc les limites de ces deux suites

sont des points fixesde f © f.

Posons h(x) = f © f(x) — x. Alors, h est dérivable sur [0,1] et Vx € [0,1],K'(x) = f'(x)f'(f(x)) — 1.0r,Vx € [0,1], f(x) €
[0,1]et f'(x) € [—%, 0] donc f'(f(x)) € [—%,0] et par conséquent f'(x)f'(f(x)) € [O,ﬂ. Donc Vx € [0,1], K’'(x) < 0.h est donc

strictement décroissante sur [0,1] donc injective et s’annule au plus une fois sur [0,1]. Or, h(a) = f(f(a)) —a = fla) —
car

< 0 donc f est strictement décroissante sur [0,1].

fl@)=a
a = 0. Ainsi, a est Uunique racine de h sur [0,1] et par conséquent Uunique point fixe de f © f . J’en conclus que a est la limite de
car
fl@)=a

(uyp) etde (uzneq). Ces deux suites extraites (uyy,) et (uy,41) de u ayant la méme limite, la suite u converge aussi vers a.

e*(1-e?)
(1+e29)2

_ |1_ele
|1+e2¥|

_p2x
F@I = :L:zx:f(x) <1x3=10rf"(x) < 0.Donc,~> < f'(x) < 0
car f (x)z0

5. a)Ll’égalité des accroissements finis permet donc d’affirmer que sur [0,1], f est% —lischitzienne ; autrement dit,
1 1 . 1
V(x,¥) € [0,1]%|f(x) — f()| < 2 |x — yl|. Alors Vn, |f (u,) — f(a@)]| < Elun —ali.e. |up —a| < B lu, — al.

L . . 1
Ensuite, je montre facilement par récurrence que Vn, |u, —a| < o |ug — a|(**). En effet,

4. Vx € [01],lf'(x)| =

1 1 1 1 1
luo — al = 5 lup — al et¥m, (luy —al < S lug —al = Slup —al S pluo—al = lunes =@l < 5w - al.
car

[ttns1=ar|S3un—arl.
1 L1 . L1 PR .
Comme 0 <-<1, lim — = 0etparsuite, lim —|uy— a|] = 0. Alors 'inégalité (x*) permet de conclure que lim u, =«a.
2 n—+oo 2™ n—+oo 2™ n>%oo
1
Rque : Vn, |ug — a| < 1 (car (ug, @) € [0,1]? ) donc Vn, |u, — a| < e
7.

from math import *
def Approx(E):
u=1
n=0
while 1/2 *xn > E :
n=n+1
u = exp(u) /(1 + exp(2 * u))
return(u)

Exercice 3

ETUDE D’UNE SUITE IMPLCITE
1. Soitn un entier naturel tel que n = 3 . Montrer que 'équation x = nin(x) d’inconnue x € R** admet une unique solution dans

10, n] notée u,,.

Justifier que u, €]0,2][.

Montrer que la suite (u,) est strictement décroissante.

Montrer que la suite (u,) converge vers 1.

Ecrire un programme python nommé approx3 tel que :

e enentrée: approx3 admet comme en entrée un réel strictement positif noté E et un entier naturel n > 3.
e enréponse: approx3 renvoie une valeur approchée de u,, aE pres.
DEVELOPPEMENT LIMITE de @

On pose Vt € ]—1,+oo[, ®(t) =

IR

In (1+t)
1+t °
6. Justifier que ® admet un développement limité a tout ordre s au voisinage de 0 .0n note @(t) = 2§=0 cjt! + 0o (t%).

7. Calculercy,cq,cy,C3.

8. En effectuant le produit des deux parties polynomiales des DL¢(0) de In(1 + t) et de % justifier que :
N (—1)J+t -
vieng=cnmy 1
J J =1k

9. Montrer que pour tout entier p strictement positif, In(p + 1) — In(p) < %.

10. En déduire que la suite (¢;) jey-diverge sans limite.
DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE (u,,)



11.

12.
13.

Montrer que @ induit une bijection de |—1, e — 1[ sur un domaine a déterminer . On note V¥ la bijection réciproque . Dresser le
tableau des variations de 1 et préciser les limites aux extrémités de son intervalle de définition.

Justifier que 1 admet un développement limité a U'ordre 2 au voisinage de 0 et déterminer ce développement limité .

vn € N, on pose v, = u,, — 1.

12.1 Exprimer v, a ’aide de ¢ et n.

12.2 En déduire qu’il existe troisréels A, B, C que 'on déterminera, telsqueu,, = A + s A % + 0400 (%)

ETUDE D’UNE SUITE

1. Soitn un entier naturel tel que n = 3 . Montrer que 'équation x = nin(x) d’inconnue x € R** admet une unique solution dans
10, n] notée u,, et justifier que u,, €]0,2[.

2. Montrer que la suite (u,) est strictement décroissante.

3. Montrer que la suite (u,) converge vers 1.

4. Ecrire un programme python nomme approx3 tel que :

e enentrée: approx3 admet comme en entrée un réel strictement positif noté E et un entier naturel n = 3.

e enréponse: approx3 renvoie une valeur approchée de u,, aE pres.

1. Posons @, (x) = x — nln(x). @, est de classe C®sur Rt*etVx > 0,¢,'(x) = 1— g

Donc, @,/ (x) >0 1— g > 0 & x > n.D’ol les variations de ¢, x 0 1 u, 2 n + o

suivantes : Pn' (%) - 0 +

@n(x) +o0 +

@n(n) =n(1—In(n)) <0.Deplus x_)oll(g;l_'_oo) on(x) = +o0 0 /v
Donc comme ¢, est continue sur R, le TVI assure que ¢, s’annule au

moins une fois sur ]0,n[et une fois sur |n, +o[. Comme de plus ¢, est O\A

strictement monotone sur chacun de ces intervalles, ¢ s’annule une
seule fois sur chacun de ces intervalles. Ainsi, 'équation x = niln(x)

<0

d’inconnue x € R** admet une unique solution dans ]0,n] notée u,. Comme ¢,(2) =2 —nlIn(2) < 0 car n = 3, u, €]0,2[. Et
méme, ¢,(1) =1 —nlIn(1) > 0 donc u, €]1,2].
Ainsi, Vn = 3,u, €]1,2[ et ¢, (u,) = u, —nin(u,) =0.

2.

Comparons ¢y (un)et @n(Uns1).

o) =0 = @py1 (Uny1) et @r(Unt1) = Upgr — N(UR41) = Ungr — (R + Din(upyy) + n(ugyg) = (ugyg) > 0 car uyyy €]1,2].

=@n+1(Un+1)=0

Donc, ¢, (Uns1) > @p(uy,). Comme ¢, est strictement décroissante sur ]1,2[, u,4q < u,. Donc la suite u est strictement décroissante.
Comme elle est bornée, elle converge. Notons L sa limite finie.

3.
4.

On pose Vt € ]—1,+oo[, &(t) =

5.
6
7.
8

9.

vn = 3,u, = nin(u,) donc In(u,) = % etu, = en . Par conséquent, L =n1iTwun =el =1.
Appliquons le principe de dichotomie sur[1,2] pour obtenir une valeur approchée de u,, ;
from math import *
def f(x,n):

return x — nln(x)
def Approx3(E,n):

a=1

b=2

whileb —a > E:

if f((a+b)/2,m) > 0:

a=(a+b)/2
else :
b= (a+Db)/2
return(a)

Print(Approx3(1/1000,5))

DEVELOPPEMENT LIMITE de ¢

In (1+£)
1+t

Justifier que @ admet un développement limité a tout ordre d au voisinage de 0. On note @(t) = Z§=o cjtf + 0o(t%) le
développement limité d’ordre s au voisinage de 0.
Calculer ¢y, cq, €3, C3.

o , . i j 1
Justifier que Vj € N*, ¢; = (—1)/* Lioay
Montrer que pour tout entier p strictement positif, In(p + 1) — In(p) < %en utilisant une inégalité classique.

En déduire que la suite (¢;) jen+ diverge sans limite.

5. @ estdeclasse C®sur] —1,4oo[ donc admet un DL a tout ordre en 0 d’aprés Taylor-Young.

In(1+t) _

2 3
6. o) =21 — ¢(p) =ln(1+t)1i+t= <t—%+%+oo(t3)>(1—t+t2 — 13 4 0p(t3)) = t—%t2 +%t3 + 0o (£3).

1+t




Donc,¢o =0,c1 =1,c, = _z,C3 =%_
7. @) =In(1+ t) Tt 2] 1 't + 0o (t%) 2j=0(—1)1't1' + 0o(t5)| = termes de degré infa s de P(£)Q(t) + 0o (t5) =
P(t) Q)

Y= Ocptp+00(ts).
1)J-1¢J —1)J-1¢J i11 i 1
[2521 ] (oo (144 = By Bhao(- D S = B Do~ DR ek = S S e =

+Jj
-Jj

< Pr{ll

p
k

11 _ 1
TR I ()P = 33, (- )P (Bh, 5) e
o _ 1
Ainsi, ¢, = (=1)P 1( 5?:17).
8. JesaisqueVx = 0,In(1 + x) < x donc pour tout entier p strictement positif,, In(p + 1) — In(p) = (1 + ) < %

9. Vj>0n(+1D =% _Inp+1)-In@) <3 1 = 5. Donc lim S, = +oo.

i i 1 1 . .
Alors, cpj=(—1)%*1 Zfior =—5,; vl etAlors, ¢zj41=(— 1)21+2 22”1; =Sy41 e +00. Comme les deux suites extraites (c;;) et

(c2j+1) tendent vers deux limites différentes, j’en conclus que (cj) diverge sans limite.
DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE (a,,)

10. Montrer que @ induit une bijection de |—1,e — 1[ sur un domaine a déterminer . On note 1 la bijection réciproque . Dresser le
tableau des variations de 1 et préciser les limites aux extrémités de son intervalle de définition.

11. Justifier que ¥ admet un développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 et déterminer ce développement limité .

12. vn € N,onposev, = u, — 1.
13.1 Exprimer v,, a aide de ¢ et n.

13.2 En déduire qu’il existe troisréels A, B, C que 'on déterminera, telsqueu,, = 4 + S 1F % + 0400 (%)

1-In(1+t)

R¥BE > 0. Donc @ est strictement croissante sur |—1,e — 1[ . Comme de plus @est continue sur

pasde
FI

—1,e — B est IJECtIVe e|—1,¢e— sur ll’n1 X), III'I1 X =|— 00,; car ll’Il1 X = —owet 11'1’11 X) = e — =
]-1,e — 1[, ® est bijective de |-1,e — 1] lim @ lim @ I (car lim @(x) 2= lim ®(x) = ®(e — 1)
x—— x—e— x—— x—e—

1M.vte]-1,e—1[®'(t) =

g). De plus, ¥ la bijection réciproque est continue et strictement croissante sur | — ooe [etlim Px) =e—1let lim P(x) =—
x—ot X—>—00

12.Sur]—1,e — 1[, @' ne s’annule pas et @ est de classe C®. Donc, i est de classe C®sur] — oo, [ Donc Taylor Young assure que Y

admet le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 suivant : Y(x) = ¥(0) + ' (0)x + —= YO ( ) x% + 0o(x?).

Or, ®#(0) = 0donc(0) =0.

I _ 1 " — ' ()’ (l,b(x)) " —3+21In(1+t) I — 1 " _
Et,Y'(x) = —(p,(w(x))et P"(x) = —(¢ ” x))) avec @''(t) = — o . Donc, ’'(0) @’(1/;(0)) o (0) =letyp’(0) =
w G T Ainsi, P(x) = x + 2x2 + 00 (x?).
(&' (w())’ ! z
13. u,, = nin(u,) donc 1 + v, = nin(1 + v,). De plus,vn,u, €]1,2]. Doncu, =1+ v, # 0. AlorsVn, ®(v,) = lrgi:”;) = % De plus,

vn,u, €]1,2] € ]1,e[donc v, € ]0,e — 1[ € |]—1,e — 1[.Par conséquent, Vn, v, = (1)

n

U — x4 3,2 2 =y(i)=1431 L), Ainsi, A = = =3 i
14.Commengrfwn—06t¢(x)—x+2x + 0o(x ),vn—l,b(n) +2n2+o+w(n2).A|nS|,A 0,B=1etC 5 conviennent.

n

Exercice 4 Une fonction vérifiant une inégalité.
A. Icif désigne une fonction définie Rettelleque :Vx e RVYy ER, (x #y = |[f(x) — f(W)| < [x — y]).
1) Déterminer un exemple de telle fonction f.
2) Montrer que f est continue sur R.
3) Montrer que f admet au plus un point fixe.
B. Désormais f est une fonction définie et continue sur R et telle que : Vx € R,Vy € R, |f(x) — f(¥)| = |x — yI.
4) Déterminer un exemple de telle fonction f.
5) Montrer que f estinjective.
6) Endéduire que f est strictement monotone.
7) Supposonsicique f est strictement croissante. Montrer que : Vx € R*, f(x) = x + f(0). En déduire xliTmf(x)' Trouver de

méme, lim f(x).Que se passe-t-il si f est strictement décroissante ?
X——00

8) Justifier que f est bijectivede RsurRetque:Vt € R,Vu € R, |[f~1(t) — f 1 (w)| < |t — ul.
9) Onsuppose gu’il existe a et b réels tels que a < b et f( [a, b]) < [a, b].



a) Montrer que f admet au moins un point fixe.
b) Montrer que {f(a), f(b)} = {a, b}.
c) Montrer que si f est croissante alors Vx € [a, b], f(x) = x (i.e.fj[ap] = idqp])-
d) Reconnaitre f/45) lorsque f est décroissante.
10) Dans cette partie, on suppose f croissante.
a) MontrerquesiVx € R, f(x) < x alors f(xX)~ 4 cxX.
b) Montrer que siVx € R, f(x) > x alors f(x)~_cX.
c) Montrer que si f n’a pas de point fixe alors un des deux cas précédents est vérifié.
d) Montrer que 'ensemble des points fixes de f est un intervalle.
11) On suppose dans cette question que f est dérivable sur R.
a) Montrerque:Vx eR,|f'(x)|=>1.
b) Endéduire que f~! est dérivable sur RetVx € R, |(f~1)"(x)| < 1.

PROBLEME 2 Une fonction vérifiant une inégalité.
A. Icif désigne une fonction définie Rettelleque:Vx e RVy ER, (x =y = |f(x) — fO)| < |x — y]).

1) Déterminer un exemple de telle fonction f.

2) Montrer que f est continue en chaque point de R.

3) Montrer que f admet au plus un point fixe.
1) f:(x - %x) vérifie Vx e R,Vy € R, |f(x) — f(W)| = Ex —%y| =%|x—y| < lx—yl

Six#y

2) Soitaunréel.Vx # a,|f(x) — f(a)| < |x — al|.Donc, Vx # qa, f(a) — |x —a| < f(x) < f(a) + |x — a|. Les deux fonctions qui

encadrent f(x) tendent vers f(a) quand x — a. J’en déduis que Jlci_>rr(11f(x) = f(a). Ainsi f est continue en a. f est donc continue en
X¥+a

chaque point de R.
3) Soitaetb deux points fixesde f.Sia # b alors |f(b) — f(a)| < |b —ali.e.|b —a| < |b — al ce qui est absolument impossible.
J’en déduis que a = b. Ainsi, f admet au plus un point fixe. Autrement dit, si f admet un point fixe alors ce point fixe est unique.

C. Désormais f est une fonction définie et continue sur Ret telle que : Vx € R,Vy € R, |f(x) — f()| = |x — yI.
4) Déterminer un exemple de telle fonction f.
f = idR convient puisqu’elle est continue sur R et vérifie Vx € R,Vy € R, |f(x) — f()| = lx —y| = |x — yI.

5) Montrer que f estinjective . Qu’en déduit-on sur f ?
Soit x et y deux réels distincts. Alors |x —y| > 0 donc |f(x) — f(¥)| = |x — y| > 0 et par suite f(x) # f(y). Ainsi, deux réels distincts
ont toujours des images distinctes par f. J’en déduis que f estinjective.

6) Comme f est continue etinjective, f est strictement monotone. ( Cf chapitre bijections) .

7) Supposonsicique f est strictement croissante. Montrer que : Vx € R*, f(x) = x + f(0). En déduire xl_i)r+n°of(x).

Trouver de méme, lim f(x).Que se passe-t-il si f est strictement décroissante ?
X—>—00

Supposons f croissante.
En prenanty = 0,j' obtiensVx € R, |f(x) — f(0)| = |x|. Comme f est strictement croissante, six = 0 alors f(x) = f(0) et f(x) —
f(0) =|f(x) — f(0)] = |x| = x et par conséquent, Vx = 0, f(x) = f(0) + x. Comme xLi»Iow(o) + x = +oo, XEwa(x) = +o0.
De méme, six < Oalors f(x) < f(0) et f(0) — f(x) = |f(x) — f(0)| = |x| = —x et par conséquent,Vx < 0, f(x) < f(0) + x. Comme
xl_i)mmf(O) +x = —oo, xl_i)moof(x) = —o0,
Supposons f décroissante. six = 0 alors f(x) < f(0) et f(0) — f(x) = |f(x) — f(0)| = |x| = x et par conséquent, Vx > 0, f(x) <
f(0) — x. Comme xlirpwf(o) —Xx = —mo, xlir){lmf(x) = —oo, De méme, on montre que xlirpwf(x) = 400,

8) Justifier que f est bijectivede RsurRetque:Vt € R,Vu €R, |f~1(t) — fF(w)| < |t — ul.
f est continue et strictement monotone sur Uintervalle R donc le théoréme des bijections continues et strictement monotones assure
que

e f(R)=] lim f(x), lim f(x)[= Rsif croissanteet f(R) =] lim f(x), lim f(x)[= Rsif décroissante.

x——00 x——00 x—+00 x—>—00
e  f estbijective de RsurR.
e f~lestcontinue sur R et de méme stricte monotonie que f.

Soit t € R,Soit u € R,Posons x = f~1(t) ety = f~(u).Alors t = f(x) et u = f(y). L' inégalité |f (x) — f(y)| = |x — y| s' écrit
alors |t —u| = |f71(t) — F~t(w)|.

9) Onsuppose gu’il existe a et b réels tels que a < b et f( [a, b]) < [a, b].

e) Montrer que f admet au moins un point fixe.

f)  Montrer que {f(a),f(b)} = {a,b}.

g) Montrer que si f est croissante alors f/[q 5] = id[qp]-
h) Reconnaitre f/4 5] lorsque f est décroissante.

a) Soitg:(x = f(x) — x).Alors g est continue sur [a, b] puisque f et id le sont. De plus, g(a) = f(a) —a=0cara < f(a) <b
etg(b) = f(b) —b < 0cara < f(b) <b.Alors le théoreme des valeurs intermédiaires assure que g s’annule au moins une
fois sur [a, b] en un réels. Alors g(s) = f(s) — s = 0 donc f(s) = s. Ainsi, f admet au moins un point fixe.

b) Comme f est strictement monotone, f(a) et f (b) sont deux éléments distincts de [a, b]. En appliquant (**)ax =aety = b,
jobtiens:|f(a) — f(b)| = |la—b|.Or,a< f(a)<beta<f(b) <bdonca—-b<f(a)—f(b)<b—-aie.|f(a)—f(b)|<



la — b|. Ainsi, [f(a) — f(b)| = |a — b]. Comme f(a) et f(b) sont deux éléments distincts de [a, b], nécessairement
{;83 ; Zou {,ng ; Z ; autrement dit, {f(a), f(b)} = {a, b}.

c) Onsuppose f strictement croissante. Alors f(a) = aet f(b) = b.
Soitx € [a, b].
f étantcroissante, f(x) = f(a) donc f(x) —a = f(x) — f(a) = |f(x) — f(a)| = |x —a| = x — a.Donc f(x) = x. De méme,
f étant croissante, f(x) < f(b) doncb — f(x) = f(b) — f(x) = |f(x) — f(b)| = |x — b| = b — x.Donc, f(x) < x.
Ainsi, f(x) = x.J’en conclus que f/[q 5] = id[q)- Donc tous les points de [a, b] sont fixes par f.

d) Onsuppose f strictement décroissante. Alors f(a) = b et f(b) = a.
Soitx € [a, b].
f étant décroissante, f(x) < f(a)doncbh—f(x) =f(a)—f(x) = |[f(x) —f(a)|=|x —a|l| =x—a.Doncf(x) <a+b—
x.Deméme, f(x) = f(b)donc f(x) —a=f(x)—f) = |f(x)—fb)| =|x—bl=b—x.Donc,f(x) =a+b—x.

(a @th) estle point fixe par f dans [a, b].

Ainsi, f(x) = a + b — x. ’en conclus que f/jqp) = @ + b — id[q - AlorTs,
10) Dans cette partie, on suppose f croissante.

e) MontrerquesiVx € R, f(x) < x alors f(x)~4c0X.

f)  Montrer que si Vx € R, f(x) > x alors f(x)~_xx

g) Montrer que si f n’a pas de point fixe alors un des deux cas précédents est vérifié.

h) Montrer que ’ensemble des points fixes de f est un intervalle.

& (x) f (0)

6a)siVx € R, f(x) < x alors, d’aprés la question 3), Vx > 0,x > f(x) = f(0) + x donc 1 > == + 1. Les fonctions qui encadrent

f(x) g = 1 ce qui signifie que f(x)~+°ox.

fx) (X) s 10 (0)

tendent vers 1 quand x — +o0. J’en déduis que 11m

b) siVx € R, f(x) > x alors, d’aprés la question 3), Vx < 0,x < f(x) < f(0) + x donc 1 > —=

f(x) tendent vers 1 quand x — —oo. J’en déduis que 11m g = 1 ce qui signifie que f(x)~_°0x

+ 1. Les fonctions qui encadrent

)Supposons que f n’a pas de point fixe. Alors, g: (x - f(x) — x) ne s’annule jamais sur Uintervalle R. Comme g est continue sur R, le
théoréme des valeurs intermédiaires assure que g garde toujours le méme signe sur R. Ou bien, Vx € R, g(x) > 0 ce qui signifie que
Vx € R, f(x) > x. Oubien, Vx € R, g(x) < 0 ce qui signifie que Vx € R, f(x) < x. On se trouve bien dans 'en des deux cas
précédents.

d) Notons P 'ensemble des points fixes de f.
Ou bien f n’a pas de point fixe. Alors P = @ est un intervalle.
Ou bien f a un unique point fixe a. Alors P = {a} est un intervalle.
Ou bien f a au moins deux points fixes. Soit a et b deux éléments distincts de P i.e. deux points fixes distincts de f tels que a < b.
Alors Vx € [a,b], f(a) < f(x) < f(b) (puisque f est croissante) et par suite, a < x < b ( puisque a et b points fixes de f).
Donc, f([a, b]) < [a, b]. Alors comme f est croissante, d’aprés la question 5¢), f/(q,5) = id[qp) C€ qui signifie que tous les points
de [a, b] sont fixes par f. Donc [a, b] < P. Ainsi, tout élément coincé entre deux éléments de P est encore élément de P. Cela signifie
que P est un intervalle.
11) On suppose dans cette question que f est dérivable sur R .On admet le résultat suivant : siu et v sont deux fonctions telles
que }Ci_rgu(x) =Let }Ci_tgv(x) =MetVx € Ru(x) <v(x)alorsL <M.
B. Montrerque:Vx e R, [f'(x)| = 1.
C. Endéduire que f~! estdérivable surRetVx € R, |(f ~1)'(x)| < 1.

a) Soitxunréel.

|[fG—FO)| _ If)-fI _ f(X) f(y)
vy # x| pmval o > 1. Dong, |[f'(X)| = 11m | | > 1.

b)  f estbijective de R sur R, continue et strictement monotone etd’aprés a), Vx € R, |f'(x)| # 0 donc f'(x) # 0. Donc f ! est

1

F((r1@))

1

= <
7 (@) =

VteR,|f'(t)|=1 donc

dérivable sur RetVx € R, |(f 1) (x)| = 1

1
[Fel™



