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Chap13 Propriétés de ’intégrale sur un segment d’une fonction continue (par
morceaux).
LDéfiniti
1. Définition d’une subdivision, d’une fonction en escalier, de U'intégrale d’une fonction en escalier sur un segment.

Une subdivision de [a, b] est une famille de réels (ap)g-qg.ntelsquea=ay<a, <a, << a, ; <a, =b.
Une fonction en escalier sur [a, b] est une application e de [a, b] dans R telle qu’il existe une subdivision(ay)=o.nde [a, b] et Vk € [0,n — 1], e/14, a, ., (€St

constante. SiVk € [0,n — 1], VX €]ak, Qi+1[, €/1a;,ar,,[ () = Ax alors par de’finitionf[avb] e(x)dx = f; e(x)dx = Y23 Ay (ags1 — ax)- Cette définition est
indépendante de la subdivision adaptée a e.
2. Théoréme (admis) -définition de U'intégrale sur un segment d’une fonction continue et réelle sur ce segment.
Si f est continue et réelle sur le segment [a, b] alors
. ilexiste une suite (e,) de fonctions en escalier sur [a, b] telle que sup(qy)|f — exl —— 0 (x*) et (f: en(x)dx )nENconverge vers un réel L

. Si (e,,) est une autre suite de fonctions en escalier vérifiant (x*) alors (f: e, (x)dx )nENconverge aussivers ce méme réel L.
e Pardéfinition, [ f(x)dx =L
3. Définition de Uintégrale sur un segment d’une fonction complexe
Si f est continue et complexe sur le segment [a, b] alorsf:f(x)dx = f; Re(f(x))dx +i f: Im(f(x))dx.
4. Deéfinition d’une fonction continue par morceaux sur un segment. Définition de Uintégrale sur un segmentd’une

fonction continue par morceaux sur ce segment.

Une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] est une application f de [a, b] dans R telle qu’il existe une subdivision(ay)x-o.,de [a, b] et
Vk € [0,n — 11, fx = f/japars,[€5t CONtinue sur Jay, ai.[ et admet une limite finie a droite @, en et une limite finie & gauche en ay,,.Alors par

définitionf: f(x)dx = YPzd [“ £ (x)dx ). Cette définition est indépendante de la subdivision adaptée a f.

ag
5. Définition de Uintégrale entre des bornes non croissantes .
Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b] alors par définition, fbaf(x)dx =— ff f(x)dx et f:f(x)dx =0.

Csq: Si f est continue par morceaux sur un intervalle I alors V(a, b) € Iz,f;lf(x)dx existe.

Il Propriétés déia L

1. Relation de Chasles
Si f est continue (par mex) sur Uintervalle I alors V(a, b, c) € Iz,f: f)dt = facf(t)dt + fcbf(t)dt
2. Linéarité
Si f et g sont continues (par mex) sur Uintervalle I alors V(a, B) € K?,¥(a, b) € I?, fab af (t) + Bg(t)dt = a f: fdt+p f:g(t)dt.
3. Positivité
Si f estréelle, continue (par mcx) et positive sur [a, b], alors f:f(t)dt > 0.
4. Croissance
Si f et g sont réelles, continues (par mcx) et Vt € [a, b], f(t) < g(¢t) alors f:f(t)dt < fab g(t)dt.

lll Inégalité triangulaire
Si f est continue (par mcx) sur Uintervalle I alors V(a, b) € 12, |fff(t)dt| < |f;|f(t)|dt|

1V Primitive

1. Théoreme fondamental de Uintégration TFI et sa conséquence
TFI :Si f est continue sur unintervalle I eta € [ alors (x = f;f(t)dt) est une primitive de f sur | et est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a
Csq : Si f est continue sur unintervalle I alors f admet une primitive sur I.

2. Théoreme fondamental de calcul d’une intégrale TFCI

notation

Si f est continue sur Uintervalle I alors pour toute primitive F de f sur I, V(a, b) € I?, f:f(t)dt =F(b)-F(@) 2 [F®.
3. Lienentre fetf
Si f est de classe C! sur lintervalle I et a € I alors Vx € I?, f(x) = f(a) + f:f’(t)dt.
4. Théoreme d’intégration par parties
Sif et g sont de classe C! surUintervalle I alors V(a, b) € I? f: f'Og®dt = [f()g®)]s — f:f(t)g’(t)dt.
5. Théoréme de changement de variable
Si¢ estde classe C* surUintervalle I et f est continue sur ¢(I) alors V(a, b) € I?, f(;(:))f(x)dx = fab fle®)e'(t)dt.
V Lemme d’annulation
1. Lemme d’annulation
Si f estréelle, continue et positive sur Uintervalle [a, b] et f:f(t)dt = Oalors Vx € [a,b], f(x) = 0.
2. Sacontraposée
Si f est continue, réelle et positive sur Uintervalle [a, b] et 3x € [a, b], f(x) # 0 alors fabf(t)dt >0.

VIM nne d’une fonction continue surun ment



1. Définition

Lorsque f est continue (par mcx) sur [a, b], la moyenne de f entre a et b est ﬁfabf(t)dt (= albe;f(t)dt) .
2. Inégalités de la moyenne

Si f est continue et réelle sur [a, b], alors minj, ;) f < ﬁfbaf(t)dt < maxpyf -

Si f est continue (par mcx) sur Uintervalle I et bornée sur I alors V(a, b) € I?, |f;f(t)dt| < sup,;|f||b—al.
3. Egalité de la moyenne

Si f est continue etréelle sur [a, b] alors 3c € [a, b], f(c) = ﬁfbaf(t)dt.

Si f et g sont continues et réelles sur [a, b], alors (fbaf(l:)g(t)dl:)2 < (fbaf(t)zdt)(fbag(t)zdt) .

Vil Somm Riemann
b-a

Si f est continue sur [a, b] alors lilzl TZ}};& (a + @) = f‘ff(t)dt . Cas particulier : Si f est continue sur [0,1] alors
n—+oo

lim 2yntf (%) = [ f(oat .

n—+oo N

Chap 14 Polynomes a une indéterminée.
| Généralités
o Définition d’un polynd6me comme une suite presque nulle (nulle a partir d’un certain rang).
Un polynéme a coefficients dans K est une suite d’éléments de K nulle a partir d’un certain rang.
e SoitPetQ, Py, P, .., P, despolynémes a coefficientsdans K,A € Ket m € N,

v'  Définitionde AP,P + Q,PQ.

v/ Définition de P™, d’une combinaison linéaire de P et Q.
P'=1etVk € N',P"=P™1P=PXPX..XP

m fois

Une combinaison linéaire de P et Q est tout polyndme qui peut s’écrire sous la forme aP + bQ ou a et b éléments de K.
Une combinaison linéaire de Py, P, ..., P; est tout polyndme qui peut s’écrire sous la forme Y3_; ax P, ou ay, ..., a5 éléments de K.
e Définition du polyndme X. Calcul de X*.
X=(0, &‘ ,0,0, ... ... ) est appelée lindéterminée

rang 1
Vk € N,X"=( g ,0,...,0, 3 ,0 .. ) est appelée lindéterminée
rang 0 rang k

o Nouvelle définition (écriture sous forme développée) d’un polynéme :
Un polynéme a coefficient dans K s’écrit de maniére unique sous laforme Y% a, X* oun € Net ay,..,a,éléments de K sont les coefficients de

combinaison linéaire
de1,X,X2,.. X"

P.

On note K[X] 'ensemble des polyndmes a coefficients dans K.

Deux polynémes sont égaux sietssi ils ont les mémes coefficients.

Un polynéme constant est un polyndme de forme aX°tq a € K et est noté tout simplement a.

¢ Nouvelle expression AP, P + Q,PQ , P™. Définition de P o Q. Combinaison linéaire de polynomes.

Soit P et Q éléments de K[X],A € K telsque P = 3} o, X* et Q = ¥, b X" .

AP = Y7 o da X* .

P+Q =Irx™(q, + b)X* .

PQ = YRt e X* ou ¢ = YK gaiby; .

PoQ = XioaQ"

o Propriétés des opérations (régles de calcul) : élément neutre, opposé, associativité, commutativite,
distributivité, calcul de X*X? et (X*)P.

o Définition du degré d’un polynome, du coefficient dominant et terme dominant lorsqu’ils existent.

Soit P = Y*_, ap X* € K[X].

SiP = 0 alors d°P = deg(P) = — et P n’a pas de coefficient dominant ni de terme dominant.

Si P # 0 alors d°P = deg(P) = {k/a; # 0} et codom(P) = ageg (p) €t terme domominant de P = aqeg (P)Xdeg @

e FormulesdesdegrésdeP + Q,PQ,BP et P o Q etformule surles coefficients dominants lorsqu’ils existent.

Généralisation a un produit ou une combinaison linéaire de m polynémes, a une puissance de polyndome.
SoitPetQ,P;,P,, ..., P, éléments de K[X],1 € K telsque P = Y} ,a, X* et Q = Y7b, b X.

deg (AP) = {de_g(gonisjiL '1:; 0 . Et le cas échéant, codom(AP) = Acodom(P) .

deg (P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) -
deg(PQ) = deg(P) + deg (Q) . Et le cas échéant, codom(PQ) = codom(P) codom (Q) .
vk € N ,deg (P¥) = kdeg(P)
deg(]'ﬁ=1 p) = =1 deg (P). Et le cas échéant, codom(]'ﬁ=1 p) = [I5=1 codom(P;)
deg(Zf:1 Pj) < max (deg(P,),deg(P,), ..., deg(P,)) . Et si 'un des polynémes P;, P,, ..., P; a un degré strictement supérieur a tous les autres alors
deg(X5_, P;) est égal au degré de ce polynéme et codom (X5, P;) est égal au coefficient dominant de ce polynéme.
—oo si Pnul ou (Q = A constant et P(1) = 0)

deg (P°Q) = 0siQ = A constant et P(1) # 0

deg(Q) x deg(P) si P non nul et Q non constant



e Intégrité du produit polynomial

SoitP et Q élémentsde K[X].PQ =0 P =00ou Q = 0.

e Ensemble note K,,[ X]

Soitn un entier naturel. On note K, [X] lensemble des polyndmes (a une indéterminée) a coefficient dans K et de degré inférieur ou égalan .
Un polynéme de K;,[X] s’écrit de maniére unique sous la forme Y7, a, X* i.e. comme combinaison linéaire des X* tq k € [0,n]

Il Polynomes dérivés

o Définition des polynémes dérivés successifs.

yn_ kaX*t sideg (P) > 1.
0 sideg(P) <0.(i.e.P est constant)
e Opération sur les polyndomes dérivés (dérivés d’une somme, produit, composée)
Leibniz (PQ)™ = ¥, (1}\1 ) POQO-N

Composée particuliere (P o (X + a))™ = PO (X + a)

SoitP = ¥ o a Xk . PO =p' = { .P©® =Ppet vjeN*,PY = (PU=D) estle polyndme dérivé j*™¢ de P.

Dérivée premiére d’un produit fini de polynémes ([Ti=; P)’ = Y=o P}’ [Th=1 Pe
k#j
e Expression et degré des polynomes dérivés successifs.
p k! K—j . )
; _——aq X/ sideg (P) =j. )
SoitP = ¥I_ja,X* . vjeN ,PU) = k=) k=1 K g =) o a =09
0 sideg(P) < j.(i.e.P est constant) i

e Formule de Taylor (existence et unicité du développement de Taylor en scalaire a).

Si P € K,[X] et a € K alors P s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des (X — a)* tq k € [0,n] et l'écritue est P =

RG]
T 2 X - )k

Il Divisibilité

e Définition de « B divise A » ou B est un diviseur de A.

Soit A et B deux polynémes de K[X]. On dit que B divise A (dans K[X]) lorsqu’ il existe un polynéme Q (de K[X]) telque: A = BQ .

o Définition d’un polyndme associé, d’un polynome irréductible. Exemple des polynémes de degré 1.

e Théoréeme de la division euclidienne.

Soit A et B deux éléments K[X] tels que B # 0 . Alors il existe un unique polyndéme Q et un unique polynéme R telsque : A = BQ + R et degR < degB .
e Caractérisation de « B divise A » par le reste de la division euclidienne de A par B.

B divise A si et ssi le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

IV Racines d’un polynome
o Définition d’une racine. Théoréme fondamental de caractérisation d’une racine(sans multiplicité) par

factorisation.
SoitP € K[X]eta €K .
a estune racine de P (dans K) lorsque P(a) = 0.
a estracine de P sietssi X — a divise P.
e Racines multiples : définition et caractérisation d’une racine multiple par les polynémes dérivés.
SoitP € K[X],a E Ketm EN.
@ est une racine de P d’ordre de multiplicité (exactement) m lorsqu'il existe Q € K[X] tq P(X) = (X — a)™Q(X) et (a) # 0.
a est une racine de P d’ordre de multiplicité au moins m lorsqu'il existe Q € K[X]tg P(X) = (X — )™ Q(X).
@ est une racine de P d’ordre de multiplicité (exactement) m si et ssi pour tout k € {0,..,m — 1}, P® (a) = 0 et P™ (a) # 0
@ est une racine de P d’ordre de multiplicité au moins m sietssi pourtout k € {0,..,m — 1}, P®(a) = 0
o Relation entre le degré et le nombre de racines : nombre maximal de racines d’un polynéme non nul,

caractérisation du polynéme nul par son nombre de racines.
Si P est un polyndme non nul alors le nombre de racines de P (distinctes ou comptées avec leur multiplicité) est inferieur ou égal a deg(P) .
eSeul le polyndme nul a un nombre de racines (distinctes ou comptées avec leur multiplicité) strictement supérieur a son degré.
e Obtention de la forme scindée d’un polynome.

Soit a4, ..., ag des scalaires tous distincts, § € K*,m,,..,m; des entiers naturels non nuls et P un polynéme non nul. Alors,
aq, ..., &g sont des racines distinctes de P d’ordre de multiplicités respectives au moins my,..,mg

P=BX—a)™X—a)™..(X —a,)™ & et deg(P) = ka et § = codom(P)

forme scindée de P

k=1
Dans ce cas, P n’a pas d’autres racines et m,,.., mg sont les multiplicités exactes de a4, ..., @ dans P.

o Critére de divisibilité.

Soit A et B deux polynémes tgq B non nul et scindé sur C .

B divise A si et ssij les racines complexes de B sont racines de A avec une multiplicité dans A supérieure ou égale a celle dans B .
+ Relation coefficients-Racines

Soit P € C[X]telque:n = deg(P) = 1etP = a,(X —a))(X — @) ... (X — ) = Sp_o ar X" .

an— a
Alors k=11 =-"et o =CED2
= an — an

somme des racines produit des racines

de P pas forcément disctinctes deP



V Factorisation en produit de facteurs irréductibles

1. Dans C[X]

e Théoréme de d’Alembert-Gauss

Tout polyndme non constant de C[X] admet au moins une racine complexe.

e Polyndomes irréductibles dans C[X]

Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.

e Factorisation en produit de polynémes irréductibles dans C[X]

Tout polynéme non constant de C[X] est scindé dans C[X], admet un nombre de racines comptées avec leur multiplicité égale a son degré.

2. Dans R[X]

o Racines complexes d’un polynome a coefficients réels

Soit P € R[X] et a € C et m € N. a estracine de P d’ordre de multiplicité m sietssi & est racine de P d’ordre de multiplicité m.
Conséquences :

Un polyndme a coefficients réels posséde un nombre pair de racines complexes non réelles.

Tout polynéme de degré impair et & coefficients réels a au moins une racine réelle.

e Polyndomes irréductibles dans R[X]

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et ceux de degré deux a discriminant strictement négatif
e Factorisation en produit de polynémes irréductibles dans R[X]

Tout polyndme non constant de R[X] s’écrit de maniere unique sous la forme

2
P = codom(P) [T (X — ag)™ [Th=1(X? + biX + ¢, )Pk | avec Yk, ay, by, ¢, € R,m;, € N*,p;, € N* pourtoutk € {1, ..., 7}, b," — 4¢, <0
facteurs avec les racines réelles facteurs avec les racines
de P complexes conjuguées
n'existe pas si P n'a pas de deP
racines réelles n'existe pas si P n'a que de

racines réelles

BILAN :
Le polynédme nul est le seul polyndme dont tous les coefficients sont nuls
Le polyndme nul est le seul polyndme qui a strictement plus de racines que son degré.
Le polyndme nul est le seul polyndme qui a une infinité de racines.
Deux polyndmes sont égaux sietssi ils ont les mémes coefficients.
sietssi ils ont les mémes racines complexes avec la méme multiplicité et le méme coefficient dominant.
sietssi leur différence a strictement plus de racines que son degré.

Soit A et B deux polynémes de K[X] tq B non constant.
B divise A gi et ssi il existe Q € K[X] telque A = BQ

sietssi le reste de la division euclidienne de A par B est nul

sietssichaque racine de B est racine de A avec une multiplicité dans A supérieure ou égale a celle dans B.

V Décompositions en éléments simples d’une fonction rationnelle
Soit F(t) = %telle que A et B polyndmes a coefficients réels.

Représentant irréductible d’une fonction rationnelle

A . . . .
7 estun représentant irréductible de F lorsque A et B n’ont aucune racine commune.

e Partie entiére d’une fonction rationnelle
La partie entiére de F est le quotient de la division euclidienne de A par B.
e Décomposition en éléments simples
SiF = gest irréductible et la factorisation de B en produit de facteurs irréductibles de R[X] est Vx € R, B(x) = codom(B)[[T5=1(x — @)™ [[Tper (x> +
byx + c;)Pk] alors il existe deg(B) réels uniques notés yy, 8y, Bi tels que :
A _

_ 4x) s my _ Yik r pr _ SuX+Pik N q AR
Vx € Dg, F(x) = B E(x) + (Zk=121=1 (x—ak)l) +(Zk=1 l=17(x2+bkx+ck)’) ou E est la partie entiére de F.

e Applications a des cas simples ( poles doubles réels et poles simples complexes) :
v'  Calcul intégral
v/ Calcul de somme
v'  Dérivées niemes

Tous les énoncés des définitions, propriétés et théorémes doivent étre connus.
Les démonstrations des résultats suivants sont aussi a connaitre :

Q1: Théoreme fondamental de Uintégration

Q2: Inégalité et égalité de la moyenne

Q3: Théoreme des sommes de Riemann

Q4: Caractérisation d’une racine (sans multiplicité) par factorisation.

Q5 : Caractérisation d’une racine multiple par les polynémes dérivés.

Q6: Racine complexe non réelle d’un polyndéme a coefficients réels.



