Corrigé des devoirs de VACANCES DE FEVRIER

DERIVATION :

Rolle : Soit @, b, et c trois réels. Montrer qu’il existe un réel x €]0,1[ tel que : 4ax® + 3bx?+ 2cx =a+b+c.
Posons f(t) = at* + bt3 + ct>— (a + b + O)t.

f est continue sur [0,1] et dérivable sur ]01[ et vérifie f(0) = 0 = f(1).

Alors les théoréme de Rolle assure qu'’il existe x €]0,1[ tel que f'(x) = 0i.e. 4ax®+3bx?* +2cx—(a+b+c) =0.
Rque : on peut aussi appliquer 'E.A.Fa g(t) = at* + bt3 + ct?entre 0 et 1.

Accroissements finis : Soit f € D*(R, R) . Montrer que : Vx > 0,3c > 0/f(x) — f(—x) = x(f'(c) + f'(=c)).

Posons g(t) = f(t) — f(—t).Soitx > 0.

g est continue sur R donc sur [0, x] et dérivable sur R donc sur ]0, x[. Alors le théoréme d’égalité des accroissements finis
assure qu’il existe ¢ €]0, x[ tel que : g(x) — g(0) = g'(c)(x — 0) (*%)

or, g(0) = Oet W, g'(6) = £(t) = (—(=0) = £'(6) + f' (). Ainsi , (+) s'écrit s () = £ (=) = x(f'(€) + f'(=)).
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Taylor-Lagrange : Montrer que : Vh € [—1;1],Vx > 0,|e ™ — 1 + hx| < thex.
Soit x > 0.
exp est de classe C? sur [—x, x] et Vt € [—x, x], |exp(2)(t)| = et < e*.Donc comme 0 € [—x, x], I'inégalité de Taylor Lagrange

x [t-0l° 0| f x
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En particulier, Yh € [—1; 1], —hx € [—x, x], donc le™™ — (1 — hx)| < ——

assureque :Vt € [—x,x], let—(1+t)| <e
= hx) GO ox (’UZC)2 x
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Critére de classe C*: Soit f(x) = {e xsix >0 Montrer que f estdeclasse C® surRet Vn € N, f(x) = 0y(x™).

0six<0
s gx)six >0
Posons Vx > 0,g(x) = e x et Vx > 0,h(x) = 0. Alors, f(x) ={ 0six=0 .
h(x)six <0
g™ (x)six>0
gest C®sur R et hest C® sur R™* donc f est C® sur R* etvVn € N,Vx € R*, f™(x) = car R (x) = 0.

O0six<0

Cherchons la forme de g™ (x):
vx > 0,90 (x) = e_% IO == e_% et g@x)= (_—2+i) e_%
’ ’ X2 x3 | x4
Posons H(n): « il existe une fonction polynomiale P, telle que : Vx > 0,g™(x) = P, (i) e'%. i
Initialisation : Posons Py(t) = 1 et P,(t) = t2
Alors P, et P;sont polynomiales et Vx > 0,9 (x) = P, ( )e - et gW(x)=pr; (1) e_i. Donc H(0) et H(1) sont vraies.

Propagation : Soit n un entier naturel. Supposons que H(n) est vrale Doncg, il existe une fonction polynomiale B, telle que :
1

1y -1 1., 1 (1 1\, -
Vx> 0,97 (0) = B, (D) e x. Alors gD () = = 5B, (D e 4 B (D) Zer = LR/ (2) + B (D)l
Posons P,,,(t) = t?[-PB,/(t) + P,(t)].
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Comme P,, P! et (t = t?) sont polynomiales, P, est polynomiale. De plus, Vx > 0, g™V (x) = P, (i) e x.

Donc H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
Conclusion : Le théoreme de récurrence assure que pour tout entier naturel n, H(n) est vraie.

Soit n € N. Déterminons lim f™ (x). Pour cela, déterminons lim f™(x) = lim g™ (x) et lim f™(x) = lim h™(x).
x-0 x—0% x—0t x-0~ x—0~

x+0 . n . ko1
D’une part, lim f™(x) = 0. D’autre part, Vx > 0,g™(x) = B, (—) e x = >N o ak (—) e x.
x—0~ x X
en posant
Pr(6)=XR=o artk
k 1 1 cc k 1
De plus, (l) e x= ekl"( )e x=e¢ - k@) - o= (1Hkain() .Comme llm xIn(x) 20 et 11m — 1= _o, lim (l) e x=0
x x " x>0t
Par suite, lim_ £ (x) = lim g™ (x) = 0.
x-07t x—0+F
J'en conclus que lim f™(x) = 0.
x#0
g™ (x)six >0
Conclusion : le critére de classe C®assure que f est de classe C®sur R etVn € N,Vx € R, f™(x) = Osix=0

0six<O

Conséquence : On a montré que Vn € N, f™(0) = 0. Donc le polynéme de Taylor en 0 de f de rang n est le polynéme nul. Et
la formule de Taylor Young assure que f(x) = 0y(x™).



