
 

Résumé Polynômes 
Définition-Opérations-Degré-Polynômes dérivés.   

𝐾 =ℝ ou ℂ. Soit 𝜆 ∈ 𝐾 , 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] 𝑒𝑡 𝑗 ∈ ℕ. 

Un polynôme 𝑃 à coefficients dans 𝐾 est une suite presque nulle d’éléments de 𝐾. 𝑃 = (𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛, 0,0, … )𝑜ù 𝑛 ∈ ℕ 𝑒𝑡 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛  ∈

𝐾. Les scalaires 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 sont appelés les coefficients de 𝑃. 

𝑋 =⏞
𝑑𝑒𝑓

(0, 1⏞
𝑟𝑎𝑛𝑔 1

, 0,0… ,0,0, … )  et   𝑋𝑗=(0, . .0, 1⏞
𝑟𝑎𝑛𝑔 𝑗

, 0 … ,0, … )  . 

Tout polynôme 𝑃 s’écrit sous sa forme développée suivante : 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑛

𝑘=0  𝑜ù 𝑛 ∈ ℕ , 𝑛 ≥ 𝑑𝑒𝑔(𝑃) 𝑒𝑡 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛  ∈ 𝐾 et cette écriture est 

unique .   (déf) 

Alors 𝑃(𝑗) =⏞
𝑒𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛

{

∑ 𝑎𝑘
𝑘!

(𝑘−𝑗)!
𝑋𝑘−𝑗𝑛

𝑘=𝑗 𝑠𝑖 𝑛 ≥ 𝑗

 0 𝑠𝑖 𝑛 < 𝑗

  et �̃�: (
𝐾 → 𝐾

𝑡 ↦ ∑ 𝑎𝑘𝑡
𝑘𝑛

𝑘=0
).   (déf) 

Tout polynôme 𝑃 a son développement de Taylor en 𝛼 (tq 𝛼 ∈ 𝐾) qui est  𝑃 = ∑
𝑃(𝑘)(𝛼)

𝑘!
(𝑋 − 𝛼)𝑘𝑛

𝑘=0  𝑜ù 𝑛 ∈ ℕ , 𝑛 ≥ 𝑑𝑒𝑔(𝑃) et cette écriture 

est unique.  (Théorème de la formule de Taylor pour les polynômes) 

∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑝

𝑘=0 = ∑ 𝑏𝑘𝑋
𝑘𝑞

𝑘=0      sietssi ∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑎𝑘 = 𝑏𝑘 (avec par définition, ∀𝑘 > 𝑝, 𝑎𝑘 = 0 𝑒𝑡 ∀𝑘 > 𝑞, 𝑏𝑘 = 0 ) 

∑ 𝑎𝑘(𝑋 − 𝜆)
𝑘𝑝

𝑘=0 = ∑ 𝑏𝑘(𝑋 − 𝜆)
𝑘𝑞

𝑘=0     sietssi ∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑎𝑘 = 𝑏𝑘 (avec par définition, ∀𝑘 > 𝑝, 𝑎𝑘 = 0 𝑒𝑡 ∀𝑘 > 𝑞, 𝑏𝑘 = 0 ) 

Le polynôme nul est le seul polynôme dont tous les coefficients sont nuls. 

Le polynôme nul est le seul polynôme dont tous les polynômes dérivés admettent un scalaire 𝛼 fixé comme racine.  

Soit 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑝

𝑘=0  𝑒𝑡 𝑄 = ∑ 𝑏𝑘𝑋
𝑘𝑞

𝑘=0  . Alors, 

𝜆. 𝑃 =⏞
𝑑𝑒𝑓

∑𝜆𝑎𝑘𝑋
𝑘

𝑝

𝑘=0

  

 𝑃 + 𝑄 =⏞
𝑑𝑒𝑓

∑ (𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)𝑋
𝑘max (𝑝,𝑞)

𝑘=0   

 𝑃 × 𝑄 =⏞
𝑑𝑒𝑓

∑ 𝑐𝑘𝑋
𝑘𝑝+𝑞

𝑘=0  𝑜ù 𝑐𝑘 = ∑ 𝑎𝑗𝑏𝑘−𝑗
𝑘
𝑗=0    

 𝑃𝑗 = {
1  𝑠𝑖 𝑗 = 0

𝑃 ×. .× 𝑃 = 𝑃𝑗−1𝑃 𝑠𝑖 𝑗 ≥ 1
  

   𝑃 ∘ 𝑄 = ∑ 𝑎𝑘𝑄
𝑘𝑝

𝑘=0  

Ces trois (. ),(+) et (×) opérations dans vérifient presque les mêmes propriétés que les opérations analogues dans 𝐾 ; il est juste interdit de 

diviser par un polynôme. En particulier , la multiplication polynomiale est intègre i.e. 𝑃𝑄 = 0⟺ 𝑃 = 0 𝑜𝑢 𝑄 = 0. 

Et , ∀(𝑘,𝑚) ∈ ℕ∗, 𝑋𝑘𝑋𝑚 = 𝑋𝑘+𝑚   𝑒𝑡   𝑋𝑘 ∘ 𝑋𝑚 = (𝑋𝑘)𝑚 = 𝑋𝑘𝑚…… 

deg(𝑃) =⏞
𝑑𝑒𝑓

{
−∞  𝑠𝑖 𝑃 = 0

max{𝑘 ∈ ℕ/𝑎𝑘 ≠ 0}  𝑠𝑖 𝑃 ≠ 0 
 

deg(𝜆𝑃) = {
−∞  𝑠𝑖 𝜆 = 0.

𝑑𝑒𝑔(𝑃)  𝑠𝑖 𝜆 ≠ 0
≤ deg (𝑃)   

   deg( 𝑃 + 𝑄) ≤ max (deg(𝑃) , deg(𝑄)) et si 𝑑𝑒𝑔(𝑃) > 𝑑𝑒𝑔(𝑄) alors  deg( 𝑃 + 𝑄) = deg(𝑃) 

  deg( 𝑃𝑄) = deg(𝑃) + deg(𝑄). 

deg ( 𝑃 ∘ 𝑄) = deg(𝑃) × deg(𝑄) si 𝑄 𝑛𝑜𝑛 𝑛𝑢𝑙   

deg(𝑃𝑗) = {
−∞ 𝑠𝑖 𝑃 = 0 𝑒𝑡 𝑗 ≠ 0 

𝑗𝑑𝑒𝑔(𝑃) 𝑠𝑖 𝑃 ≠ 0 
      

 deg(𝑃(𝑗)) = {
deg(𝑃) − 𝑗 𝑠𝑖 deg (𝑃) ≥ 𝑗 

−∞ 𝑠𝑖 de g(𝑃) < 𝑗 
 

codom(𝜆𝑃) = 𝜆𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) si 𝑃 ≠ 0 𝑒𝑡 𝜆 ≠ 0  

codom( 𝑃 ∘ 𝑄) = 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) × (𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄))
deg (𝑃)

 si 𝑃 ∘ 𝑄 ≠ 0    

 codom ( 𝑃𝑄) = 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) × 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄) si 𝑃 ≠ 0 𝑒𝑡 𝑄 ≠ 0 

Si 𝑃 ≠ 0 alors codom(𝑃𝑗) = (𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃))j   

si deg (𝑃) ≥ 𝑗  alors  codom(𝑃(𝑗)) =
deg(𝑃)!

(deg(𝑃)−𝑗)!
𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃).  

Une combinaison linéaire des polynômes 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑚 est tout polynôme de la forme : ∑ 𝜆𝑘𝑃𝑘 
𝑚
𝑘=1  𝑜ù 𝜆1, , … , 𝜆𝑚  é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑒 𝐾.  (déf) 

deg(𝑃1 + 𝑃2 +⋯+𝑃𝑚) ≤ max(deg(𝑃1) , … , deg(𝑃𝑚))     

deg(∑ 𝜆𝑘𝑃𝑘 
𝑚
𝑘=1 ) ≤ max(deg(𝜆1𝑃1) ,… , deg(𝜆𝑘𝑚𝑃𝑚)) ≤ max(deg(𝑃1) ,… , deg(𝑃𝑚))  

𝑒𝑡 𝑠𝑖 ∀k ∈ ⟦2,𝑚⟧, deg(𝑃𝑘) < deg(𝑃1) alors  deg(𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑚) = deg(𝑃1).   

deg(𝑃1𝑃2…𝑃𝑚) =∑ deg (𝑃𝑘)
𝑚

𝑘=1
   

𝐾[𝑋] est l’ ensemble de tous les polynômes à coefficients dans 𝐾 (à une indéterminée 𝑋). 

𝐾𝑛[𝑋]= est l’ ensemble de tous les polynômes à coefficients dans 𝐾 (à une indéterminée 𝑋) et de degré inférieur ou égal à 𝑛. 

𝐾[𝑋] = {∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘/𝑛 ∈ ℕ 𝑒𝑡 𝑎0, . , 𝑎𝑛

𝑛
𝑘=0 ∈ 𝐾}  et pour chaque entier naturel n , 𝐾𝑛[𝑋] = {∑ 𝑎𝑘𝑋

𝑘/𝑎0, . , 𝑎𝑛
𝑛
𝑘=0 ∈ 𝐾} .  



 
Divisibilité 

Soit 𝐴 et 𝐵 deux polynômes de 𝐾[𝑋] et 𝐵 non nul.  

La division euclidienne de 𝐴 par 𝐵 assure qu’∃! (𝑄, 𝑅) ∈ 𝐾[𝑋]²/𝐴 = 𝐵𝑄 + 𝑅 et deg(𝑅) < deg (𝐵) (Théorème de la division 

euclidienne). 

𝐵 divise 𝐴⇔∃𝑄 ∈ 𝐾[𝑋]/𝐴 = 𝐵𝑄  

⇔𝑙𝑒 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝐴 𝑝𝑎𝑟 𝐵 𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑢𝑙 

⇔⏟
𝑠𝑖 𝐵 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑐𝑖𝑛𝑑é

𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝐵 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝐴 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑢𝑛𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡é 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐴 𝑠𝑢𝑝é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟𝑒 𝑜𝑢 é𝑔𝑎𝑙𝑒 à 𝑐𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐵.   

.  

Racines-Multiplicité  

Soit 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] 𝑒𝑡 𝛼 ∈ 𝐾 𝑒𝑡 𝑚 ∈ ℕ. 

𝛼 est racine de 𝑃   

⇔ �̃�(𝛼) = 0   (déf) 

⇔ (𝑋 − 𝛼) divise 𝑃⟺∃𝑄 ∈ 𝐾[𝑋]/𝑃(𝑋) = (𝑋 − 𝛼)𝑄(𝑋). 

𝛼 est racine de 𝑃 dans 𝐾 d’ordre de multiplicité 𝑚  

⇔ {
∃𝑄 ∈ 𝐾[𝑋]/𝑃 = (𝑋 − 𝛼)𝑚𝑄(𝑋).

𝑒𝑡  �̃�(𝛼) ≠ 0
(déf) 

⇔ {
�̃�(𝛼) = 𝑃′̃(𝛼) = ⋯ = 𝑃(𝑚−1)̃ (𝛼) = 0 

𝑒𝑡 𝑃(𝑚)̃(𝛼) ≠ 0
.  

𝛼 est racine de 𝑃 dans 𝐾 d’ordre de multiplicité au moins 𝑚  

⇔ ∃𝑄 ∈ 𝐾[𝑋]/𝑃 = (𝑋 − 𝛼)𝑚𝑄(𝑋) (déf) 

⇔�̃�(𝛼) = 𝑃′̃(𝛼) = ⋯ = 𝑃(𝑚−1)̃ (𝛼) = 0 

𝑃 admet les racines distinctes 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑠 de multiplicité 𝑚1,𝑚2, … ,𝑚𝑠  

⇔ {
∃𝑄 ∈ 𝐾[𝑋]/𝑃∏ (𝑋 − 𝛼𝑘)

𝑚𝑘𝑠
𝑘=1 𝑄(𝑋).

𝑒𝑡 ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑠⟧, �̃�(𝛼𝑘) ≠ 0
 

⇔ {
∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑠⟧, �̃�(𝛼𝑘) = 0 = 𝑃′̃(𝛼𝑘) = ⋯ = 𝑃(𝑚𝑘−1)̃ (𝛼𝑘) = 0   

𝑒𝑡  𝑃(𝑚𝑘)̃(𝛼𝑘) ≠ 0
 

Si le polynôme 𝑃 de ℝ[𝑋] a une racine complexe 𝜔 non réelle de multiplicité 𝑚 alors  �̅� est aussi racine de 𝑃 de multiplicité 𝑚. 

𝑃 est scindé sur 𝐾 

⇔ 𝑃 𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑜𝑛 𝑛𝑢𝑙 𝑒𝑡 𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟é 1  (déf) 

⇔ 𝑖𝑙 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝜆 ∈ 𝐾∗𝑒𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑖𝑛𝑐𝑡𝑠 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑠 𝑒𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟𝑠 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙𝑠 𝑛𝑜𝑛 𝑛𝑢𝑙𝑠 𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑠 𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒:  

 𝑃 = 𝜆∏ (𝑋 − 𝛼𝑘)
𝑚𝑘

𝑠

𝑘=1
   (𝒍𝒂 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑠𝑐𝑖𝑛𝑑é𝑒 𝑑𝑒 𝑃 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐾[𝑋]) 

⇔

{
 
 

 
 
𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑠 de multiplicité au moins 𝑚1,𝑚2, … ,𝑚𝑠

𝑒𝑡    deg(𝑃) = ∑ 𝑚𝑘
𝑠
𝑘=0  

𝑒𝑡 𝜆 = 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)

. 

Le nombre de racines dans 𝐾 d’un polynôme non nul de 𝐾[𝑋] est inférieur à son degré.  

Le polynôme nul est le seul polynôme qui a plus de racines que son degré. 

Si 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑛

𝑘=0 , 𝑛 = deg(𝑃) ≥ 1, est scindé alors la somme ses racines est égale à …………..…………………………et le 

produit de ses racines est égal à …………..………………………… .  

Egalité de deux polynômes 

𝑃 = 0⇔tous les coefficients de 𝑃 sont nuls  

⇔𝑃 a une infinité de racines 

⇔𝑃 a plus de racines que son degré⟺𝑑𝑒𝑔(𝑃) < 0 

⟺∃𝛼 ∈ 𝐾/∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑃(𝑘)(𝛼) = 0. 

𝑃 = 𝑄⇔𝑃 𝑒𝑡 𝑄 𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑚ê𝑚𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠 (unicité des coefficients d’un polynôme) 

⇔ 𝑃 −𝑄 𝑎 𝑢𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑜𝑢 𝑝𝑙𝑢𝑠 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑔𝑟é  (nombre de racines du polynôme nul) 

⇔ ∃𝛼 ∈ 𝐾/∀𝑘 ∈ ℕ,𝑃(𝑘)(𝛼) = 𝑄(𝑘)(𝛼)   (formule de Taylor) 

⟺𝑃 et 𝑄 ont les mêmes coefficients dominants et les mêmes racines complexes avec la même multiplicité. (Forme scindée sur ℂ) 



 
Forme scindée-Factorisation en produit de facteurs irréductibles. 

Tout polynôme de ℂ[𝑋] non constant possède au moins une racine complexe.   (Théorème de d’Alembert-Gauss) 

Tout polynôme 𝑃 de ℂ[𝑋] non constant et de degré 𝑑 a exactement  𝑑 racines complexes comptées avec leur multiplicité et est 

scindée dans ℂ[X] (ou sur ℂ). Cette écriture sous forme scindée est unique.  

Les polynômes irréductibles de ℂ[𝑋] sont les polynômes de degré 1.  

Pour obtenir cette forme scindée sur ℂ,  

1. Je cherche les racines de 𝑃 ( évidente ou je résous �̃�(𝑧) = 0).  

2. Je cherche la multiplicité de chacune des racines de 𝑃 ( on regarde si ces racines sont aussi racines de 𝑃′, 𝑃′′ … . ) 

3. Je compte les racines trouvées avec leur multiplicité et je compare ce compte avec  𝑑𝑒𝑔(𝑃).  

4. Si j’ai toutes les racines, je cherche 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) et je donne la forme scindé.  

Tout polynôme 𝑃 de ℝ[𝑋] a un nombre pair de racines complexes non réelles et si 𝑃 a une racine complexe 𝜔 non réelle de 

multiplicité 𝑚 alors �̅� est aussi racine de 𝑃 de multiplicité 𝑚 et (𝑋 − 𝜔)𝑚(𝑋 − �̅�)𝑚 = (𝑋2 − 2𝑅𝑒(𝜔)𝑋 + |𝜔|²)𝑚divise  𝑃. 

Tout polynôme de ℝ[𝑋] degré impair a au moins une racine réelle.   

Les polynômes irréductibles de ℝ[𝑋] sont les polynômes de ℝ[𝑋] de degré 1 et ceux de degré 2 à discriminant strictement 

négatif. 

Tout polynôme 𝑃 de ℝ[𝑋] non constant s’écrit comme produit de facteurs irréductibles de ℝ[𝑋]    et  

Pour obtenir cette écriture,  

1.  je factorise 𝑃 dans ℂ[𝑋].  Puis dans cette factorisation ,  

2. j’isole les facteurs à racines réelles  

3.  je regroupe deux par deux les facteurs à racines complexes conjuguées pour faire apparaitre (𝑋2 − 2𝑅𝑒(𝜔)𝑋 +

|𝜔|²)𝑚 polynôme de degré 2 à discriminant strictement négatif.  

Rappel : Soit 𝑁 ∈ ℕ∗. Les racines 𝑁𝑖è𝑚𝑒𝑠 de l’unité sont :  ………… 

Si 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ∈ ℂ∗ (𝑟 ∈ ℝ+∗ 𝑒𝑡 𝜃 ∈ ℝ)  alors les racines 𝑁𝑖è𝑚𝑒𝑠 de 𝑎 sont ………. 

 

Décomposition en éléments simples.  

Si 𝐹 =
𝐴

𝐵
  est une fonction rationnelle réelle, alors les étapes de sa décomposition en éléments simples sont :  

1. J’effectue la division euclidienne de 𝐴 par 𝐵 : 𝐴 = 𝐵𝑄 + 𝑅 et deg(𝑅) < deg(𝐵) et je réécris 𝐹 =
𝐵𝑄+𝑅

𝑄
= 𝐵 +

𝑅

𝑄
.  

2. J’écris de manière théorique la décomposition en éléments simples de 𝐺 = 
𝑅

𝑄
.  

3.  Je cherche les coefficients de cette décomposition en utilisant lim
𝑥→𝛼

(𝑥 − 𝛼)𝑚𝐺(𝑥) , lim
𝑥→+∞

𝑥𝐺(𝑥), en utilisant des valeurs 

autorisées 𝐺(0), 𝐺(1)…, en utilisant la parité éventuelle de 𝐺.  

Application : calcul intégral, simplifications de sommes, calcul de dérivées nièmes.  

 

 

                                                                                                  


