Fonctions dérivables

Définition d’une fonction dérivable en a, dérivable a gauche et a droite en a , dérivable sur un domaine.

[OT@ ,yiste et est finie. Dans ce cas, lim ——— fx)-f(@) = f'(a) =
xX—a x—a x—a

nombre dérivé de f a en a etla droite d'équationy = f(a) + f'(a)(x — a) estla tangente 3 Cf ena.

f est continue a droite en a lorsquea € Df et ,}lﬂ%% ! (x) f @ =f;'(a) =

nombre dérivé a droite de f en a et la droite d’équation y = f(a) + f;' (a)(x — a) est la demi- tangente adroitede Cf en a.
f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de .

f estdérivable enun réel a lorsquea € Df et lim
x—-a

existe et est finie. Alors, lim,
x—a

Caractérisations de la dérivabilité

f dérivable en a sietssi f est dérivable a droite et 3 gauche en a et f;' (a) = f,'(a).
f dérivable ena et L = f'(a) sietssi f admet le DL;(a).: f(x) = f(a) + L(x — a) + 0,(x — a).

Opérations sur les fonctions dérivables

Si f et g sont dérivables en a et 1 est une constante alors Af, f + g et fg sont dérivables en a et (Af)'(a) = Af'(a),(f + g)'(a) =
f'@+g' (@ et (fg)' (@) = f'(@)g(a) + f(a)g'(a).

Si f et g sont dérivablesen a et g(a) # 0 anrsietisont dérivables en a et ( ) (a) =—

_ fl(@9(@-f(a)g'(a)
(a) ( ) (@ = g(a?
Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a) alorsg o f est dérivableen aet (geo f)'(a) = f'(a) X g'(f(a))

Si f et g sont dérivables sur D et A est une constante alors Af, f + g et f g sont dérivables sur D et
va € D,(Af)'(a) = Af'(a) et (f+g)'(a)=[f"(@+g'(a) et (fg)'(a)=f"(a)g(a)+f(a)g'(a).
Si f et g sont dérivables sur D et Va € D, g(a) # 0 alors letzsont dérivables sur D et

1y 8@ (1Y () - (@@ @ (a)
vaeD, (3)(@=-29 ¢ (L) (@ = (DO

Si f est dérivable sur D et g est dérivable sur E et Va € D, f(a) € E alors g o f est dérivable sur D et Va € D,

(gof)'(@=f'(@)xg'(f(@)

Théoréeme fondamentaux

Si I est un intervalle et a est un réel intérieur a I et f:I — R est dérivable en a et admet un extremum (local ou global) en a alors f’(a) = 0.
Sia et bsontdesréelstga < b et f estcontinue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et f(a) = f(b) alors il existe un réel c €]a, b|[ tel que
f©=0.

Siaeth sontdesréelstqa < b et f est coptinue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[alors il existe un réel ¢ €]a, b[ tel que f’(c) =
(EAF) =

Si f est continue sur I'intervalle I et dérivable sur [ et il existe un réel M tel que : Vt € 1 |f'(®)| < M alors f est M-lipschitzienne sur I.

fb)—f(a)
b-a

Si f est de classe C™*1 sur I'intervalle [ et il existe un réel M tel que : Vt € I, |[f ™V ()| < M alors V(a, b) € I?,
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Applications a I’étude de fonctions

Si f est continue sur l'intervalle I et dérivable sur I'intérieur de I alors

f est croissante sur 'intervalle I sietssi f” est positive sur l'intérieur de I .

f est décroissante sur l'intervalle I sietssi f” est négative sur I'intérieur de I .
f est constante sur l'intervalle [ sietssi f” est nulle sur I'intérieur de .

Si a est un élément de I' intervalle I et est continue en a et dérivable au moins sur I\{a} et lim f'(x) = L alors lim W =L
x—-a x—-a -

Si a est un élément de I' intervalle I et f est continue en a et dérivable au moins sur I\{a} et lim f'(x) = L € R alors f est dérivable en a et
x—-a

f'(a@) = L et f' est continue en a. .

g(x) six € I\{a}
{ Losix=a )
Si de classe C™ sur I\{a} et )lci_rgg(x) =Lget Yk € [1, n]],)lci_{r(llg(k) (x)=L,ER

Soitn € N*. [ est unintervalle,a € I,L,unréel et f:(

(k) i
alors f est de classe C™ sur I et Vk € [1,n], f ®: (x - {g () Shed(s Na} )
Lysix=a

Définition et propriété d’une fonction convexe/concave

f est convexe sur I'intervalle I lorsque Y(x, y) € I2,Vt € [0,1], f(tx + (1 — t)y) < tf (x) + (1 — ) f ().

f est concave sur l'intervalle I lorsque Y(x,y) € I2,Vt € [0,1], f(tx + (1 — £)y) = tf (x) + (1 — ) f ().

Si f est convexe (ou concave) sur I'intervalle I alors f est continue en tout point intérieur a I et est dérivable a droite et a gauche en tout point
intérieur a I.

Si f est convexe sur I'intervalle I alors V(a,b,c) € I3,(a< b < c = f(bz:g(a) < fO-f@) o f(b)_f(c))

c—a — b—c

Caractérisation d’une fonction convexe.

f est convexe sur l'intervalle I sietssi Va € I, 7,: (x = %) est croissante sur I\{a}.

Ici f est dérivable sur l'intervalle I. f est convexe sur l'intervalle I sietssi f’est croissante sur I sietssi V(a,x) € I, f(x) = f(a) +

fll@kx—-a).

Ici f est deux fois dérivable sur l'intervalle I. f est convexe sur l'intervalle I sietssi f'' > Osurl.




Propriétés de I'intégrale sur un segment d’une fonction continue (par morceaux).

Définition de I'intégrale de différentes fonctions

Une subdivision de [a, b] est une famille de réels (ay)r-o.ntels quea=ay < a; <a, << a1 <a, =b.
Une fonction en escalier sur [a, b] est une application e de [a, b] dans R telle qu’il existe une subdivision(ay)x=o.nde [a, b] et Vk €

[0,n — 1], e/ja,,a,,,[€St cOnstante. Si Vk € [0,n — 1], Vx €]ay, ax41l, €/ja, a,,,[(X) = Ak alors par définitionf[a‘b] e(x)dx =
f: e(x)dx = Y123 Ak (axs1 — ay). Cette définition est indépendante de la subdivision adaptée a e.
Si f est continue et réelle sur le segment [a, b] alors

— . . . b )
il existe une suite (e;) de fonctions en escalier sur [a, b] telle que sup(q p)|f — exl —= 0 () et (fa en(x)dx ) Nconverge vers un réel L
n-+o ne

. . . L b . a g A
et si (e,) est une autre suite de fonctions en escalier vérifiant (%) alors (fa e, (x)dx ) converge aussi vers ce méme réel L. Par définition,
neN

fbf(x)dx =L.

Si f est continue et complexe sur le segment [a, b] alorsf fo)dx —f Re(f(x))dx +lf Im(f(x))dx autrement dit,
b

Re(f f(x)dx) f Re(f(x))dx et Im(f f(x)dx) f Im(f (x))dx
a
Une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] est une application f de [a, b] dans R telle gu’il existe une

subdivision(ay)x=o.nde [a,b] et Vk € [0,n — 1], fi = f/ja,a,,,[€St cONtinue sur Jay, a1 [ et est prolongeable par continuité en a;, et
en ay41. Alors par définition, f:f(x)dx =Di=s f;k"“ﬁ(x)dx . Cette définition est indépendante de la subdivision adaptée a f.
Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b] alors par définition, fba fC)dx = — f:f(x)dx et f:f(x)dx = 0.

Si f est continue par morceaux sur un intervalle I alors V(a, b) € Iz,f;f(x)dx existe.

Propriétés générales

Relation de Chasles : Si f est continue (par mex) sur l'intervalle I alors V(a, b, c) € I?, f:f(t)dt = facf(t)dt + fcbf(t)dt .

Linéarité : Si f et g sont continues (par mcx) sur I'intervalle I alors V(a, ) € K%,V (a,b) € I?, f: af (t) + Bg(t)dt = a f; f@®dt +
B g(®)dt.

Positivité : Si f est réelle, continue (par mcx) et positive sur [a, b], alors f:f(t)dt = 0.

Croissance Si f et g sont réelles, continues (par mcx) et Vt € [a, b], f(t) < g(t) alors f; f®)dt < f:g(t)dt.

<|fr@lat.

Inégalité triangulaire : Si f est continue (par mcx) sur l'intervalle I alors V(a, b) € 12,

Théoreme fondamental de I'intégration et sa conséquence. Théoreme fondamental de calcul intégral

Si f est continue sur un intervalle I et a € [ alors (x ~ f;f(t)dt) est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a. Par conséquent,

toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur cet intervalle.
notation

Si f est continue sur l'intervalle I alors pour toute primitive F de f sur I, V(a, b) € I?, f;f(t)dt =F()—-F(a) £ [F(®]

Relation entre f et f’-IPP- CV

Si f est de classe C1 sur l'intervalle I et a € I alors Vx € I, f(x) = f(a) + f;f’(t)dt.

Si f et g sont de classe C* sur l'intervalle I alors ¥(a, b) € I? fbf’(t)g(t)dt = [f(g®)]s f f®)g'(t)dt.

Si @ estde classe C! sur I'intervalle I et f est continue sur ¢(I) alors Y(a, b) € I?, f‘p((ab))f(x)dx = fa flo()@' (t)dt.

Lemme d’annulation et sa contraposée

Si f est réelle, continue et positive sur l'intervalle [a, b] et f:f(t)dt = 0 alors Vx € [a, b], f(x) = 0.
Si f est continue , réelle et positive sur I'intervalle [a, b] et 3x € [a, b], f(x) # 0 alors f:f(t)dt >0.

Moyenne d’une fonction continue sur un segment. Inégalité et égalité de la moyenne

Lorsque f est continue (par mcx) sur [a, b], la moyenne de f entre a et b est ﬁf:f(t)dt (= a—ibfbaf(t)dt) .
Si f est continue et réelle sur [a, b], alors minj,, f < ﬁf:f(t)dt < maxpgpf -

Si f est continue (par mcx) sur l'intervalle I et bornée sur I alors V(a, b) € 12, |f;f(t)dt| < [sup;If1] X |b —al .
Si f est continue et réelle sur [a, b] alors 3c € [a, b], f(c) = —f f(@®)dt.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si f et g sont continues et réelles sur [a, b], alors (fbaf(t)g(t)dt)2 < (f;f(t)zdt)(fbag(t)zdt) .

Sommes de Riemann

Si f est continue sur [a, b] alors lim ﬁznil ( + Koo a)) f(t)dt

Cas particulier : Si f est continue sur [0,1] alors llm ; f (E) fo f)adt.

n




