Corrigé duDL9
Fonctions convexes, sommes de Riemann et intégrales

A. Une nouvelle inégalité de convexité.
1. Soit ¢ une fonction convexe sur un intervalle ouvert [ .
1.1 Rappeler sans démonstration la propriété de continuité vérifiées par ¢.

<

x1+x2+---+xn)

1.2 Démontrer par récurrence surn € N*, la propriété H(n): "pour tout (x4, X5, ..., X,) € I, @ ( m

P(x1)+@(x2)+.+9(xn) u
n

a g a . X1+Xp++Xn4q — _L I:(l) .. ] Xn+1
(indication : on remarquera que B — (1 n+1) - Cog+xy+ -+ x|+ il

2. Soit f une fonction continue sur un intervalle J tel que f(J) < I. Soit (a, b) € J* telque a < b.

2.1 Déterminer la limite de lirP %Z’ﬁ:lf (a + %_a)) et justifier que cette limite appartient a I.
n—-+oo

2.2 Déterminer la limite de lim lEﬁzl(p<f (a+m)).

n

2.3 Déduire de tout ce qui précede que <p( f f(t)dt) < —f @ © f(t)dt (indication : on choisira judicieusement

xk).
2.4 Enoncer un résultat analogue au 2.2 dans le cas ou ¢ est une fonction concave sur [.
B. Application

x
. Vn € N*,onpose [, = ﬁfln (1 + %) dx.
3.1 Justifier que : Vx > 0,In (1 + %) < i
3.2 En déduire que (I,,) est majorée.
3.3 Montrer en utilisant 2., que : Yn € N*,1In (I,) > ﬁfln xln (1 + i) dx.
3.4 En déduire que (I,,) est convergente de limite e.

w

1.1 ¢ étant une fonction convexe sur un intervalle ouvert I, @ est continue en tout point intérieur a I donc en tout point de

o
I puisque I estouvert (I =1). De plus ¢ est dérivable a droite et a gauche en tout point de /.

1.2 Soit H(n) la propriété : pour tout (x;, X5, ..., X,) € I, @ (xﬁxz:“””) < (p(xl)ﬂp(x;)hﬂp(x").

lp(xl) < ‘P(xl)
1

Initialisation : H(1) estvraie car pourtoutx; €I, ¢ (xll) p(x) =

Propagation : Soit n un entier naturel non nul. Je suppose que H(n) est vraie. Soit (x1, Xy, ..., X, Xp41) € I"T1. Montrons

que @ (x1+x2+-~-+xn+1) < @)+ x2)+-+o(xXn+1)
n+1 - n+1 '
Je remarque que W = (ﬁ) [(%) (g +x, + -+ xn)] + % = (1 - ﬁ) [( ) (g + x5+ + xn)] Intl Donc,
X1+x2++xn41) 1 1 Xn+1
(p( n+1 ) =9 [(1 n+1) [(n) e 2y + 00+ xn)] + n+1]'

Comme @ estconvexe et A = n%l €[01]etX =x,4, EletY = (%) ey +xy+ - +x,) €I(car (%) o+ + -+ xp)

est la moyenne des x4, x5, ..., X,, éléments de I, donc se trouve entre le max(x4, x5, ..., X,) et le min (x4, x5, ..., x,) donc

dans), p(AX + (1 —AY) < Ap(X) + (1 — V) e(Y) autrementdit,
o|(1-m)[G) et o+ 4 x| + 22 < (1= 7) 0 [(5) G + 20+ 30| + 17 @)

n+1 n+1 n+1

De plus, H(n) assure que ¢ [(%) (x; + 2, ++ xn)] < (p(xl)+<p(x;)+"+(p(x"). Donc, comme 1 — ﬁ >0,

_ 1 1 _ 1 YeGxD+te)+4o(n) _ 1 o(x)+e () +49(xn) _ 9(x1)+@(x2)+. 49 (xn)
(1 n+1) [( ) (X1 + X2 + + Xn)] = (1 n+1) n T n+1 n - n+1 -Et

@(x1)+o(x2)++9(Xn+1) oK !
o) .

x1+x2+--~+xn+1) < P(x1)+e(x2)+.+(xn) + 1

n+1 n+1 @(Xpe1) =

ainsi, <p(

J’en conclus que Vn > 1, H(n) est vraie.

2.1 f est continue sur Uintervalle J donc sur [a, b]. Alors le théoréme des sommes de Riemann assure que :

lim 22y f (@ +5%2) = [7 f(©)dt.Donc, i~y L f (a+5E2) = = [P F(0)t.

n-+4+oo N



f étant continue sur ], ﬁfab f()dt e [min]f, max,f] d’aprés le théoreme de la moyenne. Or, il existe ¢ € J tel
que f(c) = min;f.Comme f(J) c I,min;f = f(c) € I[ . De méme , max;f € I . Comme I est un intervalle, je peuxalors

affirmer que [min, f, max, f| < I. ’en déduis queﬁf;f(t)dt E Il

2.2 f estcontinue sur Uintervalle ] et ¢ est continue sur Uintervalle I et f(J) € I donc ¢ © f est continue surJ donc sur
P . . b—a on k(b—a)
[a, D]. Alors le théoréme des sommes de Riemann assure que 11r+n TZR:l o\f (a + —) f o(f(t))dt.
n-+oo

k(b—a)
n

o)) = L[ e(F(@)de.

k(b a)

L e
Donc, nl_l)rlloo nZk=1‘P <f (a +

2.3 PosonsVk € [1,n],a;, = a+——¢etx; = f(ay).Alors, a4, a,, ..., a, sontdesélémentsde J. Donc, xq,X;, ..., Xy

=)gn_ (p<f(a+k(b—a))>
sont des éléments de J. Alors d’aprés 1., @ (x1+m+x") < ‘P(x1)+;+(p(x") ie. @ ( Yuoof (a + Kb a))) < *

n

n

Comme @ est continue sur I, ¢ est continue en ﬁfabf(t)dt et par conséquent, lim 17 (% 1f (a .G a))) =
7 ( f f(t)dt) Alors, par passage a la limite dans 'inégalité (), je peux conclure que @ ( f f(t)dt)

= [ g o f(t)dt.

2.4 Si @ est concave sur [ et f est continue sur J et f(J) c Ialors (p( f f(t)dt) ia fabqo o f(t)dt.

* 1 n 1n\*
3.‘v’n(EN,onposeIn—Ef1 (1+;) dx.
3.1 JesaiSCIUBVt20.1r1(1+if)St.Donc‘v’x>O,t=%>0doncln(1 +£)§i_

1
3.2 DoncVx € [1,n],In (1 + i) < i . Alors comme exp est croissante, <1 + i) < ex etcomme la fonction

x 1\ X
(t o tX = e"l"“)) est aussi croissante, (1 + i) < (ei) = e. Ilen découle, par croissance de 'opérateur intégral,

X
que fln (1 + %) dx < fln edx = e(n — 1).Ainsi, I, < e. La suite I est donc majorée par e.
X
3.3. Inestconcave sur R** et f: (x » (1 + i) ) est continue sur R** et f(R*) c R**.Deplus, Vn € N*,1 et n sont
o i : . Lo AN
dans R™. Donc la question 2.4 assure que : ¥n € N, ln( f (1 + ) dx) = n—1f1 In ((1 + x) )dx.

L . 1 1
Ainsi, ¥n € N*,In (I,) > — [ xIn (1 + ;) dx.

3.4PosonsV, = —f xln ( i) dx.Alors, Vn € N*, I,, > e"n.
n
2 2
fln xln (1 + %) dx = flnx[ln(l +x) — In(x)]dx = [x? [In(1+x)— ln(x)]]1 - 1“% [ﬁ - ﬂ dx
_n 1 _M_l n? _M_l 1
- Zln(1+n) 2 2 [1+x]dx_ ln(1+ ) 2 [ 1+ dx

In(2)
2

2 1 In(2 1 1
=”71n(1+;)—ﬁ—z[—x+1n(1+x)]'f=%ln(1+;)—

2

_ % [-n+In(1+n)+ 1 —1In(2)]

1 1 _ n? 1\ @ 1 _ _ 1) , 1 In(+n)
n—lfl xln (1 + x) dx = D In (1 + n) D~ 200D [-n+In(1+n)+1-1In(2)]= =Y In (1 + n) +3 D)
n? 1\ _ 11 . n? 1\ _1 In(1+n) In (n+1) . In(x) _
Or, 2(n-1) In (1 + n) n>t®onn T 2 Donc, n1—1>r+r-loo 2(n-1) In (1 + n) Y De plus, 2(n-1) T 2m+1) ’ X1—1>r+1:100 = O par
In (n+1) In (n+1)

= 0 et par conséquent, lim

croissance comparée. Donc, lim
n-+o 2(n-1)

L Wy = 0.J’en déduis que llm = 1etpar

conséquent lim e'» = e. La suite (I,,), étant encadrée par deux suites de limite e, converge vers e.
n—+oo



