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Ex 1Une autre généralisation des accroissements finis

1. Soit a un réel et b un réel ou un infini tel que a < b.

Soit u et v deux fonctions définies sur un méme segment [a, b[ , a valeurs réelles et telles que :

e uetvsontcontinuessur[a,b|

e uetvsontdérivablessur]a, b[

e Vx €]a,b[,|u'(x)]| < v'(x).
Montrer en étudiant les fonctions u + v et u — v que : Vx € [a, b, |[u(x) — u(a)| < v(x) — v(a).
7.Posonsg =u+veth=u-—wv. Alors g et h sont continues sur [a, b[ et dérivables sur ]a, b[ puisque u et v le sont.
EtVx €la,b[,g'(x) =u'(x) + v'(x) et h'(x) = u'(x) — v'(x).
Or,Vx €la,b[,|[v'(x)| <v'(x) ie —v'(x)<u'(x)<v'(x) doncg’'(x)=0eth'(x)<0. Alors, g estcroissante et h
est décroissante sur [a, b[. Donc Vx € [a, b[, g(x) = g(a) et h(x) < h(a)i.e. u(x)+ v(x)=u(a)+v(a) et ulx) —
v(x) < u(a) —v(a).
Ainsi, Vx € [a,b[, —(v(x) —v(a)) < ux) —ula) < v(x) —v(a).
Cela signifie que Vx € [a, b[, |u(x) —u(a)| < v(x) — v(a).

2. APPLICATION : Soit f une fonction dérivable sur Uintervalle [a; +oo] telle que : xl_i)rJrnoo f(x) + f'(x) = 0.0n pose
h(x) = f(x)e*.
a. Soite > 0.Montrerque: 34 = a/Vx = A, |h'(x)| < gex.
b. Endéduire, en utilisant la généralisation des accroissements finis, que Vx > 4, |f(x)| < §+ |h(A)]|e~™.

c. Justifierque:3B = A/Vx = B, |f(x)| < e.
d. Qu’en déduit-on sur f ?
8. Soit f une fonction dérivable sur Uintervalle [a; + o] telle que : lirp f(x) + f'(x) = 0.0n pose h(x) = f(x)e*.
X—+00

a.Soit € > 0.h estdérivable sur [a;+o[ etVx = a,h'(x) = (f’(x) + f(x))ex donc 1ir:1 hK(x)e™*=0
X—400
Alors 34 = a/Vx = A, |k (x)e™| < g i.e. [h (x)|e™™ SE donc3dA = a/Vx = A, |h'(x)| < gex.

b. Alors en utilisant 7. avec u(x) = h(x) et v(x) = fe" sur [A, +oo[,j' obtiens : Vx = A4, |h(x) — h(4)] < %e" — ge“‘ .
Donc, Vx = A4, |f(x)e* h(A)I <: ~e ——eA donc |f(x)e"| — (A < |f(x)e* — h(4)] < %ex —ge*‘.

Ainsi, Vx > 4, e*|f(x)| < = ~e* eA + Ih(A)l

et alors, puisque e* > 0, Vx > A lf(x)] <= ——eA *+ |h(A)|e™™ < §+ |h(A)|e™™.

£
car EeA‘x>0

c. |h(A)| étant une constante, lil’P |h(A)|e™ = 0.Donc, 3C = 0/Vx = C, ||h(A)|e"‘| < 2
X—+00
Posons B = max(4,C).Alors,B = A et Vx = B, |f(x)| S§+ §= €

d. Nous pouvons alors conclure que liI_El fx)=0.
X—+00

Soient f : ([a,b] = R) telle que f, f'et f"sont définies et continues sur [a, b] et f” est dérivable sur ]a, b[.
®3)
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que: f(b) = f(a) + —(f (a) + f' (b)) M.

Indication : on introduira g(x) = f(x) — f(a) — (xTa) (f )+ f’ (a)) — A(x — a)3 ou A est une constante que l’'on choisira
judicieusement.

Soitg(x) = f(x) — f(a) — (x;—a) (f’(x) + f’(a)) — A(x — a)® ou A est une constante que l'on va choisir de sorte que g vérifie
les hypothéses de théoréme de Rolle. g est de classe Clsur [q, b] et deux -fois dérivable sur ]a, b[.

Et,Vx € [a,b],g'(x) = %(f’(x) - f'(a)) — (x;—a) f"(x) —3A(x —a)? etVx €]a,b[,g"(x) = @(f”’(x) —124).

Donc, g(a) = g'(a) = 0.
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(b—a)3
existe donc unréel d €]a, b[ telque : g’'(d) = 0. Comme f’ est continue sur [a, d] et dérivable sur Ja,d[ et g'(d) = g'(a) =

lll

0, ilexiste unréelc €]a,d[telque: g"(c) =0 etdonc@(f”’(c) — 124) = O etfinalement, A = — L ainsi,

Choisissons A tel que g(b) = 0. Donc, prenons A = . Alors, appliquons le théoreme de Rolle a g : il
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TRmE f (C) etj’en conclus que: f(b) = f(a) + —(f (@) + f' (b)) M




