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DL 11 

Calcul de la limite de 𝑺𝒏 = ∑
𝟏

𝒌²

𝒏
𝒌=𝟏  quand 𝒏 → +∞.  

 
 

A. Première méthode par les polynômes 
Soit 𝑛 un entier strictement positif et 𝑃𝑛 =

1

2𝑖
[(𝑋 + 𝑖)2𝑛+1 − (𝑋 − 𝑖)2𝑛+1]. 

1. Montrer que 𝑃𝑛  appartient à ℝ [𝑋]. Préciser le terme dominant de 𝑃𝑛. 
2. Montrer que 𝑃𝑛  est scindé sur ℝ  (dans ℝ [𝑋]) et déterminer sa forme scindée.   
3. Montrer qu’il existe un polynôme 𝑄𝑛  de ℝ[𝑋] tel que  𝑃𝑛(𝑋) = 𝑄𝑛(𝑋2). 
4. Factoriser 𝑄𝑛  sous forme scindée dans ℝ [𝑋]. 

5. Calculer les sommes : 𝑆𝑛 = ∑ 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛² (
𝑘𝜋

2𝑛+1
) 𝑛

𝑘=1  et  𝑇𝑛 = ∑
1

𝑠𝑖𝑛2(
𝑘𝜋

2𝑛+1
)
 𝑛

𝑘=1 . 

6. Prouver l’inégalité suivante :  ∀𝑥 ∈ ]0,
𝜋

2
[ , 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛²(𝑥) ≤

1

𝑥2 ≤
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
 . 

7. En déduire  lim
𝑛→+∞

∑
1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 =

𝜋2

6
.  

 
B.  Deuxième méthode par l’intégration 

On pose 𝑆𝑛 = ∑
1

𝑘²

𝑛
𝑘=1      

1. Justifier que la suite  (𝑆𝑛) converge.  
2. Prouver que si 𝑓 est une fonction réelle de classe 𝐶1sur [𝑎, 𝑏] alors lim

𝑛→+∞
∫ 𝑓(𝑥) sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 0 

3. Montrer que 𝜑: (𝑡 ↦ {
t

sin (𝑡)
 𝑠𝑖 𝑡 ∈]0,

𝜋

2
] 

1 𝑠𝑖 𝑡 = 0
) est de classe 𝐶1 sur [0,

𝜋

2
], on donnera une expression 𝜑′ . 

4. Posons ℎ(𝑡) = 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐. Trouver les réels 𝑎,  𝑏 𝑒𝑡 𝑐  tels que ℎ(0) = 0 et ∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∫ ℎ(𝑡) cos(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 =
1

𝑛2

𝜋

0
 .  

5.  Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que : ∀𝑡 ∈ [0, 𝜋], ℎ(𝑡) ∑ cos(𝑘𝑡)𝑛
𝑘=1 = (

𝑡

2𝜋
− 1) 𝜑 (

𝑡

2
) sin (

2𝑛+1

2
𝑡) −

1

2
(

𝑡2

2𝜋
− 𝑡) .              

6. En déduire que  𝑆𝑛 = 2 ∫ (
𝑢

𝜋
− 1) 𝜑(𝑢) sin((2𝑛 + 1)𝑢)

𝜋

2
0

𝑑𝑢 −
1

2
∫ (

𝑡²

2𝜋
− 𝑡)

𝜋

0
𝑑𝑡.  

7. En déduire que lim
𝑛→+∞

∑
1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 =

𝜋2

6
 .   

 
 
 


