
INTEGRATION :  

Sommes de Riemann : Calculer les limites quand 𝑛 → +∞ de   𝑤𝑛 = √∏ (1 +
𝑘

𝑛
)𝑛

𝑘=1

𝑛
   et   𝑠𝑛 = ∑

𝑘

𝑘2+𝑛²

2𝑛
𝑘=𝑛     

1. ∀𝑛 > 0,𝑤𝑛 > 0 donc 𝑢𝑛 = 𝑙𝑛(𝑤𝑛) existe et 𝑤𝑛 = 𝑒
𝑢𝑛. 

∀𝑛 > 0, 𝑢𝑛 = ln(√∏ (1 +
𝑘

𝑛
)𝑛

𝑘=1

𝑛
   ) =

1

𝑛
ln (∏ (1 +

𝑘

𝑛
)𝑛

𝑘=1 ) =
1

𝑛
∑ ln (1 +

𝑘

𝑛
)𝑛

𝑘=1 =
1

𝑛
∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)𝑛

𝑘=1  𝑜ù 𝑓(𝑡) = ln(1 + 𝑡).  

Comme 𝑓 est continue sur [0,1] 𝑒𝑡 𝑢𝑛est une somme de Riemann de 𝑓 sur [0,1],  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= ∫ 𝑙𝑛(1 + 𝑡)𝑑𝑡

1

0
=⏟

𝐶𝑉 𝑢=1+𝑡

∫ 𝑙𝑛(𝑢)𝑑𝑢
2

1
= [𝑢𝑙𝑛(𝑢) − 𝑢]1

2 = 2𝑙𝑛(2) − 1.   

Alors lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛=𝑒2𝑙𝑛(2)−1 = 𝑒2𝑙𝑛(2)𝑒−1 = 𝑒𝑙𝑛(4)𝑒−1  =
4

𝑒
.  

 
2. Soit 𝑛 > 0.  

𝑠𝑛 = ∑
𝑘

𝑘2+𝑛²

2𝑛
𝑘=𝑛 =⏟

𝑘=𝑝+𝑛
𝑝=𝑘−𝑛

∑
𝑝+𝑛

(𝑝+𝑛)2+𝑛²

𝑛
𝑝=0 = ∑

𝑛(
𝑝

𝑛
+1)

𝑛2[(
𝑝+𝑛

𝑛
)2+1]

𝑛
𝑝=0 =

1

𝑛
∑

(
𝑝

𝑛
+1)

[(
𝑝

𝑛
+1)2+1]

𝑛
𝑝=0 =

1

𝑛
∑ 𝑓 (

𝑝

𝑛
)𝑛

𝑝=0  𝑜ù 𝑓(𝑡) =
(𝑡+1)

[(𝑡+1)2+1]
.  Ainsi,  

𝑠𝑛 =
1

𝑛
∑ 𝑓 (

𝑝

𝑛
)𝑛−1

𝑝=0 +
1

𝑛
𝑓(1). Comme 

1

𝑛
∑ 𝑓 (

𝑝

𝑛
)𝑛−1

𝑝=0  est une somme de Riemann de 𝑓 sur [0,1] et 𝑓 est continue sur [0,1],  

lim
𝑛→+∞

1

𝑛
∑ 𝑓 (

𝑝

𝑛
)𝑛−1

𝑝=0 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 et par suite, lim

𝑛→+∞
𝑠𝑛 = 

1

𝑛
∑ 𝑓 (

𝑝

𝑛
)𝑛−1

𝑝=0  (puisque lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝑓(1) = 0). 

Or, ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= ∫

(𝑡+1)

[(𝑡+1)2+1]
𝑑𝑡

1

0
= ∫

𝑢

[𝑢2+1]
𝑑𝑢

2

1
=
1

2
∫

2𝑢

[𝑢2+1]
𝑑𝑢

2

1
=

1

2
[ln(𝑢2 + 1)]1

2 =
1

2
ln (

5

2
).  Ainsi, lim

𝑛→+∞
𝑠𝑛 =

1

2
ln (

5

2
). 

 

Lemme d’annulation : Soit 𝑓 et 𝑔 deux fonctions réelles et continues sur [0,1] telles que : ∫ 𝑓2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑔2(𝑡)𝑑𝑡 = 0
1

0
. 

Montrer que ∀𝑡 ∈ [0,1], 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡) = 0.  

• (𝑡 ↦ 𝑓2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑔2(𝑡)) est continue sur [0,1] 

• ∀𝑡 ∈ [0,1], 𝑓2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑔2(𝑡) = (𝑓(𝑡) +
1

2
𝑔(𝑡))

2

+
3

4
𝑔2(𝑡) ≥ 0 

• ∫ 𝑓2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑔2(𝑡)𝑑𝑡 = 0
1

0
.  

Alors le lemme d’annulation assure que ∀𝑡 ∈ [0,1], 𝑓2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑔2(𝑡) = 0.  

Autrement dit, ∀𝑡 ∈ [0,1], (𝑓(𝑡) +
1

2
𝑔(𝑡))

2

⏟          
≥0

+
3

4
𝑔2(𝑡)⏟    
≥0

= 0 ← somme nulle de réels positifs.  

J’en déduis que ∀𝑡 ∈ [0,1],
3

4
𝑔2(𝑡) = 0 𝑒𝑡 (𝑓(𝑡) +

1

2
𝑔(𝑡))

2

= 0. Alors, ∀𝑡 ∈ [0,1], 𝑔(𝑡) = 0 puis 𝑓(𝑡) = 0.  

 

Théorème fondamental de l’intégration et théorème fondamental de calcul intégral : Soit 𝑓: (𝑥 ↦ ∫
1

ln(𝑡)
𝑑𝑡)

𝑥2

𝑥
.  

1) Justifier que 𝑓 est définie, continue et dérivable sur ]1,+∞[ et sur ]0,1[.  

2) Déterminer les variations de 𝑓sur ]0,1[∪ ]1,+∞[. 

1) Soit 𝑔(𝑡) =
1

𝑙𝑛(𝑡)
.  

𝑔(𝑡)𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 ⟺ {
ln(𝑡) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒
ln(𝑡) ≠ 0

⟺ 𝑡 ∈]0,1[∪]1,+∞[.𝐷𝑜𝑛𝑐, 𝐷𝑔 =]0,1[∪]1,+∞[. De plus, 𝑔 est continue sur 𝐷𝑔 =]0,1[∪]1,+∞[.  

Sur l’intervalle ]0,1[, le 𝑇𝐹𝐼 assure que  𝑔 admet une primitive 𝐺1. Alors le TFCI assure que pour tous réels 𝑎 et 𝑏 dans ]0,1[,  

∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 𝐺1(𝑏) − 𝐺1(𝑎). En particulier, si 𝑥 ∈]0,1[ alors 𝑥2 ∈]0,1[ donc 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑥2

𝑥
= 𝐺1(𝑥²) − 𝐺1(𝑥) existe !!  

Sur l’intervalle ]1,+∞[, 𝑙𝑒 𝑇𝐹𝐼 assure que  𝑔 admet une primitive 𝐺2. Alors le 𝑇𝐹𝐶𝐼 assure que pour tous réels 𝑎 et 𝑏 dans 

]1,+∞[,  ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 𝐺2(𝑏) − 𝐺2(𝑎). En particulier, si 𝑥 ∈]1,+∞[ alors 𝑥2 ∈]1,+∞[ donc 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑥2

𝑥
= 𝐺2(𝑥²) −

𝐺2(𝑥) existe !!  

2) ∀𝑥 ∈]0,1[ ,  𝑓(𝑥) = 𝐺1(𝑥²) − 𝐺1(𝑥). Comme (𝑥 ↦ 𝑥2) et 𝐺1 sont de classe 𝐶1 sur ]0,1[ 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈]0,1[ , 𝑥² ∈]0,1[ , 

(𝑥 ↦ 𝐺1(𝑥
2)) est de classe 𝐶1 sur ]0,1[ et finalement  𝑓 est de classe 𝐶1 sur ]0,1[.  

De plus, ∀𝑥 ∈]0,1[ ,  𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝐺1
′(𝑥2) − 𝐺1

′(𝑥) = 2𝑥𝑔(𝑥2) − 𝑔(𝑥) =
2𝑥

ln(𝑥2)
−

1

ln(𝑥)
=

𝑥

ln(𝑥)
−

1

ln(𝑥)
=

𝑥−1

ln(𝑥)
> 0 (𝑐𝑎𝑟 𝑥 <

1 donc ln(𝑥) < 0) . Donc 𝑓 est strictement croissante sur l’intervalle ]0,1[. 

De même, 𝑓 est de classe 𝐶1 sur ]1,+∞[ et 𝑓′(𝑥) =
𝑥−1

ln(𝑥)
> 0 et  𝑓 est strictement croissante sur l’intervalle ]1,+∞[ . 

 

 

 

 

 

 

 



Croissance de l’opérateur intégral. Théorème des gendarmes (encore appelé le théorèln(t)-ln(1)me de LIMITE PAR 

ENCADREMENT ) et égalité des accroissements finis  

(suite de l’exercice précédent) 

3) Déterminer les limites de 𝑓 en 0 puis +∞.  

4) Soit 𝑥 ∈]1,+∞[. Montrer, grâce à l’égalité des accroissements finis, que ∀𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥2]. 
1

𝑥2
≤
ln(𝑡)

𝑡−1
≤ 1.  

5) En déduire la limite de 𝑓 en 1+.  

6) Déterminer la limite de 𝑓 en 1−. 

3) limite de 𝒇 en  +∞ :  

Soit 𝑥 > 1. Alors 𝑥 < 𝑥². ∀𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥2], 0 < ln(𝑥) ≤ ln(𝑡) ≤ ln(𝑥2) = 2 ln(𝑥)  𝑑𝑜𝑛𝑐 
1

2 ln(𝑥)
≤   

1

ln(𝑡)
≤

1

ln(𝑥)
. Alors par croissance 

de l’opérateur intégral appliqué aux fonctions (𝑡 ↦
1

2 ln(𝑥)
) , (𝑡 ↦ 

1

ln(𝑡)
) 𝑒𝑡 (𝑡 ↦

1

ln(𝑥)
) continues sur le segment [𝑥, 𝑥2],  

∫
1

2 ln(𝑥)
𝑑𝑡

𝑥2

𝑥

≤ ∫
1

ln(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥2

𝑥

≤ ∫
1

ln(𝑥)
𝑑𝑡

𝑥2

𝑥

. 

Donc, ∀𝑥 ∈ ]1,+∞[,
𝑥2−𝑥

2ln (𝑥)
≤ 𝑓(𝑥) ≤

𝑥2−𝑥

ln (𝑥)
  (∗).   

Or, 
𝑥2−𝑥

2ln (𝑥)
~+∞

𝑥2

2ln (𝑥)
 et lim

𝑥→+∞

𝑥2

ln (𝑥)
 =⏞
𝑐𝑐

+∞.  Donc, lim
𝑥→+∞

𝑥2−𝑥

2l n(𝑥)
 = +∞. Alors, l’encadrement (∗) permet d’affirmer que 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞. 

De plus, ∀𝑥 ∈ ]1,+∞[,
𝑥−

1

𝑥

2l n(𝑥)
≤

𝑓(𝑥)

𝑥
≤

𝑥−
1

𝑥

ln (𝑥)
  (∗).  Donc  lim

𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞. Donc Cf a une branche parabolique de direction 

asymptotique (𝑂𝑦) 

 

limite de 𝒇 en  0 :  

Soit 𝑥 ∈]0,1[. Alors 𝑥² < 𝑥. ∀𝑡 ∈ [𝑥2, 𝑥], ln(𝑥2) ≤ ln(𝑡) ≤ ln(𝑥) < 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 
1

ln(𝑥)
≤   

1

ln(𝑡)
≤

1

2 ln(𝑥)
< 0. Alors par croissance de 

l’opérateur intégral appliqué aux fonctions (𝑡 ↦
1

2 ln(𝑥)
) , (𝑡 ↦  

1

ln(𝑡)
) 𝑒𝑡 (𝑡 ↦

1

ln(𝑥)
) continues sur le segment [𝑥², 𝑥],  

∫
1

ln(𝑥)
𝑑𝑡

𝑥

𝑥²

≤ ∫
1

ln(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥

𝑥²

≤ ∫
1

2ln(𝑥)
𝑑𝑡

𝑥

𝑥²

. 

Donc, ∀𝑥 ∈ ]0,1[,
𝑥−𝑥2

l n(𝑥)
≤ −𝑓(𝑥) ≤

𝑥−𝑥2

2l n(𝑥)
 et finalement,  

𝑥2−𝑥

l n(𝑥)
≥ 𝑓(𝑥) ≥

𝑥²−𝑥

2l n(𝑥)
  (∗∗).   

Or,  lim
𝑥→0

𝑥2−𝑥

2l n(𝑥)
 = lim

𝑥→0

𝑥²−𝑥

l n(𝑥)
 = 0.   Donc, l’encadrement (∗∗) permet d’affirmer que lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = 0. 

4) Soit 𝑥 ∈]1,+∞[ et 𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥2]. 𝑙𝑛 est continue et dérivable sur [1, 𝑡]. Donc l’𝐸𝐴𝐹 assure qu’il existe 𝑐 ∈]1, 𝑡[ tel que : 
ln(𝑡)−ln (1)

𝑡−1
= 𝑙𝑛′(𝑐) =

1

𝑐
 . Comme 𝑐 ∈]1, 𝑡[,

1

𝑐
∈]

1

𝑡
, 1[ . 

1

𝑡
≤

ln(𝑡)

𝑡−1
≤ 1. Comme 𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥2],

1

𝑡
≥

1

𝑥2
. Ainsi, 

1

𝑥²
≤
ln(𝑡)

𝑡−1
≤ 1.  

5) limite de 𝒇 en  𝟏+:  

D’après ce qui précède, pour tous 𝑥 ∈]1,+∞[ et 𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥2], 1 ≤
t−1

ln (𝑡)
≤ 𝑥² et 

1

t−1
≤

1

ln(𝑡)
≤

𝑥2

t−1
  (car t − 1 > 0).  

Donc par croissance de l’opérateur intégral appliquée aux fonctions (𝑡 ↦
1

𝑡−1
), (𝑡 ↦

1

ln(𝑡)
)et (𝑡 ↦

𝑥²

𝑡−1
) continues sur [𝑥, 𝑥²], 

∫
1

𝑡−1

𝑥²

𝑥
𝑑𝑡 ≤ ∫

1

ln(𝑡)

𝑥2

𝑥
𝑑𝑡 ≤ ∫

𝑥2

𝑡−1

𝑥2

𝑥
𝑑𝑡 = 𝑥² ∫

1

𝑡−1

𝑥²

𝑥
𝑑𝑡  et finalement, [ln|𝑡 − 1|]𝑥

𝑥² ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥²[ln|𝑡 − 1|]𝑥
𝑥².  

Donc ∀𝑥 ∈]1,+∞[, ln (
𝑥2−1

𝑥−1
) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥² ln (

1−𝑥2

1−𝑥
) i.e. ln(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥² ln(𝑥 + 1) (∗∗∗).  

Or,  lim
𝑥→1+

ln(𝑥 + 1) = lim
𝑥→1+

𝑥2ln(1 + 𝑥) = ln (2).   Donc, l’encadrement (∗∗∗) permet d’affirmer que lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = ln (2). 

6) Soit 𝑥 ∈ ]0,1[ et 𝑡 ∈ [𝑥², 𝑥]. 𝑙𝑛 est continue et dérivable sur [𝑡, 1]. Donc l’𝐸𝐴𝐹 assure qu’il existe 𝑐 ∈]𝑡, 1[ tel que : 
ln(𝑡)−ln (1)

𝑡−1
= 𝑙𝑛′(𝑐) =

1

𝑐
 . Comme 𝑐 ∈]𝑡, 1[,

1

𝑐
∈]1,

1

𝑡
[ . 1 ≤

ln(𝑡)

𝑡−1
≤

1

𝑡
. Comme 𝑡 ∈ [𝑥², 𝑥],

1

𝑡
≤

1

𝑥²
. Ainsi, 1 ≤

ln(𝑡)

𝑡−1
≤

1

𝑥2
.  

7) Alors, pour tous 𝑥 ∈]0,1[ et 𝑡 ∈ [𝑥2, 𝑥], 𝑥² ≤
t−1

ln (𝑡)
≤ 1 et 

𝑥²

𝑡−1
≥

1

ln(𝑡)
≥

1

t−1
 .  

Donc par croissance de l’opérateur intégral appliquée aux fonctions (𝑡 ↦
1

1−𝑡
), (𝑡 ↦

1

ln(𝑡)
) 𝑒𝑡 (𝑡 ↦

𝑥²

1−𝑡
) continues sur [𝑥², 𝑥], 

∫
𝑥²

𝑡−1

𝑥

𝑥²
𝑑𝑡 ≥ ∫

1

ln(𝑡)

𝑥

𝑥2
𝑑𝑡 ≥ ∫

1

𝑡−1

𝑥

𝑥2
𝑑𝑡 𝑒t finalement, [ln|𝑡 − 1|]𝑥2

𝑥 ≤ −𝑓(𝑥) ≤ 𝑥²[ln|𝑡 − 1|]𝑥²
𝑥 . 

Donc ∀𝑥 ∈]0,1[, 𝑥²ln (
1−𝑥

1−𝑥²
) ≥ −𝑓(𝑥) ≥ ln (

1−𝑥2

1−𝑥
) i.e. − ln (

1

𝑥+1
) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥² ln (

1

𝑥+1
).  

Or,  lim
𝑥→1−

𝑥²ln(
1

𝑥+1
) = lim

𝑥→1+
ln (

1

𝑥+1
) = ln (

1

2
) = −ln (2). Donc, je peux affirmer que lim

𝑥→1−
𝑓(𝑥) = ln (2) et ainsi conclure que 

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = ln (2).  

Ainsi,𝑓 est prolongeable par continuité en 1 par ln(2) 𝑒𝑡 en 0 par 0.  

 

 



Inégalité de Cauchy-Schwarz 

Soit 𝑢 et 𝑣 deux fonctions continues sur [0,1],réelles, positives et telles que : ∀𝑥 ∈ [0,1], 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) ≥ 1.  

Montrer que [∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑥
1

0
] × [∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥

1

0
] ≥ 1.  

Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions √𝑢 𝑒𝑡 √𝑣 qui sont définies set continues sur [0,1] puisque u et v sont 

continues et positives sur [0,1] : [∫ √𝑢(𝑥)√𝑣(𝑥)𝑑𝑥
1

0
]
2

≤ [∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑥
1

0
] × [∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥

1

0
]. 

Or, ∀𝑥 ∈ [0,1], 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) ≥ 1 donc, par croissance de la fonction racine carrée,  ∀𝑥 ∈ [0,1],√𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) ≥ 1 donc puisque 

𝑢(𝑥) ≥ 0 𝑒𝑡 𝑣(𝑥) ≥ 0,  √𝑢(𝑥)√𝑣(𝑥) ≥ 1. Alors par croissance de l’opérateur intégral appliquée aux fonctions √𝑢√𝑣 𝑒𝑡 1  

continues sur [0,1], ∫ √𝑢(𝑥)√𝑣(𝑥)𝑑𝑥
1

0
≥ ∫ 1𝑑𝑥

1

0
= 1. Alors, j’en déduis que :  [∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑥

1

0
] × [∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥

1

0
] ≥ 1. 


