INTEGRATION :

. i n k
Sommes de Riemann : Calculer les limites quand n —» +oode w,, = e (1 AF ;) et s, =Y "k2+n
1. vn>0,w, > 0doncu, = In(w,) existe et w,, = e¥n.
n k 1 k 1 K\ _ 1 A
Vn>0,un=1n< 221(1+;) >=;1n( [ (1+1—1))=;Zﬁ=1ln(1+;)=;§:’,§=1f(;) ou f(t) =In(1 +1t).

Comme f est continue sur [0,1] et u,est une somme de Riemann de f sur [0,1],
lim_w, = fy f(©dt = [ in(1 + t)de = [P m(uydu = [uln(w) — ul} = 2in(2) - 1.
n—-+4+oo

CV u=1+t
Alors lim w,=e?m(@)~1 = g2in(2)p=1 = pln(4)p-1 = R
n-+oo e
2. Soitn > 0.
14 |4
_ \y'2n k _ n ptn  _ vn n(ﬁ+1) _1lyn (H'H) _1lgn (E) \ _ (D P
Sp = Zk:n K242 o Zp:O (p+n)2+n? - p:onz[(an)2+1] = L 4p=0 [—(%+1)2+1] = p:Of n ou f(t) = —[(t+1)2+1]' A|n5|,

k=p+n

p=k-n

Sp = % g;é (2) lf(l) Comme b (%) est une somme de Riemann de f sur [0,1] et f est continue sur [0,1],
lim = p=0 (;) = fo f(t)dt et par suite, lim Sy =12”21 (2) (puisque nl_i)r)frloo%f(l) =0).

n-+oon
Or, folf(t)dt = folﬁdt = flz du = - [ln(u2 + 1] = %ln G) Ainsi, lim s, = ln (g)

[(t+1)2+1]

[u2+1 = _f [u +1]

Lemme d’annulation : Soit f et g deux fonctions réelles et continues sur [0,1] telles que : folfz(t) + f(t)g(t) + g*(t)dt = 0.
Montrer que Vt € [0,1],f(t) = g(t) = 0.
o (te f2(t) + f(t)g(t) + g?(t)) est continue sur [0,1]

2
o Vee[DILFIO +FO9O + O = (F©O +19®) +2g?® 20

1
o Jy P+ f(0g @) + g*(D)dt = 0.
Alors le lemme d’annulation assure que Vt € [0,1], f2(t) + f(t)g(t) + g2(t) = 0.
2
Autrement dit, vt € [0,1], (f(t) + %g(t)) + %gz(t) = 0 « somme nulle de réels positifs.

[ —
>0 =0

2
Jen déduis que Vt € [0,1],-g“(t) =0et t)+-g(t = 0. Alors, Vt € [0,1], g(t) = 0 puis f(t) = 0.
‘en déd [0,1]2g%(®) = 0et (f() +59(®)) =0.A [0,1], 9(8) = 0 puis f(£) = 0

2
Théoréme fondamental de I'intégration et théoréme fondamental de calcul intégral : Soit f: (x — f; ﬁ dt).

1) Justifier que f est définie, continue et dérivable sur |1, +oo[ et sur ]0,1].
2) Déterminer les variations de fsur]0,1[U ]1, +ool.
1) Soit g(t) = %

In(t) existe
In(t) #0
Sur I'intervalle ]0,1[, le TFI assure que g admet une primitive G,. Alors le TFCl assure que pour tous réels a et b dans ]0,1],

2
ff g(t)dt = G,(b) — G,(a). En particulier, si x €]0,1[ alors x2 €]0,1[ donc f(x) = fxx g@®)dt = G,(x*) — G,(x) existe !!
Sur I'intervalle |1, +oo[,le TFI assure que g admet une primitive G,. Alors le TECI assure que pour tous réels a et b dans

11, +oo], fabg(t)dt = G,(b) — G,(a). En particulier, si x €]1,+oo[ alors x? €]1,+oo[ donc f(x) = fxng(t)dt = G,(x?) —
G,(x) existe !

2) Vx €]0,1[, f(x) = G;(x?) — G,(x). Comme (x ~ x?2) et G, sont de classe C* sur]0,1[ et Vx €]0,1[,x* €]0,1[,

(x » G;(x?)) est de classe C* sur ]0,1[ et finalement f est de classe C* sur ]0,1[.

g()existe & { © t €]0,1[U]1,+oo[.Donc, Dg =]0,1[U]1, +oo[. De plus, g est continue sur Dg =]0,1[U]1, +ool.

De plus, Vx €]0,1[, f'(x) = 2xG;(x?) — G;(x) = 2xg(x?) — g(x) = ln(xz) ﬁ = ln)(cx) - ﬁ 1):1(x) > 0 (car x <
1 donc In(x) < 0) . Donc f est strictement cr0|ssante surI intervalle ]0, 1[
De méme, f est de classe C! sur]1, +oo[ et f'(x) = [

()



Croissance de I'opérateur intégral. Théoréme des gendarmes (encore appelé le théoreln(t)-In(1)me de LIMITE PAR
ENCADREMENT ) et égalité des accroissements finis
(suite de I’exercice précédent)

3) Déterminer les limites de f en 0 puis +co.
ln(t)
t-1

4) Soit x €]1,+o0[. Montrer, grace a I’égalité des accroissements finis, que Vt € [x, xz] =—=<1

5) Endéduire lalimite de f en 17,
6) Déterminer la limite de f en 17.
3) limitede fen +co:

Soit x > 1. Alors x < x2. Vt € [x,x2],0 < In(x) < In(t) < In(x?) = 2In(x) donc

< L <
Zln(x)_ In(t) — ln(x)

. Alors par croissance

;. o L . 1 1
de I'opérateur intégral appliqué aux fonctions (t - Zln(x)) , (t - ln(t)) et (t e )) continues sur le segment [x, x?],
2

x 1 x2 1 x2 1
—dt Sf ——dt Sf ——dt
fx 21In(x) . In(t) . In(x)

Donc, Vx € ]1, + [Zln()_f( )_ln(x)()

xZ—x x? . 2 Cr"_’C\ x2-x _ ’
IR et xlirllw o + oo. Dong, xETw ) = +o0. Alors, 'encadrement (*) permet d’affirmer que
hm f(x) = +oo.
. ) Py @)
X x *x x) _ n . q
De plus, Vx € |1, + o], Tn00) < . ln © (*). Donc xl_l)moo " +00. Donc Cf a une branche parabolique de direction

asymptotique (0y)

limitede fen 0:

2 1 _ 1 1
Soit x €]0,1[. Alors x* < x. Vt € [x2,x],In(x?) < In(¢t) < In(x) < 0 donc - (x) < v < TS

< 0. Alors par croissance de

’ , . , . , . 1 1 1
I’opérateur intégral appliqué aux fonctions (t - 21n(x)) (t - ln(t)) et (t e )) continues sur le segment [x?2, x],
X 1 X X 1
f < Lo = L
1n(x) ln(t) 21n(x)
Donc, Vx € ]0, 1[1 o < —f(x) < etflnalement = ( )_ >flx) = Zln(x) (%).

1 1 x -X
or, lim>—==> 20 o inGo)

4) Soitx €]1,+0[ett € [x x?]. In est continue et dérivable sur [1,t]. Donc I'EAF assure qu’iI existe c €]1,t[ tel que:

= 0. Donc, I'encadrement (**) permet d’affirmer que lil’% f(x) =0.
X—

ln(t)t# In'(c) ==.Comme c €]1,t[,- E]— 1[ ln_(t) < 1.Commet € [x, ] > = A|n5|,—2 < l:_(t) <1.
5) limitede fen 17:
2
D’apreés ce qui précéde, pour tous x €]1,+oo[ett € [x,x?],1 < —) <x eti1 % < x—1 (cart—1 > 0).
Donc par croissance de I'opérateur intégral appliquée aux fonctions (t = ( lntt)) et (t 1) continues sur [x, x?],

2 2
N "< fx Ldt < fxx x—dt = x?2 fx Ldtf et finalement, [In|t — 1|]§§ < f(x) < x*[In]t — 1]]¥.

X t-1 In(t)

Donc Vx €]1,+o], ln( )<f(x)<x ln( )le In(x + 1) < f(x) < x%In(x + 1) (xxx).

Or, llI{1+ In(x+1) = llI{1+ x2In(1 + x) =1In(2). Donc, I'encadrement (**x) permet d’affirmer que lir‘{1+ f(x) =1n(2).
X— X— xX—

6) Soitx €]0,1[ett € [x2 x]. In est continue et dérivable sur [t, 1] Donc I'EAF assure qu’iI existe ¢ €]t, 1] tel que :

—ln(t)t 11n(1) In'(c) ==.Commec €]t, 1[,~ E]l [ 1< m(? <= Commet € [x?, x] < = A|n5| 1< l:(tl) x2
7) Alors, pour tous x €]0, 1[ ett € [x? x], x* % <1 et% > lntt) > i
Donc par croissance de I'opérateur intégral appliquée aux fonctions (t = i), (t - (t)) et(tm Zt) continues sur [x? x],
fx —d fxzmdt f;zédt et finalement, [In|t — 1], < —f(x) < x*[In|t — 1|]%
Donc Vx €]0,1], 2ln( ) —f(x)>ln( ) ie. —ln( +1)<f(x)<x ln( +1)
Or, xlg{l_ len( +1) = xll)r?+ In (ﬁ) =In (%) = —In (2). Dong, je peux affirmer que xlg{l_ f(x) =1n (2) et ainsi conclure que

lim f(x) =In (2).

Ainsi,f est prolongeable par continuité en 1 par In(2) et en 0 par 0.



Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit u et v deux fonctions continues sur [0,1],réelles, positives et telles que : Vx € [0,1], u(x)v(x) = 1.

Montrer que [folu(x)dx] X [fol v(x)dx] > 1.

Appliquons I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions vu et v/v qui sont définies set continues sur [0,1] puisque u et v sont
continues et positives sur [0,1] : [f01 mmdx]z < [folu(x)dx] X [fol v(x)dx].

Or, Vx € [0,1],u(x)v(x) = 1 donc, par croissance de la fonction racine carrée, Vx € [0,1],\/m > 1 donc puisque
u(x) = 0 et v(x) = 0, \/u(x)/v(x) = 1. Alors par croissance de I’opérateur intégral appliquée aux fonctions vuv/v et 1
continues sur [0,1], fol Ju@)Jv(x)dx = fol 1dx = 1. Alors, j’en déduis que : [fol u(x)dx] x [fol v(x)dx] > 1.



