
VACANCES DE FEVRIER : 
• travaillez votre cours sur la dérivation, intégration et polynômes.  
• refaites les exercices traites dans le cours et les td 
• exercez-vous encore sur les exercices suivants :   

DERIVATION :  

Rolle : Soit 𝑎 , 𝑏, 𝑒𝑡 𝑐 trois réels. Montrer qu’il existe un réel 𝑥 ∈]0,1[ tel que : 4𝑎𝑥3 + 3𝑏𝑥2 + 2𝑐𝑥 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 . 
 

Accroissements finis : Soit 𝑓 ∈ 𝐷1(ℝ, ℝ) . Montrer que : ∀𝑥 > 0, ∃𝑐 > 0/𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥) = 𝑥(𝑓′(𝑐) + 𝑓′(−𝑐)). 
 

Taylor-Lagrange : Montrer que : ∀ℎ ∈ [−1; 1], ∀𝑥 > 0, |𝑒−ℎ𝑥 − 1 + ℎ𝑥| ≤
ℎ2𝑥2

2
𝑒𝑥. 

 

Critère de classe 𝑪∞:  Soit 𝑓(𝑥) = {𝑒− 
1

𝑥 𝑠𝑖 𝑥 > 0
0 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0

. Montrer que 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓(𝑥) = 𝑜0(𝑥𝑛). 

 
INTEGRATION :  

Sommes de Riemann : Calculer les limites quand 𝑛 → +∞ de   𝑤𝑛 = √∏ (1 +
𝑘

𝑛
)𝑛

𝑘=1

𝑛
   et   𝑠𝑛 = ∑

𝑘

𝑘2+𝑛²

2𝑛
𝑘=𝑛     

Lemme d’annulation : Soit 𝑓 et 𝑔 deux fonctions réelles et continues sur [0,1] telles que : ∫ 𝑓2(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) +
1

0

𝑔2(𝑡)𝑑𝑡 = 0. Montrer que ∀𝑡 ∈ [0,1], 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡) = 0.  
 

Théorème fondamental de l’intégration et théorème fondamental de calcul intégral : Soit 𝑓: (𝑥 ↦ ∫
1

ln(𝑡)
𝑑𝑡)

𝑥2

𝑥
.  

1) Justifier que 𝑓 est définie, continue et dérivable sur ]1, +∞[ et sur ]0,1[.  
2) Déterminer les variations de 𝑓sur ]0,1[∪ ]1, +∞[. 

Croissance de l’opérateur intégral. Théorème des gendarmes et égalité des accroissements finis  
(suite de l’exercice précédent) 

3) Déterminer les limites de 𝑓 en 0 puis +∞.  

4) Soit 𝑥 ∈]1,+∞[. Montrer, grâce à l’égalité des accroissements finis, que ∀𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥2]. 1

𝑥2 ≤
ln(𝑡)

𝑡−1
≤ 1.  

5) En déduire la limite de 𝑓 en 1+.  
6) Déterminer la limite de 𝑓 en 1−. 

 
Inégalité de Cauchy-Schwarz 
Soit 𝑢 et 𝑣 deux fonctions continues sur [0,1],réelles, positives et telles que : ∀𝑥 ∈ [0,1], 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) ≥ 1. Montrer que 

[∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑥
1

0
] × [∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥

1

0
] ≥ 1.  

 
POLYNÔMES  
Degré de 𝑷𝑸, de 𝑷(𝒌), de 𝝀𝑷 , 𝒅𝒆 𝑷 + 𝑸. Existence et unicité de l’écriture de 𝑷 comme combinaison linéaire de 
𝟏, 𝑿, 𝑿𝟐, ….  
On cherche à résoudre (𝑃′)2 = 4𝑃 d’inconnue 𝑃 ∈ ℝ[𝑋].  

1) Trouver une solution évidente.  
2) Déterminer le degré d’une solution non nulle.  
3) En déduire les solutions.  

 
Formule de Taylor pour les polynômes  
Déterminer tous les polynômes 𝑃 ∈ ℝ[𝑋] tels que 𝑃(3) = 𝑃’(3) + 𝑃’’(3). 
 
Théorème de la division euclidienne et racine  
Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Déterminer le reste de la division euclidienne de 𝑃 = (𝑋 + √3)𝑛 par 𝐵 = 𝑋2 + 1.  
 
Deux critères de divisibilité 
1. Déterminer tous les couples de réels (𝑎,𝑏) tels que 𝑋2 + 𝑎𝑋 + 1 divise 𝑋4 − 𝑋 + 𝑏.   
2. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Déterminer les réels 𝑎 et 𝑏 tels que : (𝑋 − 1)²divise  𝑎𝑋𝑛+1 + 𝑏𝑋𝑛 + 1 et on déterminera le cas échéant le 

quotient. 
 
Définition et caractérisation d’une racine multiple.   
1. Déterminer tous les polynômes 𝑃 de ℝ[𝑋] de degré 5 tels que 𝑃 + 10 soit divisible par (𝑋 + 2)3  et 𝑃 − 10 soit divisible 

par (𝑋 − 2)3 (indication : considérer 𝑃’). 



2. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Montrer que (𝑋 − 1)3divise 𝑃 = 𝑋2𝑛 − 𝑛𝑋𝑛+1 + 𝑛𝑋𝑛−1 − 1. Factoriser 𝑃 par (𝑋 − 1)². 
 
Egalité de deux polynômes- Forme scindée.  

Soit 𝑛ℕ. On va étudier l’existence et les propriétés des polynômes 𝑃𝑛  tels que :∀𝑡ℂ\{0} , �̃�𝑛 ( 𝑡 +
1

𝑡
) = 𝑡𝑛 +

1

𝑡𝑛 . 
1. Montrer que si  𝑃𝑛existe alors 𝑃𝑛  est unique. 

2. Justifier que 𝑃0(𝑋) = 2 et  𝑃1(𝑋) = 𝑋 puis en développant (𝑡 +
1

𝑡
)

2

, déterminer 𝑃2(𝑋). 
3. Montrer que : pour tout  𝑛ℕ, 𝑃𝑛  existe et pour tout  𝑛ℕ, 𝑃𝑛+2(𝑋) = 𝑋. 𝑃𝑛+1(𝑋) − 𝑃𝑛(𝑋). 
4. Déterminer le degré de 𝑃𝑛 et son terme dominant (avec preuve) . 
5. Montrer que : pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑃𝑛 est scindé dans ℝ[𝑋] et déterminer sa forme scindée 

6. En utilisant les résultats précédents, donner les valeurs de cos (
𝜋

10
)  et cos (

3𝜋

10
). 

 
Dérivées successives et multiplicité d’un racine. Forme scindée.  
Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑃 = (𝑋2 − 1)𝑛 et 𝐿𝑛 = 𝑃(𝑛).   

1. Donner une expression de  𝐿𝑛 . En déduire la valeur de  ∑ (
𝑛
𝑘

)
2

𝑛
𝑘=0 . 

2. Justifier que : pour tout 𝑙 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧ , 𝑋2 − 1 divise 𝑃(𝑙) . 
3. Montrer que : pour tout 𝑙 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧ , 𝑃(𝑙) a au moins  𝑙 racines distinctes dans ] − 1,1[.    
4. En déduire que 𝐿𝑛 est scindé sur ℝ et que toutes ses racines sont dans ] − 1,1[ .  
 
Factorisation dans ℝ[𝑿]. 
Factoriser 𝑋6 + 1 en produit de facteurs irréductibles de ℝ[𝑋].  
 
Décomposition en éléments simples 

1. Calculer ∫
4𝑥2+𝑥+1

(𝑥−1)²(𝑥2+𝑥+1)
𝑑𝑥

0

−1
  

2. Calculer lim
𝑁→+∞

∑
3𝑛2−1

(𝑛3−𝑛)²

𝑁
𝑛=2  et déterminer les dérivées successives de 𝑓: (𝑥 ↦

3𝑥2−1

(𝑥3−𝑥)²
).  

 


