POLYNOMES

Degré de PQ, de P, de AP , de P + Q. Existence et unicité de ’écriture de P comme combinaison linéaire de
1,X X2, ...
On cherche a résoudre (P')? = 4P d’inconnue P € R[X].

1) Trouver une solution évidente.

2) Déterminer le degré d’une solution non nulle.

3) En déduire les solutions.
1) Le polynéme nul est solution.
2) Si P soitun polyndme constant non nulalors P’ = 0 et 4P # 0 donc P n’est pas solution.
Supposons que P soit une solution non constante.
Alorsd = deg(P) € N* et P' # 0 et deg(P') = d — 1. Par conséquent, deg((P')?) = deg (4P)i.e.2x (d —1) =d.
Doncd = 2.
Ainsi, les polyndmes non nuls solutions sont nécessairement de degré 2.
3) Cherchons parmiles polyn6mes de degré 2 ceux qui sont effectivement solutions.
Posons P(X) = aX? + bX + ctqa,b,créels et a # 0. Alors P' = 2aX + b.
Par suite,
P solution © (2aX + b)? = 4(aX? + bX + ¢) © 4a’X? + 4abx + b? = 4aX? + 4bX + 4c

4% = 4aaro( a=1
o {4ab =4pS {

b2 = 4¢ b? = 4c
_ b2

Ainsi, Sol = {0,(X +%)" /b € R}.

Soit P € R[X]. Soitn € N tel que n = deg(P).
Alors la formule de Taylor assure qu’il existe des uniques réels by, ..., b, tels que :

(k) (k)
P =37 by(X —3)* eth, ="~ k!(S) s autrement dit; P = Y7_,2 k!(s) (X —3)k.

_ y2 b? _ b)?
SP(X) =X +bX +2 —(X+2).

=by,
Par conséquent,
(9]
P est solution < P(3) = P’(3) + P’(3) & P = P’(3) + P"(3) + X7, 2 k,‘” (X — 3)k
Q) )
SP=P'3)A+X-3)+P'3)(1+5 (X -3)?) + T2 (X - 3)*

P =aX—-2)+ X% —6X+11) + X3 b (X — 3)k.
Donc, P est solution sietssi il existe des réels a, 8, b3, by ..., bytelsque P = a(X — 2) + B(X? — 6X + 11) +
Yz b (X —3)k.

Ainsi, les solutions de notre probléme sont toutes les combinaisons linéaires des polynémes (X — 2), (X2 — 6X + 11) et
des (X — 3)* tels que k € N\{0,1,2}.

Le théoréme de la division euclidienne assure qu’il existe deux uniques polynémes a coefficients réels ( car P et B le sont)
QetRtelsque:P =BQ +Retdeg(R) <deg(B).Doncdeg(R) <1li.e.R(X) =aX +b.

Donc, (X +V3)" = (X2 + 1)Q(X) + aX + b. Donc,Vz € C,(z+V3)" = (z*>+ 1)Q(2) + az+ b
(i+V3)"=ai+b
(—i+V3)"=—ai+b
On peut résoudre ce systéeme ou bien utiliser le fait que a et b sont réels et dans ce cas une seule des 2 relations suffit

comme le prouve ce qui suit. Nous avons : ai + b = 2™ (? + %)n =2" (e’%)n = 2"e"n6_n = 2" [cos (n?”) + isin (%)]

On évalue eni et —i qui sont les racines de X2 + 1. Alors, {

a = 2"cos (E)

Comme a et b sont réels, on peut identifier les parties réelle et imaginaire et on obtient : o
b = 2"sin (—)
6

et ainsi,

R = 2" cos (%)X + 2™ sin (%)



1. X? +aX + 1divise X* — X + b sietssi le reste de la division euclidiennede A = X* —X + bparB=X?>+aX + 1

est nul.
Cherchons donc ce reste en posant la division :
X*—X+b
4 3 2
M XZ +aX+1
—aX3-X>+X-b

—aX3 —a’X? —aX
(@-1DX>?+A+a)X—-»
(@-1DX*+a(@®>-1DX+a*-1

[(A+a)—a(a®>-D]X-b—a%®+1
DoncR =

Donc B divise A
< R =0 < les coeff de R sont nuls

X?—aX+a*-1

[(14+ a) —a(a? —1)]X — b — a® + 1 est le reste de la division euclidienne de A par B.

@{(1+a)—a(a2—1)=O=){(1+a)—a(a—1)(a+1)=0

a’—a—-1=0
ou{

b=a

( —b)—a2+(1=0) -b—a?*+1=0
1+a)[l—al(a—1)]=0 a=-1
‘:){ b=a%-1 (:){b=0
a_1+J§ a_1—«/§
L. a=-1 - - 2
BlelseAﬁ{b=0 ou b=1+‘/§ou b_l_‘/g.
2 2

2.Commedeg(P)=n+1=>2,P' +0
etP'=a(n+ 1)X"+ bnx™ 1.
Alors,
(X — 1)?divise P = aX™ ! + bX" +1
< P admet 1 comme racine au moins double
<P(1)=P'(1)=0
(:){ a+b+1=0
n+a+nb=0

(:}{ a+b+1=0
a—-n=0 (L, « L, —nL,)
(:){b=—n—1

a=n

Désormais, P = nX™*! — (n + 1)X™ + 1.
Alors,

[ ]
P=n (Xn+1

—XM)-X"-1DEnXx"X-1) - X -1k

@®Formule de factorisation valable pour 4 et B polynémes et N entier
naturel non nul :

AN = BN = (A—B) ) aKBMIk = (4—B) ) Banik

N-1

—B”=(1—B)ZB"
Nt

AN—1=(A—1)ZA"
k=0

X") =nX"X-1D)-X-DA+X+X>+..+X"1)

~ o= - (Y7 )] = o[ x) - (3]

= (X=1) (Z::O(Xn—k - 1)xk) (X =1) Z X —1)

car, Zk (1)(211 —k— 1X1+k) Z‘}r{l (1)(2% 1ka) —

1

k-
ZXJ Xk

n—

. =

izo X | x

(2)
(TR X™) = B (n — m)X™



1. Analyse : supposons qu’il existe P de R[X] de degré 5 tels que P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit

divisible par (X — 2)3. Alors —2 est racine au moins triple de P + 10 et 2 est racine au moins triple de P — 10. Donc,
—2 estracine au moins double de (P + 10)' = P’ et 2 est racine au moins double de (P — 10)' = P'. Alors il existe un
polynéme Qtelque: P’ = (X + 2)2(X — 2)2Q. Comme degP = 5,degP’ = 4 et par suite, Q est constant non nul . Il existe
donc une constante réelle non nulle Atelle que: P’ = A(X + 2)%2(X — 2)? = A[X? — 4]? = A[X* — 8X?% + 16]

5
Alors, il existe une autre constante réelle c telle que: P = 4 [X? - §X3 + 16X] + c. Enfin,

—_2)5
(PT10)(=2) = 0 A 22 + 16 x (-2)| +c +10 =0 A[-ZE+c+10=0 c=0
_ 5 g donc xs doncqy, _ 150 _ 75
(P—lO)(2)=0 A[?—§23+16x2]+c—10=0 [ ]+c—10—0 32x8  16x8
5
Ainsi, P = 5 [X— = §X3 TP 16X] est la seule solution possible.
16xgls 3

Synthése Prenons P = [— - —X3 + 16X] Alors P(2) — 10 =0 = P(—2) + 10.Donc -2 estracinede P + 10 et 2 est

racinede P — 10.

Deplus, (P+10) =(P—-10) =P = Zis[ —8X?+16] = [(X + 2)%2(X — 2)?]. Donc —2 est racine double de(P +
10)’ et 2 sontracines doubles de (P — 10)" . J’en conclus que ( 2) estracine triple de P + 10 et 2 est racine triple de P —

10 et par suite, que P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible par (X — 2)3. Donc P est solution.

En conclusion, P = Toxe [— — X3 5 16X] est 'unique solution possible.

2. Pourn=1,P=X2%-X? + 1—1=0.Donc (X —1)3divisePet P = (X —1)3 x 0.

Désormaisn = 2. Alors2n>n+1>n—-12>1.

Donc, P' = 2nX*" 1 —n(n+ 1)X" + n(n — 1)X" 2

Etsin>3 P"=2nC2n—-1DX** 2 -n’n+DX*" 1 +nn-1)(n-2)x"3

Etsin=2 P" =2n2n—- DX 2 -n’(n+ DX" ! =2n2n - DX 2 -2 (n+ DX 1+ nn—-1)(n-2).

Nous savons que :

(X — 1)3divise P = X?" — nX™*1 + nX"1 — 1 sietssi 1 est racine au moins triple de P sietssi P(1) = P'(1) = P”(1) = 0.
or,P(1)=1"—n1"' 4n1" ' —-1=1-n+n—-1=0
P(1)=2n1"1—n(n+D1"+n(n—-1)1"2=2n-n(n+1)+nn-1)=0

P'(1) =2n2n—- D1 —n*(n+ D1 +n(n—-1)(n—-2)1"32=2n2n—-1) —-nn+1)(n—1) +n(n —1)(n—2) = 0.
J’en conclus que (X — 1)3divise P = X" — nX™*1 + nx""1 — 1.

16x8

Eactorisons P par (X — 1)2
°

2n-1
P=X""—1—nX™—X"1)=X2" -1 —n(X2 - 1DX" 12X - 1)(2 Xk> —nX - DX+ 1)x"1!

k=0
=X-1 [(Z X") -n(X +1Dx"1!

=X-1

2n-1
(Z Xk> _ an—l _ Tan+1

k=0
r /n—1 2n—1
=(x_1) ( Xk_xn 1) (Z Xk—Xn+1>
L \k=0
n-2 2n-1 b
=X-1 (Z X*(1—xn1- k)) + X - X4 ( Z XnHi(xkon-1 - 1))
0 k=n+2 |
n-2 n—-2-k 2n—-1 k—-n-2
2 (x—1) Zxku X) | +xma-x+ Z x| (x—1) Z X
j=0 k=n+2 j=0

n-2-k 2n-1 k-—n-2

=(X-1)? Zxk z X | |+ x4+ | xntt Z Z XJ

k=n+2 j=0
Or, SRzs X* (X  x7) =¥k (Z}’é"X"“) ZZ 5(2 5 X™) = LRk X™) = Ento(m + DX™

Et Xt (Ehor2 X)) = Xnss (Bt X)) =308 (n — j — 2)X7.
Ainsi,

n-2 n-3
P=(X-1) (Z (m + 1)Xm> +xm 4 [ xn+t Z(n —j-2)X
m=0 j=0



1.Unicité de P, :
Supposons qu’il existe deux polynémes P, et Q,tels que Yt eC\{0}, B, ( t+ %) =t"+ tinet 0n ( t+ %) =t"+ tin Posons

H = P — Q. Alors H est un polyndme qui vérifie : VteC\{0},H (t + %) = 0. Cela signifie que tous les complexes de la

formet + % tq t eC\{0} sont racines de H. Montrons que {t + %/ t eC\{0}} contient une infinité de valeurs en cherchant

qui sont les complexes de cette forme. Soity un complexe.y =t +% St2—yt+1=0 = t= yTia. Donc

N N
ou § est une
racine deuxiéme de
A=y2-4

tout complexey s’ecrit sous la forme t + % tq t eC\{0}. J’en déduis que {t + %/ teC\{0}} est égle a C et contient donc une
infinité de valeurs. H admet donc une infinité de racines, H est donc le polyndme nul. Ainsi, B, = Q,.
Ainsi, si B,existe alors P, est unique.

2.0n cherche P, tel que Yt eC\{0}, P, ( t+ %) =t%+ tio = 2. Donc, Py(X) = 2 convient et c’est le seul qui convienne

d’apres 1.

On cherche P; tel que VteC\{0}, P, (t + %) =tl+=t+ % Donc, P;(X) = X convient et c’est le seul qui convienne

t1 =
d’apres 1.

- 2
On cherche P, tel que Vt eC\{0}, P, (t + %) =t2+ tiz = (t + %) — 2.Donc, P,(X) = X? — 2 convient et c’est le seul qui
convienne d’apres 1.

3. Posonspourtout neN,H(n): " B,, P41 et Ppy, existent et Py »(X) = X. P (X) — P, (X)".

Initialisation : Py, P, , P, existent et X. P;(X) — Py(X) = X? — 2 = P,(X). Donc, H(0) est vraie.

Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose que H(n) estvraie. Donc, P,.; et P, existent.

Posons Q(X) = X. Ppyo(X) — Py (X).

Alors Vt eC\{0},0 (t + %) = (t + %) Ppis ( t+ %) — B,y ( t+ %) = (t + %) (t"+2 + tn%) - (t"+1 + tn%) =3 4 tn%
Donc P,,.3; = Q convient et par unicité est le seul qui convienne. Ainsi, P, existe et Ppy3 = Q = X. Py, (X) —
P,,,(X).Donc H(n + 1) estvraie.

Conclusion : Pour tout entier natureln, H(n) est vraie.

4. D’aprés les calculs de Py, P; et P,, je peux conjecturer que degP, = n et codom(B,) = 1 sauf codom(P;) = 2.
H(n)

Initialisation Ok pourn = 0,1 et 2.

Propagation : Soit n un entier naturel non nul. Je suppose que H(n), H(n + 1) sontvraies.

Alors, il existe T, et Tpyq tel que : B, = X + T,,(X) et Ppyy = X™1 + T, (X) etdegT, <netdegT,., <n+ 1.
Alors, Ppi,(X) = X" 2 4+ X. Ty (X) — X — T, (X). Or, deg(X. Ty 1 (X)) = deg(X) + deg(Tpy) <1l+n+1=n+2.
Donc, X™*2 est de degré strictement supérieur aux autres termes de la somme X2 + X. T, ., (X) — X" — T,(X). )’en
déduis que X™*2 est le terme dominant de P,,,,. Donc H(n + 2) estvraie.

Conclusion : Pour tout entier natureln, H(n) est vraie.

5. Soitn un entier naturel non nul. Cherchons les racines complexes de B,.

Soit y un complexe. Alors il existe un complexe non nulttelsquey =t + % Donc,

- - 1 1
Pn()’)zo‘:’Pn(t'F?)=0(:)t"+t—n=0(:)t2"+1=04:)t2":—1
& t est une racine 2nt™me de — 1

. 2km
S 3k € [0,2n — 1]/t = e'Zne'zn # 0
car—1=el™

i5— .
donc e 2n est une racine
2nteme ge—1

dk € [02n—1]/y = ei(z'iuzz'?) + e—i(z’i ‘ 2zknﬂ)

50
g
3

1 _i( 2k
m (7t 5n
e \2n' 2n

I
o



Donc les complexes ( qui sont en fait réels) 2cos (% + ?—n”) tels que k € [0,2n — 1] sont les racines de PB,.

k L . k
Or,Vk € [0,n—1],0 < % < % + Zz—n" < 1 et cos estinjective sur [0, ]. Donc les réels 2cos (%+ Zz—n”) telsquek €
[0,n — 1] sont n racines distinctes de B,. P, étant de degrén, ce sont les seules racines de P, ; autrement dit, les autres
racines trouvées sont égales a celles-ci et ces racines sont toutes de multiplicité 1 dans P,. Ainsi,

b= cotom(8)| | (1 - 2005 2o+ 2)) = [ ] (1 - 2cos (2o 2
n = coaomlry, P — 4C0S 2n+ﬁ = ( - COS(2 +F

Les racines de P, étant toutes réelles, cette factorisation est la forme scindée de B,dans R[X].

6. D’unepart, P; = [Ii-, (X - Zcos( + &)) = (X — 2cos (1”—0) ) (X — 2cos (i—’;) )X(X — 2cos (1—70[) ) (X — 2cos G_Z) )
D’autre part, Ps(X) = X. P,(X) — P;(X)
Or, P;(X) =X.P,(X) — P,(X) = X3 —3X et P,(X) = X.P;(X) — P,(X) = X(X3 —3X) — X2 +2=X*—4X*+2

Donc, P5(X) = X5 — 4X3 + 2X — X3 + 3X = X5 — 5X3 + 5X = X(X* — 5X% + 5) = X (X? — )(X2 545

2)
PsX)=X|Xx- 5_2‘/5 X+ ’_5—2«/3 X — ’5+2‘/§ X+ 5+2‘/§

Les racines de P; sontdonc 0, JS . \[5 m L \/SW— J5+\/’ et sontaussi0, 2cos ) 2cos ( 2cos ( ) 2cos (i—’;).

Par unicité de ses racines et compte-tenue des ordres suivants : — / /5 i <0< /5 ‘/_ /

2cos( ) < 2c os( ) <0< 2cos( ) < 2COS( ) (puisque cos est strictement décroissante sur [0, ]), je peux affirmer

que

s 5+4/5 3w 5-V5 L. . bus 1 [5+/5 3w 1 [5-5
2cos (—) = et 2cos ( ) = |—— Ainsicos (—) =- [— etcos (—) == |—.
10 2 10 2 10 2 2 10 2 2

1. P=(X2—D"= (X - 1)K+ D"etP = (X = )" = 3, () (-1 X2,

(2n)!
degP = 2ndonc deg(L,) = 2n —n = net codom(P) = 1 donc codom(L,,) = et

De plus, d'apres Leibniz, L, = Xj— (};) (X = DO (X + 1))@ = T, (Z)(n’j—'k),(x — DR X+ )k =l
2
Poo (i) (= DRk + 1)
2 2
Donc, comme Y?_, codom (( ) X -1DvkX + 1)") n_ O(Z) # 0. codom(L,) = n! Y2, (Z) .

, - - N - . e (2n)' n\?2
J’en déduis, par unicité des coefficients et en particulier du coefficient dominant, n! }2_, (k) = . Donc, Y- O(k) =

(2n)! _ (2n
Tz T ( n )

. —yn n _1\n—ky2k\(n) — n n _1\n—ky2k\(n) — n—k _(2k)! 2k-n
RQUE: L,, = T (1) (~1)m(x?5) = bep () CDMREHY® = Tk, (§p) (CDME Gy,

p=l§] sin pair
p=l§] +1 sin impair
2. 1 et —1 sont les racines de P et sont de multiplicité n dans P . Donc, pour tout € [0,n — 1], 1 et —1 sont racines de
PO Donc, pourtout! € [0,n — 1], X? — 1 divise P® .
3.Jesaisque P(1) = P(—1).Deplus, P estcontinue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P’
s’annule sur] — 1,1[enunréel c;. Alors, P’ = P'(¢;) = P(—1) = 0. De plus, P’ est continue et dérivable sur [—1,1]
donc le théoréme de Rolle assure que P” s’annule sur ] — 1,c;[ etsur]c;, 1[enunréelc,; et cy .
Soit € [0,n — 2] Supposons que, P a au moins [ racines distinctes ¢, 1, ¢;3, ..., ¢y dans] — 1,1[tq —1 < ¢4 < ¢, <
< ¢, < 1.Commeje sais de plus que PO(1) = PV (-1), j'aidonc: PO (-1) = PO(1) = PO(-1) = .- =
P®(—1). De plus, PO est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P(+D s’annule sur | —
Lifencipr1 Carz s Crrarr W0 —1 <Cpqq <€ < COp12 < €2 <0 < Cp1a < €y < Cpyp < L
5. En appliquant le théoréme de Rolle & P™~D qui s’annule (n-1) fois entre -1 et 1 et qui s’annule en 1 et —1, le théoréme
de Rolle assure



quelL, = P(n () s’annule sur]—1,1[en ¢y, Cpay s Cpn -DONC, Cp1, Crzy -y Cnpn SONtdistinctes n racines réelles distinctes
delL,.

Comme deg(L,) = n, lesréels ¢, 1, Cn2, -, ChnSONt les seules racines de L, et elles sont toutes simples dans L,, et L,, est
scindée sur R et ses racines sont toutes dans | — 1,1].

Soit z un complexe.

- " ) in izkm
P(z2)=0=2°4+1=0c z° = -1 © zest uneracine 6°™¢ de e™(= —1) & Ik € [0,5],z =ece s .

Les 6 racines 6°™ de (—1) sont toutes distinctes. Donc P a exactement 6 racines complexes distinctes. Comme

deg (P) = 6, ces racines sont toutes simples dans P et la factorisation de P en produit de facteurs irréductibles de C[X]

it i2km

est P = codom(P) [[7=o (X —ese 6 ) .Parmi cesracines, aucune n’est réelle... et ces racines complexes non réelles

sont deux a deux conjuguées (puisque P est a coefficients réels).

in in 5T il1m

P=(x=e®) (x-eF) (x- ) (= )RR (x - )
im —in in ism

- =) =)o) R - )R]

i i5m 5|2

P=(X2—2Re( )X+ )

2>a2+n<xﬁ—mw(a?)x+e?‘

Ainsi, la factorisation de P en produit de facteurs irréductibles de R[X] est P = (X? —V3X + 1)(X? + 1)(X2 + V3X + 1).

e6

4x2%+x+1 4x2%4x+1
1=/

1. 1mdx .POSOI’ISF(X) =

» Décomposons F en éléments simples :

A(x)
—(x Dot extD) — B’ F est continue sur [-1,0] donc I existe.

. . . A . _— .
e Aucuneracinede B n' estpas racinede A doncE est un représentantirréductible de F.

De plus, deg(A) > deg (B) donc la partie entiére de F est nulle.
e Lecours assure alors qu’il existe des uniquesréels a, b, ¢, d tels que :
4x® +x+1 a b (cx+ d)

(x—1)2(x2+x+1)=x—1+(x—1)2+x2+x+1'

vx € C\{1,j,j3}, F(x) =

Alors,
4x24x+1 (cx+d)(x—1)2

2 N e .
, (= = = - . ,enpassantalalimiteent, 2 =

vx € R\{1}, (x — 1)°F(x) ey a(x—1)+b+ —Ziril Donc 2=b
Etendons cette méthode aux complexes ( on n’admet que cela fonctionne ... on ne peut pas le jusitifier !!),

2 2 2
vx € C\{1,/,j%}, (x* + x + DF (x) = M(fof;l = a(xxﬂiﬂ) b(?x +1x):1) + (cx + d). Donc, en évaluant en j, —i)zl

473 4j+1 _ @R HADGP-1D? 41D o Ny 3(1+1) 2 _ —=3(14)) _ (2 _
Or, - DD G (—j—2)= : 4) G2+4j+4) — 3G+1) G2+2j+1) .

cj+d

Donccj+d =—ji.e. (% + % + d) + ‘/2—5 (¢ + 1)i = 0. Donc par unicité des parties réelles d’un complexe, c = —1 et d = 0.
4x2+x+1 a 2 X

= + - .
(x—1)2(x%24+x+1) x—1 (x—1)2 x*2+x+1
(4x?+x+)x  _ x n 2x X
(x2+x+1)(x-1)2 ax—l (x-1)2 xZ+x+1

vx € C\{1,j,j%},F(x) =

Vx € R\{1},xF(x) = . Donc, en passant a la limiteen +,0 = a — 1.Donca = 1.

Ainsi,
4x%> +x+1 1 2 x

2 .2 _ — _
VxE(C\{l,],]},F(x)—(x_l)z(x2+x+1) x—1+(x—1)2 x2+x+1

» Intégrons F:
1—[0 L2 * —fo R fo 4
Clx-1 (x—l)2 x4l 1x—1 (x—-1)? * X+ x+1 X

[ll 1 f [2x+1 1 ]d
nix x2+x+1 x2+x+1 X

In(2) 1f° 2x+1d+f 1
n X+ ax+1 2)_x*+x+1 *




1 10 1
= 1—1n(2)—§[ln(x2+x+1)]91+5f 3 dx

2 (° 1
=1 —11’1(2)+§f_1mdx
\/§
\/' V3
=1 —11’1(2) + 3f ﬁTdu
-
=1-1n(2) + %[Arcmn(u)]f; =1-In(2) + = [
I—1—ln(2)+\/_3

3x2%-1
@2y
Posons A(x) = 3x2 — 1 et B(x) = x?(x — 1)?(x + 1)? .Aucuneracine de B n’estracine de 4 donc%est irréductible.

2 Décomposons f: (x > ) en éléments simples.

De plus, deg(4) < deg (B) donc la partie entiére de f est nulle.

Alors il existe 6 uniques réels A4,B,C, D, M, L tels que Vx € R\{0,1,—-1}, f(x) = 31 _ A +24 4 2 M L

@*3-x)?  x  x2  x-1  (x-1)%2  x+1  (x+1)?

Par suite,

vx € R\{0,1,—1}, x*f (x) = m Ax + B +—+( 1)2 +IV1—XZ+(XL+—1)2 Donc en faisantx - 0, —1 =

vx € R\{0,1,—1}, (x — 1)*f(x) = xffx:ll)z = A(xx D 3(3;21) +C(x—1)+D+ o 11) + L((x+1§)2 Donc en faisant x — 1 =D.

vx € R\{0,1, -1}, (x + 1)2f(x) = x:g__ll)z = A(x;rl)z + B(’:;l)z + C(zj)z + D(ix_il))z + M(x + 1) + L.Donc en faisantx = —1,; = L.
1 1

Ainsi, Vx € R\{0,1, 1}, f(x) = (i’;:; =2 x—lz il # . ﬁ

vx € R\{0,1,-1}, xf(x) = ﬁ =442 -+ : + (x 1)2 % (x+1)2 Donc en faisantx - 4+, 0 =4+ C + M.

vx € R\{0,1,—1}, f(—=x) = f(x).

% - b __ M + . Alors par unicité des réels A, B, C,D, M, L, on peut identifier :
x x+1  (x+1)?%2  x-1 (x—1)2

Donc f(x) = f(—x) = —£+

A=-A : :
_ — - _ -ty ¢ _2 __C 2
{CD—_—I{W donc A =0et C = —M.Donc, Vx € R\{0,1,—1}, f(x) = x3 x)z =ttt ey it o
11 1 1 ¢, 1 _qft_2, 9 18] _
Alors,f(Z)—g———+C+———+—.DoncC—31’[36 361+36 ” =0.
o S 2 2
Ainsi, Vx € R\{0,1,—1}, f(x) = (x3 x)z =2t e T e
3n2-1
> Calculons S(N) = ¥N_ =23y N2 f(m)
N 1 1
Sy =Y b Z[ ol Z[ v IR B i v
- T -1 (n+1)2_2 w2t 1)2 2 n? (n+1)2 s 20 N2ZT(V+ D2 4
— deux
n= télécopages

Donc, NllTw S(N) = §'

» Soit N un entier naturel. Déterminons la dérivée N*™* de f
f estde classe C* sur R\{0,1,—1}.Et, Vx € R\{0,1,—1}, f(x) = —x"2 + 2 (x—1D72+ %(x +1)72.
Donc ¥ € R\{0,1,—1}, F™ (x) = (=1)" X [(N + DI] X [-x~ @+ 4= (x — 1)+ 4 = (x + 1)~ W4,



