CORRIGE TD 15 Polynémes
| Opérations, unicité des coefficients, degré, les polynémes dérivés.

‘

Le cours assure que In(1+x) = Y., (_1,2 x* + 0y(x™) et —— (1+x) =30 o(—DFxk + 0o(x™) et
P(x) Q(x)
f(x) = somme des termes de degré inf ande P(x)Q(x) + 0o(x™).
(GO
Or, P(x)Q(x) = Zk oCkxkouc, = Z;‘-’zoujvk_j et u = { 6 Sl]()_ 1 et v; = (—1)/
sij=

1)i-t _ 1
Donc, co—uovo—Oetvke[[l n], ck—z‘,] 1( ) (—DkJ = Z] 1( ]) = (=1)k 121 15
In(1
SO 7 1)k 4 og(e) o = Tfors = By

1+x

Ainsi, f(x) =

Le polyndme nul est solution.
Analyse : Supposons qu’il existe un polynéme P € R[X] non nultel que : P(X?) = (X? + 1)P(X).
Posons d = deg(P).
Alors, deg(P(X?)) = deg((X? + 1)P(X)).Or,degP X deg(X?) = 2d et deg((X? + 1)P(X)) = deg((X?+ 1)) + deg(P) =2 + d.
Donc,2d =d +2doncd = 2.
Ainsi les solutions non nulles de notre probléme sont nécessairement de la forme P(X) = aX? + bX + ctelsquea, b etc réels eta = 0.
Ces polyndmes sont-ils tous solution ? Prenons P(X) = aX? + bX + c telsque a, b et c réels eta = 0. Alors,
—c—a=0 {c =-a

PX)=X?>+1DPX)=oaX* +bX?>+c=(X?+1)(aX?+bX +c)= —-bX3+(b—c—a)X?+bX = 0:}{b b=0 h=0-
Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polynémes de la forme a(X? — 1)tq a € R ( pour a = 0, on retrouve le polynéme
nul).

1. Soit P une fonction polynomiale réelle.
1¢"cas P = 0. Alors P n’est pas solution de (E).
2¢me cas P # 0.Posons d = deg(P).
Alors deg(x? + 1) P" (x) = deg(x? + 1) + deg(P" (x)) = {2 + d__oozsizddjlzd 22
Et le cas échéant, codom(x? + 1) P"'(x) = codom(x? + 1)codom(P"") = d(d — 1)codom(P).
1° ss-cas sid < 2. Alors deg((x? + 1)P"(x) — 2P(x)) = d = deg(P(x)). Donc pour que P soit solution de (E) il faut que
d = deg((x? + 1)P"(x) — 2P(x)) = deg(—x) = 1. Posons P(x) = ax + b.
Alors Vx, (x?2 + 1)P"(x) — 2P(x) = —x & Vx,—2(ax +b) = —x S a = %et b = 0.Donc P: (x - %x) est la seule solution polynomiale
de degréinfa .
2° ss-cas sid > 2. Alorsd(d — 1)codom(P) — 2codom(P) = (d* — d — 2)codom(P) = (d — 2)(d + 1)codom(P).
Donc sid = 2 alors deg((x? + 1)P"(x) — 2P(x)) < d = 2. Posons P(x) = ax? + bx + c.
Alors Vx, (x? + DP"(x) — 2P(x) = —x & Vx, (x? + 1)(2a) — 2(ax? + bx + ¢) = —x © 2a — 2c = Oet — 2b = —1.
Sa=cetb= % Donc P: (x >a(x?+1) + %x) tq a # 0 sont les solutions polynomiales de degré 2 .
Donc sid > 2 alors deg((x? + 1)P"'(x)) = deg (—2P(x)) mais codom((x? + 1)P"(x)) # codom (2P(x)) .Donc, deg((x? +
1DP"(x) —2P(x)) = deg(P) > 2. Par conséquent, Vx, (x? + 1)P"'(x) — 2P(x) # —x . Donc, (E) n’a pas de solution polynomiale de
degré supérieur a 3.
Ainsi, les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions (x o a(x?+1) + %x) tga € R.
2. @:(x » x? + 1) est une solution polynomiale non nulle de (EH) .

Eneffet, Va,x2+1=(x2+1+2 |- I donc @ est la différence de deux solutions f; et f, de (E). Or la différence de deux solutions
f1(%) : f&( )
=f1(x =fo(x

d’une équa. linéaire est une toujours une solution de ’équation homogeéne associée.

3. Comme (x - ’Z—C) est une solution particuliere de (E). Il reste a déterminer toutes les solutions de (EH).
(x)

Soitf: R = R fonctions deux fois dérivable sur R et k: (x ) Alors k est deux fois dérivable sur R et
Vx €ER, f(x) =k(x)(x?+1),f'(x) = k'(x)(x?> + 1) + 2xk(x),f”(x) = k" (x)(x? + 1) + 2xk’(x) + 2k(x). Donc,
f solutionde (EH) & Vx € R, (x%2 + D[ k" (x)(x? + 1) + 2xk’(x) + 2k(x)] = 2 k(x)(x2+1) =0
S Vx ER,(x% + D[k (x)(x? + 1) + 2xk'(x)] = —x < k'est solution de l'edl1 (EH1): (x? + 1)y’ + 2xy = 0.
mRésolutionde (EH1):



In—t—
Posons a(x) = % Alors A: (x ~ In(x2 + 1)) est une primitive de a sur R et e ~4® = g=InG*+1) = ¢ "G241) = (x21+1).

Donc les solutions de (EH1) sont toutes les fonctions de la forme (x = 1+C

xz) ol ¢ constante réelle.

mRetour a (EH):

f solution de (EH) < il existe une constante c telle que Vx, k'(x) = <

1+x2
& il existe deux constantes réelles c et d telle que Vx, k(x) = cArctan(x) + d.

< il existe deux constantes réelles c et d telle que Vx, f(x) = cArctan(x)(1 + x2) + d(1 + x?).

Ainsi, les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme (x - cArctan(x) (1 + x?) + d(1 + x?) + E) tq ¢ et d constantes
réelles.

1)Soit P € R,[X]. Alorsil est évident que f(P) € R[X]. De plus,

deg((X2 + X)P"(X)) = 2 + degP" < 2 + deg (P) — 2 = deg (P) et deg((2X + 1)P'(X)) = 1+ deg(P") < 1 +deg (P — 1 = deg (P)
Donc, deg (f (P)) < max (deg ((X? + X)P"(X),deg ((2X + 1)P'(X)) < deg (P). Dong, f(P) € R, [X].

2)P = Y% ,apX* # 0telque d = deg(P) donc ag # 0.

>¢ agkX*lsid =1 et P = {Zg:z agk(k — 1)X*2sid = 2

a)Alors, P' = {

0sid=0
1°cas.d = 0.Alors, f(P) =0 = 0P.Donc 1 = 0.
2™ cas:d =1.Alors, f(P) = 22X+ Daget AP =ag X +ag_;.
Comme f(P) = AP, (2X+ 1)a; =Aa; X +Aag.DoncA=2=d(d+ 1) et a; = Aay = d(d + 1)a,y. OK!!
3%me cas:d > 2. Alors,

0sid<1

d d
FP) = (X2 +X) Z ark(k — DX*2| + (2X + 1) Z agk Xk
k=2 k=1
d d d d
= Z agk(k — DX + Z agk(k — DXk + Z 2a,kX* + Z akX*1
k=2 k=2 k=1 k=1
d d—-1 d d-1
= Z agk(k — DX + Z e k(k + XK + Z 2a,kx* + Z ey (k + 1XK
k=1 k=1 k=0

IS
=N

[ahk(k — 1) + agyrk(k + 1) + 2aik + ager (k + D] X5 + agd(d — DX + 2a,X + 2a.X + 2dagX® + aq + 2a,X

I
]

ax
[
RN

lapk(k + 1) + apyq (e + 121 X5 + agd(d + DX + ay + 2(a; + 2a,)X

g

=

=2

Alors, f(P) = AP & aq + 2(ay + 2a,)X + X923 agk(k + 1) + ageq (b + 1)2] X* + agd(d + DX = ¥¢_, Aa, X* et les coefficients d’un
a, = 1ag

2((11 + Zaz) = ).al

Yk € [2,n], agk(k + 1) + agps (k + 1) = a;’
add(d + 1) = A(ld
A=d(d+1)car a; # 0,

a = d(d + 1)0.0 = —(d_O)(ldz+0+1) (2%

d(d+1)-2 d?+d-2 d+2)(d-1
= == 1= == . ;E -

_ (d(d+1)—k(k+1)) _ (d?—k*+d-k) _ (d—k)(d+k+1)

vk € [[Zr 'I’L]], Ag+1 = (k+1)? ag = (k+1)? ag = (k+1)2 k

el=dd+1)etVk €{01,...,d— 1}, aps; = %ak.
Ainsi,A=d(d+1) et Vk € {0,1, .., d — 1}, ayss = %ak.

(d+k)!
(d-k)!(k)? a"LH(k)'

aq. Donc H(0) est vraie.

b) Vk € {0,1,...,d},[ak =

(@)!
(@)!(01)?
Propagation: Soit k € {0,1, ...,d — 1},.]e suppose que a; =

Initialisation: ag =
(d+k)!
@Rz 2o



Alors. qu.. = @-RO@k+D) - (@-@+k+1) (@+0)! o (a-k)@EGEDE@E (@
PR T T 1)z K77 )2 (a-R)IRD? 0 T (a-k-DIa—k)EPGAD? 0 (d—k-D)!(GeFD)? O

Donc H(k + 1) est vraie.

CCL : Le théoréme de récurrence finie assure que Vk € {0,1, ..., d}, ax = % 0
c) En raisonnant par équivalence dans la question 2a., on a, d’une part, montré que les polynébmes P = Zﬁ:o apX*tel que: ay € R*
vk €{0,1,..,d},a; = ﬂao sont les polynémes non nuls vérifiant f(P) = d(d + 1)P. En prenantay = (Zd)!ao =lie.ay= %,
(d—k)!(k!)? (anz (d )
le polynéme Qg = Eﬁ:o aX*tqa, = (%d) etvk € {0,1,...,d}, a; = %ao est unique polyndme unitaire vérifiant £ (Q4) =
§ (k!

d(d + 1)Qq.

1. Les polynémes P constants vérifient P(X + 1) = P(X).
Soit P un polyndme non constant. Imaginons un instant que P(X + 1) = P(X). DoncVz € C,P(z + 1) = P(2).
P étant non constant, le théoréme de d’Alembert Gauss, P admet au moins une racine complexe a. Alors P(a) = 0. Alors P(a + 1) =
P(a) = 0.Donc, a + 1 estracinede P . Alors P(a + 2) = P(a + 1) = 0.Donc, a + 2 est racine de P . On montrer alors facilement par
récurrence que Yk € N,a + k est racine de P. Ainsi, P a une infinité de racines donc P est le polyndme nul ce qui contredit le fait que P
n’est pas constant. Ainsi, il n’existe pas de polynéme non constant vérifiant P(X + 1) = P(X) et les polyndmes constants sont les
solutions de notre probleme.
2. Le polyndme nul est solution et c’est le seul polyndme constant solutioncarsiA € Ralors (X +3)A=X1<31=01=0.
Analyse : Soit P un polynéme non constant.
Supposons que XP(X + 1) = (X + 3)P(X). DoncVz € C,zP(z + 1) = (z + 3)P(2).
En particulier pour z = 0, 0P(1) = (3)P(0) et ainsi, P(0) = 0.
o
En particulier pour z = —1, (—1)13(9 = (2)P(-1) et ainsi,P(—-1) = 0.
=0
En particulier pour z = —2, (—2) P(—1) = P(-2) et ainsi, P(-=2) = 0.
=5
Donc 0,—1 et —2 sont racines de P . Alors il existe Q € R[X] telque: P(X) = X(X + DX + 2)Q(X).
AlorsXP(X +1) = (X +3)PX) sécrit XX + DX +2)(X +3)Q(X+1) =X +3)X(X + 1)(X +2)Q(X) . Donc,
XX+1DX+2)(X+3)[QX +1) —Q(X)] = 0. Comme le polynéme X (X + 1)(X + 2)(X + 3) n’est pas le polyndme nul ( puisque ‘il
est de degré 4) et que la multiplication interne de R[X] est intégre, je peux affirmerque Q(X +1) —Q(X) = 0i.e.Q(X + 1) = Q(X).
Alors d’apres ce qui précéde, Q est un polynéme constant. Ainsi, P(X) = AX(X + 1)(X + 2) tel que A € R* ( car P non sconstant)
Donc. les solutions de notre probleme sont de la forme AX (X + 1)(X + 2) tel que A € R ( en ajoutant le polyndéme nul).
Synthése : SoitP = AX(X + 1)(X + 2) telque A e R. Alors XP(X + 1) = XA(X + 1)(X + 2)(X + 3) = (X + 3)P(X). Donc P est bien
solution.
Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polynémes de laforme AX (X + 1)(X + 2) tq1 € R.

Le théoréme de la division euclidienne assure qu’il existe deux uniques polynémes R et Q tels que : P = BQ + R et deg(R) < deg(B) =
2.Donc deg(R) < li.e.ilexiste deux scalaires u et v tels que R = uX + v.
Deplus,B = (X —a)(X —b).Donc,P = (X —a)(X —b)Q + uX + v.
N st
T
1°'cas:a # b.
P(a)=T(a)+ua+v=ua+v Al { P(a) —P(b) =ua—ub (L; < Ly —1Ly)

Alors, comme a et b sontracines de T, {P(b) =Th)+ub+v=0+ub+v bP(a) —aP(b) =bv —av (L, « bLy —al,)’

Ainsi,
_ P(a)-P(b)
=~ _ P(a)—=P(b) bP(a)—-aP(b)
’ b= bP(a)—aP(b) tR= -b X+ b-a
b—a

2®mecas:a = b.
Pla)=T(a)+ua+v=ua+v

v=P(a) —P'(a)a
P@=T(@+u=u )

Alors, { u= P’(a)

Alors, a est racine au moins double de T. {

Ainsi, R = P'(a)X + P(a) — P'(a)a.



P=X*+2X?+4X —1doncP’' =4X3 +4X + 4 = 4(X3+ X + 1). 0 n’est pas racine de P.
Soita € C.

_ 4 2 1 = _
@ est une racine multiple de P(:){P(a) 0, {a +2at+da—1 =0, {“ +20%+4a -1 =0

P'(a)=0 4(aP+a+1)=0 a3 =—-a—-1
{axa3+2a2+4a—1 =0‘=}{—a2—a+2a2+4a—1 =O=}{a2+3a—1 =0 { a?+3a—-1=0 o
al=—-a-1 ad=-a-1 axa’=—-a—1 a(l-3a)=—-a-—1

—-3-v13 —3+v13
oua

2 — _ 2 — a = ua =

{a +32a_—1—0(:){a +3a—1 _O - {a +3a—1_—0=) 2 ] 2

a—3a°=—-a-1 32 —2a—1= 0L<—L—3L —1la+2=0 eta==
Impossible

Ainsi, P n’a que des racines simples.

—_yn X r_yn ! n 1Xp
P, = Zk:oﬁ donc B, =¥j=1—— k! k=1 (k o Zn n-1-
Sia estracine de P, et P, alors a estracine de P, et P,_;. Or, P,_, — P, = X". Donc si a est racine de B, et P,,_;alors « est racine de X™.

Comme X™ n’admet que 0 comme racine, alors la seule racine commune possible de P, et P,,_ et donc de B, et P, est 0.

=
=
><
T

Mais 0 n’est pas racine de de B, car B, (0)=1. Donc P, et P, n’ont aucune racine commune et ainsi B, = Y}._ o—n ’a que des racines
simples.

1. NotonsP = (X—3)"+ (X —2)"—1.Alors, P(2) = (-1)**+ 0* —1=0etP(3)= 0 +(1)"—1=0.Donc2et3
=0 c?zv;nzl =0 c\t-zv;nal

sontracines de P . Le cours assure alors que (X — 2)(X — 3) divise (X — 3)?" + (X — 2)" — 1.
2. P=(X=3)"+((X-3)+1)" 1= -3+ 30, (1) (X =3) = 1= (X = 3)" + Tjy () (X = 3)*

n-1
=(x-3) (X —3)21 4 z (p ) - 3)’(]
k=0

=x-3)

(X _ 3)271—1 N n (X _ 3)k—1
* kzz_(k)

= (x-3) (()(—2)—1)2”‘1+nz_:1 (1) (X—B)k]
2n— 1 = 1
=(X-3) [Z (X 2)k(=1)2n-1-k +( k+ 1 ((X 2) — 1) )]
k=0 .
—a-3|(X (P Y ok ni (1) zk:(f) (X = 2/ (~ 1))
= k=0 Jj=0
=X-3) <Z}2::1 <2nj— 1) X - 2)j(—1)2”—1—j) + n-1 /n- 1 k " 1) (ic) " Z)j(_l)k_j
L - ijO :=J
= (x-3) (Zj:l (2”]._ 1) x- 2)1'(—1)2"‘1‘1') + (5 (v 1 ( ) D -2y
| - Jj=0 \k=j

~ -3 Z}: (- 1)(—1>2"—1—f+12(k11)(?)(—1)"-1' (x—2)) +(Z:1(2”] N - 21y 11)

or, (" vz () () oo = - g () 0k = -1 - (S () ((DE - 1) =1 - (@ - Dr - =0

Donc,



j=1

p=a-a|[ Y7 s Zl G o) (5 e -7 )+ (Zj“ ("7 v - z)f)
k=) =

o vz () () (—1)k-f) x- z)f-l) (T ) com - 2ym)

P=(X-3)(X-2) (2}‘;11 (( j

le quotient recherché!

B=X?2+X+1)?=X-))*X-j*?*.Donc,
B divise P & les racines de B sont racines de P avec une multplicité dans P au moins égale a celle dans B
& jet j?(=)) sont racines de P de multplicité au moins 2.

e j est racine de P de multplicité au moins 2 .
car P est a coef réels (théo 84) ( )n N ) RAPPEL :
<. o 1+)Ht—=j"=-1=0 (=" =j"—-1=0(D) c_ 2k a4l _ -

(:)P(])=P’(])=O@{ 1+-n—1_ -n—1=0@{_'2n—1_'n—1_0 2' ]—'e.SZGt] —¢ 3._] 3 [
n(l+j) nj =9 ] =0(2) 1,j et j*sont les racines 3émes de l'unité.

Or, équation(2) < (—j2)"1— j71 = 0 & (1) 120D _ jn-1 =0 o jletj2 sonzt lesoracines de1+X+X?

+j+j2=
(—1)n_1j(n_1) —-1=0& j(n_l) = (-1t vk EJN’}zk = 1,3k = j j3k42 = j2,

1 sin impair

& j0D =] —1sinpair © nimpair et j*D =1
—_—
impossible.
© nimpair et n — 1 est un multiple de 3
& il existe k et p entiers naturelstq:n =2k +1letn=3p+1.

©3dpeN/n=6p+1.

Soitp € Net n = 6p + 1. Regardons si autre équation (1) est vérifiée:

_i2\n _jn _{ — (—j2)6p+1 _ j6p+1 _ 1 — _i12p+2 _ j6p+1 _ 1 — _i12p;2 _ j6p; _ — _i2_i_1=—

(" = J" = 1= (2P — O — 1 = —jiepT2 — jOPHL — 1 = —jl2bj2 — jOPj -1 = j?=j—1=0.0K!
VkeN,j3k=1

Donc les solutions de notre probleme sont tous les entiers de la forme 6p + 1 tels que p € N.

1. Df =R\{1} et f estde classe C®sur Df puisque son expression n’est constituée que de fonctions de classe C “sur leur propre de

domaine de définition.

2. Pourtoutn € N, posons H(n) : «

T _ e _ e*Py(x) .
Initialisation : Vx € R\{1}, f(x) = fO(x) = ruroriie (1_;)0“. Donc, H(0) est vraie.
Py(X)=1
Propagation : Soitn € N ; supposons H(n) vraie. Alors il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que: Vx € R\{1}, f™(x) = % =

e P () (1 —x) L,

Donc, Vx € R\{1}, f™*V(x) = e*(B,(x) + E:’(x))(l — )™ 1 4 (n+ 1)e*P(x)(1 —x) "2,
ey eX[(P?(x>+a’z)_)()1::)+(n+1)a(x)]‘

Posons Py 1(X) = (Bu(X) + B/ CO)A = X) + (n+ DP(X) = (1 = X)P,'(X) + (n + 2 = X)P,(X).

(+1) () = &P (®)
Alors, Vx € R\{1}f () (1—x)n+2

réels). Donc H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
CCL : Le théoréme de récurrence assure que pour tout n € N, H(n) est vraie.

et P+, est un polyndme a coefficients réels ( puisque produit et somme de polynémes a coeff.

= Déterminons le degré et le coefficient dominant de P, par conjecture et preuve par récurrence.



PX)=(01- X)Plr(X) +0+2-X)P)(X)=2-X
P,(X)=(1 —X)Pll(X) +A+2-XPX)=01-XHD+B-X2-X) = X2 +6X+5
PX)=(1-XP'X)+2+2-X)P,X)=1-X)2X+6)+ (4 —-X)(X2+6X +5)=—X3+ -
Donc deg(Py) = 0 et codom(Py) =1
deg(P;) = 1et codom(P;) = —1
deg(P,) =2 et codom(P;) =1
deg(P;) = 3 et codom(P;) = —1
Conjecture : deg(P,) = net codom(P,) = (—1)™ Montrons par récurrence cette conjecture.
H(n)

Initialisation : H(0) est vraie
Propagation : Soit n un entier naturel tel que H(n) vraie i.e. deg(B,) = n et codom(B,) = (—1)™. Montrons H(n + 1) :
Onsaitque P (X)) = (1 —X)B/X) + (n+ 2 - X)B,(X)

Or, deg((n +2 —X)Pn(X)) =deg(n+2—X)+deg(B)=1+n
Et deg((1-X)B,' (X)) =deg(1—X) +deg(R,) =1+ (n—1) =n < deg((n+ 2 — X)P,(X)).
Donc deg (P41 (X) = deg((1 = X)B,/'(X) + (n+2 = X)P,(X)) = deg((n+2 — X)B, (X)) =n+1
Etdeg codom(Py41(X)) = codom((n + 2 — X)P,(X)) = codom(n + 2 — X)codom(B, (X)) = (-1)(—-1)" = (-1)**+1.
Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure alors que : ¥n € N, deg(B,) = n et codom(P,) = (—1)™.

=  Posons a, =P,(1). Alorsag = 1let Vn €N, ap.q = Py (1) = (1 — 1)'13:(1) +(+2-1DEA1)=mn+1P,(1) =

(n+ Da,.

Par conséquent, Vn € N,a, # 0 et a,, = % =1Irzs a;“ =[R2k + 1) =1}, k = n!. Ainsi, ¥n € N, B,(1) = nl.
0 k

e*(x—1)—e* _ e*(x-2) _

4. Vx€eDf,f'(x)= —(z:i)f(x)-

(x-1% T (x-1)?
Donc f est solution de 'équation différentielle linéaire homogeéne : (x — 1)y’ — (x —2)y =0
u(x) v(x)
—_——— ———
vx € Df, (x — 1) f'(x) = (x — 2) f(x). D’une part, ¢ et 6 étant C* sur Df et égales, Vn € N, ™ = W D’autre part,
P16 w(x)

la formule de Leibniz assure que : Vx € Df,vn € N,
n n _ n _ n
oM (x) = (O)u(x)ﬁ(")(x) + (1)u (x)0™ D (x) + (Z)u )0 (x)+. ...+ (n)u(”)(x)a(o)(x).

=0 car Vk=2,u®=0
oM (x) = (x = Df™D(x) + nf ™ (x). De méme, 8™ (x) = (x — 2)fF™W(x) + nf =D (x).
Ainsi, vn € N,Vx € Df, (x — Df @D (x) + nf®(x) = (x — 2)f™(x) + nf @D (x).
Ainsi,vn € N,Vx € Df, (x — Df ™D (x) + (n — x + 2)f ™ (x) — nf D (x) = 0.

€*Pni (%) eP(x) e¥Ppq(x) _

Done, (x—1) ooz + (n—-x+2) oo a0
_ P _ Pa(0) o P
Donc, Loy +(n—x+2) o n(l—x) oy = 0.

Donc, —Pp 1 (x) + (n — x + 2)P,(x) —n(1 —x)P,,_1(x) = 0.

Ainsi, Vn € N,Vx € Df, — Ppy1 (%) + (n — x + 2)B,(x) —n(1 — x)P,_; (x) = 0.

Soitn € N. Posons H(X) = — Py  (X) + (n — X + 2)P,(X) — n(1 — X)P,_1(X). D’aprés ce qui précéde, ,Vx € Df, H(x) = 0. Donc H
admet une infinité de racines. J’en déduis que H est le polyndme nul.

JYenconclusque: Py (X)) = (n =X + 2)P,(X) —n(1 — X)P,1 (X).

5. Soitn=>1.

Jesaisque: P (X)) =1 —X)P,/ X))+ (n+2—=X)P,(X) et Py (X) = (n— X + 2)P,(X) — n(1 — X)Pp_1(X).

Alors, (1 =X)B,/(X)+(m+2—-X)P,(X)=(m =X + 2)P,(X) —n(1 = X)Pr_1(X) .

Donc, (1 — X)[B,'(X) + nP,_1(X)] = 0.

Comme (1 — X) n’est pas le polynéme nul et que le produit polynomial est intégre, nécessairement, P, (X) + nP,_;(X) = 0. Ainsi,
pour tout entiern = 1, B, (X) = —nP,_1(X) .

6. Soitn = 1. Supposons que a soit une racine au moins double de B,. Comme '15,:(1) #0,a # 1.

Alors B, (a) = P, () = 0. Donc, P, (&) = —%E’(a) = 0. Donc a est racine de P,,_;.

De plus, P,(a) = (1 — a)Pn_ll(a) +(n+2—a)P,_4(a) ;donc, Pn_ll(a) = (P"(a)_(zz_;‘;w"‘l(a)) = 0.Donc

a est racine au moins double de P,,_;.

Nous venons de prouver que : a est une racine au moins double de P,,= « est une racine au moins double de P,,_1.
Alors, en appliquant cette propriété a P,,a P,_1,..., P;, on obtient successivement :

a est une racine au moins double de P, = « est une racine au moins double de P,,_4

= a estune racine au moins double de P,,_, = «a est une racine au moins double de P,,_3

........ = « estune racine au moins double de Py.

Mais Py n’a aucune racine donc B, ne peut pas avoir de racine double.



7. Soitnetkentierstelsque:0 <k <n.P,(X) = —nP,_1(X) donc B, (X) = —nP',,_1(X) =n(n — 1)P,_,(X). Donc, B,""(X) =
nn—1)P,_,(X) = —n(n — 1) (n — 2)P,._3(X). Ainsi, par itération (ou récurrence finie sur k), on obtient :
(k) (G Vi 50 1y — kP CEDRE = (1)l
X)) = e P (X). Par conséquent, ;" (1) = (—1)*P,_(1) = . k),( k)!' = (—1)*n!.
8. Appliquons la formule de Tayloren1a P, :

"“’(X D =3n_!

1)n

() = K= DF =l (1= X% =nt (14 (1 - x) + L2004 OO0

n!

1l Relation nombre de racine/degré - Forme scindée - Relations

coefficients/racines.

Déterminer tous les polyndmes de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X — 2), par (X — 3) et par
(X — 4) sont égaux.

Analyse : Supposons qu’il existe un tel polyndme P de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X —
2), par (X — 3) et par (X — 4) sont égaux.

deg(R) < deg(X —2) =deg(X —3) =deg(X—4) =1

P =(X-2)Q(X)+RX)

P =(X-3)¢:(X)+R(X)

{ P = (X — 4)0,(X) + R(X)

Alors, deg(R) < 0i.e.R est un polyndme constant. PosonsR = a € R.
PosonsT = P — R = P — a. Alors deg(T) = deg(P) = 3 puisque deg(P) > deg(R).
Deplus, T = (X —2)Q,(X) = (X —3)Q3(X) = (X — 4)Q4(X). Donc 2,3 et 4 sont racines de T. Comme deg(T) = 3, ce sont les seules
racines de T et sont simples dans T et T est scindé surR.
ILexiste doncunréelAnonnultelque:T=AX-2)(X—-3) (X —4)etP=AX-2)(X—-3)(X —4) +a.
Alors,0 =P(1)=A(1-2)(1—-3)(1—-4) + a = —64+ a. Donc, 64 = a.
Ainsi, P=A(X —2)(X —=3)(X — 4) + 61 = A[(X — 2)(X — 3)(X — 4) + 6].
Synthése : Soit AunréelnonnuletP = A[(X —2)(X —3)(X — 4) + 6].
Alorsdeg(P) =3 et P(1) = —6A+ 61 = 0i.e. 1 estracine de P ; par conséquent, X — 1 divise P.
Deplus, P= (X —-2)[AX -3)X-D]+61=X-3NAX -2)X —-D]+61 =X —-D[AX —-2)(X —3)] +6Aetdeg6l) =0< 1=
deg(X — 2) = deg(X — 3) = deg(X — 4). Donc 61 est le reste commun des divisions euclidiennes de P par (X — 2), par (X — 3), par
X —4).
Ainsi, P est solution.
CCL: Les solutions de notre probléme sont tous les polynémes de la forme A[(X — 2)(X — 3)(X — 4) + 6] telque A réel non nul .

Alors P(1) = 0 et il existe Q,Q3, Q4 et R des polynémes tels que {

Déterminer tous les polyndmes P de R[X] de degré 5 tels que P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible par (X — 2)3
(indication : considérer P’).

Analyse : Supposons qu’il existe un tel polynéme P.

Alors deg(P) = Setilexiste Aet Bdans R[X]tqP + 10 = (X +2)3 AetP — 10 = (X — 2)3 B. Donc —2 est racine au moins triple de

P + 10 et 2 est racine au moins triple de P — 10. Alors —2 est racine au moins double de (P + 10)’ = P’ et 2 est racine au moins double
de (P —10)' = P'. J’ai donc trouvé 4 racines de P’ comptées avec leur multiplicité. Comme deg(P’) = 4, P’ est scindé sur R et

Donc ilexiste 1 € R* tq P' = A(X — 2)2(X + 2)? = A(X? — 4)? = A(X* — 8X? + 16) et par suite P = 1 (X?s -2+ 16X) +BoufER
,1(‘—32+ﬁ—32)+ﬁ+10=0(L1)

A(Z-Z432)+p-10=0(L2)

De plus, P(—2) + 10 = 0 et P(2) — 10 = 0.Donc, . Et par conséquent, (L1) + (L2) donne: B =

0. Par suite 4 (_—32 +&_ 32) —10donc A= — 2.
3 128
Ainsi, P = —%58 (X? — §X3 + 16X) est la seule solution possible de notre probléeme.
5
Réciproquement : Prenons P = 1Zi8 [X? — §X3 + 16X]. Alors P(2) —10 = 0 = P(—2) + 10.Donc -2 estracinede P + 10 et 2 est

racine de P — 10.
Deplus, (P +10) =(P—10)' =P’ = 16><8[ X*—8X?%+16] = T 5 [(X + 2)2(X — 2)?]. Donc —2 est racine double de(P + 10 ) et2

sont raicnes doubles de (P — 10)’ . J’en conclus que (—2) est racine triple de P + 10 et 2 est racine triple de P — 10 et par suite, que
P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible par (X — 2)3. Donc P est solution.

75 [X°
16X8 [?

En conclusion, P = = §X3 4F 16X] est Uunique solution possible.

Soit P un polynéme de degré 2023 tel que P(0) = 1 et Vk € [1,2023], P(k) = k. Calculer P(—1).

PosonsT =P — X.

Comme degP > deg(X),deg(T) = 2023. De plus, Vk € [1,2023], T (k) = P(k) — k = 0. Dong, les entiers 1,2,3, ...,2022, 2023 sont 2023
racines distinctes de T. Comme le nombre de racines est égal au degré de T, T est scindé a racines simples et il existe un réel A non
nul tel que : T =A(X — 1)(X — 2) ... (X — 2023) = A[[2223(X — k). en déduis que : P = A[[2223(X — k) + X. De plus, 1 = P(0). Donc,

2023 2023 2023 _ 1 2023
1=P(0) = AT[2%%3(=k) + 0 = A(-1) [1:25° k = —A(2023)!. Ainsi, A = ~ oz &t P= (2023)']'[ S(X —k)+X.

Par conséquent,



1
(2023)!

(_1)2023

P(-1) = (2023)!

W-1-0-1=-

2023() 1) — 1= (20123)| (T12%%* k) — 1 = ——(2024!) — 1 = 2024 — 1 = 2023.

2023!

. 5. R->R = - BICeN 2 _ 2\ ~oar o =
1. Etudions P: (t 13412 4 1) .P est dérivable sur Ret P'(t) = 3t* + 2t = 3t (t + 3). D’ou les variations de P :
* 2 0 +
—0 - = 0
_ 3
P'(x) + - +

P (%) B - \ /+w

Comme P (0)=1>0,P (— %) = 1. Grace aux variations et valeurs, et limites de P et la continuité de P, P s’annule une et une seule

fois sur Ren unréel a et a; €] — o, —g [-
Comme P est de degré 3, P a trois racines complexes comptées avec leur multiplicité et dont une seule réelle ( d’apres ce qui précede)
. Les deux autres racines sont donc complexes non réelles. Et comme P est a coefficients réels, ces deux racines complexes sont
conjuguées. Soit a, et a3 = @, ces deux racines complexes non réelles.
2. D’apréslecours,ennotantag = 1,a; = 0,a, = 1,a3 = 1les coefficientsde P,a; + a; + az = —Z—: = —letajaaz = (—1)32—: =
—1.
Deplus, P =X3+X2+1=X—-a)X —ay)(X —a3) = X3 — (a; + a; + a3)X? + (a1, + ayas + a;a3)X + a,a,a3. Donc par unicité
des coefficients, je peux identifier ces derniers et j’obtiens aya; + aa3 + ayaz = 0.
RQUE: a; + a, + @; = a; + 2Re(a,) et aia,a; = aq|ay|?et aia, + a,@; + a@; = 2a,Re(a;) + |a,|?. Donc,
a; + 2Re(ay) = -1
alay)? = -1
2a,Re(ay) + |az> =0
3. Alors,a? + a2+ a2 = (a; +ay + a3)? — 2(a1a5 + aza5 + aya3) = 1.
Puis, @} + a3 + a3 = (a? + a3 + a?)(ay + ay + a3) — (@?a, + d2as + a;%az; + @143 + a,a3 + a,a2)
=—1—(mgaz(y + @) + apaz(az + az) + ayaz(as+az))
=—1—(qaz(a;+ a, + a3 —az) + ayaz(a; + a, + a3 — ap) + aqaz(a+a, + az; — ay))
=-1—(a1a;(—-1—az) + apaz(—1— 1) + a;a3(—1 — a3))
=—1—(—a1a; — aya3 — a3 — 3a,A,a3)
=-1—-(0+3)=—4.

a’+as? | aitas?

Enfin + + @ tay? — a’+a’ +as-a,’ + a2 tat+az?-ay? n a2 a2 tasi—as?
’ 1112 aZZ a32 a12 azz a32

_1-a,® 4 1-a,? 4 1-as® 1 + 1 + 1 3= a2az?+aasi+ata,? _3= (@4 Qg Ay 0y @3) 2 —2(@1 Ap @5+ Ap 0+ 2 p 5) 3

- B N - 2

@’ a,® s @’ a? as? a?a,?as? (ayaza3)

_ 2aapaz(aatastas) 3= —2(-1)(-1) _ 3-_s

3

Effectuons la division euclidlienne :
X7 X3+X%2+1
—(X7 4+ X6 4+ X* X*—X3+X2—-2X+3
—X6 — x*
—(—X°—X5—X3)
X5 —X44+x3
—(X5+ X*4 X%
—2X44X3-Xx2
—(=2X*-2X3 —2X)
3X3-X2%2 42X
—(3X343X%2+3)
—4X2 42X -3
Alors —4X? + 2X — 3 est le reste de la division euclidienne de X7 par X3 + X? +1 et Q = X* — X3 + X? — 2X + 3 est le quotient.
OnaX’ = P(X)Q(X) —4X?+ 2X — 3. Donc, pour chaque racine a de P,a’ = P_(ﬁ) Q(a) —4a?+2a — 3 = —4a? + 2a — 3.

=0
Donc, 0{17 + a27 + a37 = —4((112 + azz + a32) + 2(“1 +a, + a3) —3=—4-2-3=-5.

>




Soitk € [1,n]. Le monéme U,(X) = (- 1)pw - 1)pl'[ O(X j)Admet k comme racinedésquep — 1 > ki.e.p >

p!
k.Donc,
ﬁ(k)=1— 210y = 1= 34,0, (=1~ e e L G
k! k! K K _ _1\p1k-p — _ 1k =
P(k) 0|(k k)' 1'(k—1)!+2!(k—2)! 31(k— 3)'+ +( D 0'k! Z ( )( LP1 =a-0t=

Donc, les entiers 1,..,n sont n racines réelles distinctes de P. Or deg(P) = deg(U,) =n car Vp € [0,n — 1]],deg(Up) < deg(Up).
Donc P est scindé sur R et P = codom(P) [13-1(X — k) avec codom(P) = codom(U,) = (G 1) —

Soit z un complexe. Comme P(1) = n # 0, je suppose que z # 1.

- n—-1
P2)=0=1+z+22++2z"1=0 e 51 =0<=>zn—1=0@zestracineniémedel’unitéet.
car z+1

o dket,n-1]/z = eZikg.

Donc les complexes eZik% tq k € [, n — 1] sont les racines de P. Ce sontn — 1 racines distinctes de P. Comme P # 0 et deg(P) =n —

1, ce sont les seules racines de P et sont toutes simples dans P. Ainsi, la forme scindée de P sur Cest P = 1[[}Z1(X — szg) =
i - ez”‘;g{.

Alors, [Tzt (e_ - 1) —Izi-1) ( _ ) (D"t (1 —en ) = (- 1B(1) = (=) 'n

2ikm -1 n—1ikm
De plus, H}c‘;%(eT— 1) = "‘1215mk—e n = ()" ( i 1smk")( lew ) = (ZeLE) ( " lsin— ) D=y

(n-1)m _ .k T en-1 .(n— )n _ .k inn(n-1) [(n-1)m _ Lk it(n—1)
=21t ( ﬁism—”) WIRETK 2 gnetl ( lem—”)en 2 =2n"let ( ﬁism—")e 2 =
n n
- _ - km
on-1,i(n-1)m (Hn 1sm )_ on 1(etn)n 1(1_["_15171 )_ 2n-1(—1)n (H"_lsm n)
— km n
Par conséquent, 2"~ 1(—1)"" 1(]'[" 1sin )—( 1) 1n. Ainsi, (]'[” 1sin=— )—

on-1°

{P(z) =0
P'(z)=0
{ £100 4 410 — q {1°°+21°=1etz¢0 {210(29°+1)=1etz#=0 zlo(—ll—o+1)=1etz¢0
99 9 _ 9(,0 4, 1\_qog < 90 _ _ 1 s P
10029 +102° =0 | 1002° (2% + ) =0 ?=-1 =t
10 _ 10
20=2etz%0 z7=5etz#0
K = (10)9 _ 1 .Donclesracines de P sont toutes simples.
9 _ _ 1 —-) =—=
U= 9 10
FAUX
3. Posonsu = —donc Z, = "+3.
i T 100 10
_ 100 _ Up+3 Ug+3 Up+3 _ _
Or, P(z;) = z;*°° + z, 1 =0donc, P( k) = (_1-uk) + (_1-uk) 1=0.

Alors (u +3)1% + (e +3)1°(1 = 1)” = (1 =)™ = 0.



Donc uy,..., Uygo SONt des racines de Q = (X + 3)1%° + (X + 3)1°(1 — X)?° — (1 — X)*90,
Ordeg(Q) = 100 . De plus, uy,..., Uygo SONt tous distincts puisque zy,..., Z19o SONt tous distincts ( u, = uy = 2, = uf—;i
Zf’—::, = z,7). Donc uy,..., ujggsont les seules racines de Q et sont simples.

100 coeff de X°9 de Q
Alors Y2 uy = i —
Oor,Q = (X +3)1°0 + (X + 3)10(1 — X)%° — (1 — x)100

FBN
2 3X100 4+ 100 x 3 x X% + (X0 +30X° + T(X))(X°° — 90X%° + R(X)) — X'°° + 100X°° + S(X)
avecdegS < 99,deg(T) < 9 et deg(R) < 88

Q = 3X100 + 100 x 3 x X% + X190 — 90X% + 30X% — X190 + 100X°° + H(X) avec deg H < 99

Donc, codom(Q) = 3 et coeff de X*® de Q = 300 + 30 — 90 + 100 = 140. Ainsi, Y100 2=% — _ 140

’

141 3’

Version compléte
1. Soiti € [0,n].
Li € ]Rn [X]
Li(a) =1
vk € [0,n]\{i},L;(ar) =0
un polynéme non nul

de degréinférieuran .
qui admet n racines distinctes (o, A1, - Qj—1,Ai+1., Ay SONtles seules racines de L;,

L; € Ry [X] est SCindéémﬂ:ineS simples elles sont simples et il existe un réel A tq:
= Li(a) =1 = L;i(X) = ATTR=o(X — )
vk € [0,n]\{i}, ai est racine de L; ki
et Li(a) =1
Li(X) = ATTk=0(X — ay)
ki
= < Li(X X —
1= /11-[2=0(ai — ak) l( ) Hk o(a —ay) HI,({_#(!)( )
k=+i
Ainsi, L;(X) = l'[" (a = )Hk O(X ay) estle seul polynéme de R,, [X] tel que : L;(a3) = 1let Vk € [0,n]\{i}, L;(ar) = 0.
0 k

2. SoitT=QLoL; )
deg (T) < max (deg(Ly), deg(Ll) , ..., deg(Ly),deg (1)) = n.

vk € [0,n],T(ay) = [Z?=O L;i(ax) | —1=Ly(ay) —1=0.Donc, ay,ay, ...a;, a, sontn + 1 racines distinctes de T. Donc T a
AN
=0siizk
strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polyndme nul. ]'en conclus que Y7o L; = 1.
3. SoitP € Ry[X].P =X oA Li=Vk € [0,n], P(ay) = X o AiL; (ax) = ALy (a) = 4,=P = ¥, P(a;)L;. Donc si I'écriture de P
comme combinaison linéaire des polynémes Ly, Ly, ..., L,, existe alors cette écriture est unique et P = Y.1-, P(a;)L;.

SoitT =P — Y ,P(a)L;.

deg (T) < max (deg(P) deg(Ly),deg(Ly), ..., deg(Ly)) = n.

vk € [0,n], T(ay) = P(a) — X0 P(ay) L; (ak) = P(ay) — P(ay)Lx(ay) = 0.Donc, ag, ay, ... a;, a, sontn + 1 racines distinctes de
AW
=0siizk

T.Donc T a strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polyndme nul. J’en conclus que P = ¥ , P(a;)L;.

Ainsi, P = Y P(a;)L; estl’ umque écriture de P comme combinaison linéaire des polynémes Lg, Ly, ..., Ly,

5. Application : On pose N(X) = [[;-o(X — ay). Soita et b deux réels tels a < min {ay /k € [0,n]} et b > max {ay/k € [0,n]}.
Soit f:([a, b] = R) une application.
c. SoitP =Y, f(a;)L;. Alors deg(P) < max(deg(Ly), deg(Ly), ..., deg(L,)) = n donc P de R, [X].



EtVk € [0,n], P(ai) = X1 f(a)L; (a) = f(ap)Lx(ax) = f(ay). Donc P convient. Montrons que c’est le seul qui convienne :
Soit Q un autre de R, [X] vérifiant Vk, G(ay) = f(ay). PosonsT = P — Q. Alors deg(T) < max(deg(P),deg(Q)) < net
vk, T(ax) = P(ay) — 0(ax) = f(ay) — f(ax) = 0. Dong, ag, ay, ...a;, a, sontn + 1 racines distinctes de T. Donc T a strictement
plus de racines que son degré et est ainsi le polynéme nul. J’en conclus que P = Q.]’en conclus que P = )1~ f(a;)L; est le seul
polynome de R, [X] vérifiant Vi, P(a;) = f(az).

d. Onsuppose de f est de classe C™*V sur [a, b].
iv. Soitx € [a, b].

- . NE@)(rm() .
1e € . Alor (f(x)—P(x)) =0et N(x) = 0doncVc E]a,b[,W=O= (f(x)—P(x)).
28mecas i x & {ag.da....dy} Alorsoubienx < agoux > ayouilexistek € [0,n — 1]/a; < x < Agyq.

Rangeons les réels x, ag, a4, .., a, par ordre croissant et nommons -les by, by, .., by41 tels que by < by < -+ < by et {x,ag,a4,..,a,} =
{bo, by, ., by }. Posons vt € [a,b], W(t) = N(x) (£(£) = B(®)) = N() (f () - P(x)).

Alors W estde classe C*D sur [a,b] car f et P le sont. De plus, W(by) = W (b;) =..= W(bn41) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure
que W's’annule en ¢y g €]bg, by[,en ¢y 1 €]by, by[,..,en ¢y, €]by, byi1[. W'prend donc au moins n + 1 la méme valeur 0.

Alors, le théoreme de Rolle assure que W' s’annule en ¢, €]cy 0, c11[, €0 Ca1 €]€11,C11] ) C2n—1 €]C1n—1,C1n[. Donc, W'prend donc
au moins n la méme valeur 0.

On réapplique ainsi le théoréme de Rolle 8 W 3 qui prend donc au moins n — 1 la méme valeur 0 et ensuite, W ® prend donc au moins
n — 2 laméme valeur 0....Donc, Yk € [0,n] W ®prend donc au moins n — (k + 2) la méme valeur 0.

En particulier, W ™s'annule au moins 2 fois sur]a, b[ . Alors le théoréme de Rolle assure que W™D annule au moins

1 fois sur ]a,b[enunréelc. Or, Vt € [a,b], WD (t) = N(x) (f(”“)(t) - Pm)(t)) — NOFD(p) (f(x) - P(x)) avec NO+D(t) =

(n+ 1)t et PFD(¢) = 0 (car deg(P) < n et deg(N) =n + 1 et codom(N) = 1) . Donc, N(x) (f(n+1) (c)) =m+1)! (f(x) - P(x)).
- ) )
Ainsi, Or,(f(x) - P(x)) =T

Ainsi, dans les deux cas, 3¢ €]a, b[, f(x) — P(x) = (:J(r’;))'fnn( N

v. f(*Dest continue sur [a, b] donc |f *V| est continue sur le segment [a, b]. Ainsi, |f **V|est majorée sur [a, b] Donc, M =
SUP[qp1|f V] existe et est finie.

vi. Vx € [a,b], 3¢ €]a, b, F(x) = B(x) = ook f741(c) done [F () — PG| = |22 p+i(e)| = B (o)) = Gy 760 -
——|b —a|™?! . Ven

|1V(x)| = |[Theo(x — ar)| =TTz 0Ix —ai| < [Mk=olb — al = |b — a|™*?! .Donc, Vx € [a,b], |f(x) — P(x)| <

déduis que supqp|f — |b — a|™*1.

= (n+1)‘

Pl =< (n+1)'

1. P=(X?-1"=(X-DMX+DretP = (x2 - )" = Ti, () (- Rxk,

degP = 2ndonc deg(L,) = 2n —n = net codom(P) = 1 donc codom(L,) = % et

2
De plus, d'aprés Leibniz, Ln = Zii— (j,) (X = DM (X + DM = Ty (1) s (= D FE (0 + DF = mi i (i) (- D+
f 2 2
Donc, comme Y}_, codom(( ) X—D"kX+ 1)") o (Z) # 0. codom(Ly) =n!'¥1_, (n) .
J’en déduis, par unicité des coefficients et en particulier du coefficient dominant, n! Z" (z) (Zn)' .Donc, Y} ( ) = % = (2:)
n _ n _ 13
RQUE: L, = 5, () (- )"+ @)™ = 1 () GOk ™ =3n_ (B) (- iy e

=3 sin pair
p=EJ +1 sin impair

2. 1et —1 sont les racines de P et sont de multiplicité n dans P . Donc, pour tout ! € [0,n — 1], 1 et —1 sont racines de P®. Donc, pour

tout! € [0,n — 1], X? — 1 divise PV .

3.Je saisque P(1) = P(—1).Deplus, P est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P’ s’annule sur ] —

1,1[enunréelc;.Alors, P'D = p’(¢;) = P(—1) = 0. De plus, P’ est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure

que P s’annule sur] — 1,c;[ et sur]l ¢y, 1[enunréelcy et c; 5.

Soitl € [0,n — 2] Supposons que, PO a au moins [ racines distinctes ¢; 1, ¢z, ..., ¢;; dans]—1,1[tg—1 < ¢;q < < < ¢y < 1.

Comme je sais de plus que PO (1) = PO(=1), j' ai donc : PO(=1) = PO(1) = PO(=1) = --- = PO (=1). De plus, PO est continue et

dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P+ gannule sur]—1,1[enci411, Cr41.2 » Clprir1 td =1 < Cppq11 < g <

Cp12 < €2 < < €11 < O < i1 < L

5. Enappliquant le théoréme de Rolle & P("1) qui s’annule (n-1) fois entre -1 et 1 et qui s’annule en 1 et —1, le théoréme de Rolle
assure

quel, = P s’annule sur]—=1,1[{encp1,Cn2 ) Cnn -DONC, Cp1,Cna, -, Cnp SONtdistinctes n racines réelles distinctes de L, .



Comme deg(L,) = n, lesréels ¢, 1,Cpo, -, CnnsSONt les seules racines de Lyet elles sont toutes simples dans Ly, et L, est scindée sur R
et ses racines sont toutes dans | — 1,1[.

1. deg (P) = Xg=1deg ((X — ag)™) = Xj—y My
2. @ estracine de P d’ordre de multiplicité my i.e. P(ay) = P'(ay) = P"(ay) =..= P D (a,) = 0 et P(™ (a;) # 0. Donc,
(P (ag) =..= (P ™2 (a)) = 0 et (P)™D(ay) # 0. Donc, ay, est racine de P’ d’ordre de multiplicité m, — 1, avec, par
convention, simy, — 1 = 0 alors ain’est pas racine de P’.
3. Soitk € [1,s — 1]. Le théoréme de Rolle s' applique a P sur [ay, ax,1]: P est continue sur [ay, 1] et

dérivable sur lay, ag.1[ et P (ax) = 0 = P (ay41) donc il existe ¢ € Jag, a1 [ tel que P (c) = 0
4. cq,Cy,....,Cs_1 SONt (s — 1) racines distinctes au moins simple de P'. Et a; est racine de P’ d’ordre de multiplicité my — 1
, a5 estracine de P’ d’ordre de multiplicité m, — 1, ..., et ag estracine de P’ d’ordre de multiplicité mg — 1.
Nous avons donc déja s — 1 + Y5_,(m; — 1) racinesde P'.Or,s — 1+ Y5 (mp — 1D =s -1+ Qpeymp) — Gy D =s—1+
deg(P) — s = deg(P) — 1 = deg (P"). Donc les racines déja trouvées sont les seules racines de P’ et P’ est scindé sur R et

H(X )™ 1 l_[(X— cx)| oun = deg(P) = Z T

IV Factorisation en produit de facteurs irréductibles de R[X].

=An

1. Soitz€C.
P(2)= 2 +z* + 1=072?+Z+1=0Z=joul=j? & z* = jouz* = 2
2im 2im
©zestuneracine4®™ dej =¢3 oudej?=e3
2im 2kim _2im _zkim
=3k e€03]/z=e1ze + ouz=e 1ze =
im kin _im_kin

Lescomplexesesez ete se z tqk € [0,3] sont 8 racines distinctes de P. Comme deg(P) = 8, elles sont toutes simplexes dans P et
i | kim i | kim
la forme scindée de P dans C sont P(X) = [[5_, (X — e(?+7)) (X —e (s+T))
w  km
Donc P(X) = [T3-, (X2 —2cos (g + 7)X + 1) 3
—(x2 _ T 2_ T.r 2_ T ( 2_ (E _”) )
p=(x 2cos(6)X+1)(X 2cos(6+2)X+1)(X 2cos(6+n)X+1) X2 —2cos (g4 ) X +1
P=(X2-V3Xx+1)(X?+ X+ D(X?+V3Xx+1)(X2 -X +1).



1. a.Soit x unréel. Posons g,: (t = In(1 — 2xcos(t) + x2)). f (x) existe dés que g, est continue sur [0, 7T].
1.b. Soitx € R.(t = 1 — 2xcos(t) + x2) est continue sur |0, .
De plus, A= 4(cos?(t) — 1) = —4sin?(t) < 0. Donc pour toute valeur de x, 1 — 2xcos(t) + x? > 0. Alors, comme In est continue sur
R*,
Gyx: (£ » In(1 — 2xcos(t) + x2))est continue sur 0, 7.
1.c.Six =1,95:(t » In(2 — 2cos(t))) n' est pas définie en 0 et tend vers —oo en 0, donc n’est pas non plus prolongeable par continuité
en0.Six # 1,pourt =0, 1 — 2xcos(t) + x> =1—2x+x? = (1 —x)? > 0.Donc g,: (t » In(1 — 2xcos(t) + x?))est continue en 0.
Ainsi, g,: (t » In(1 — 2xcos(t) + x?)) est continue en 0 si etssi x # 1.
De méme, gy: (t = In(1 — 2xcos(t) + x?)) est continueen i si etssi x # —1.
1.d. Ainsi, six € R\{—1,1} alors g, est continue sur [0,7] donc f(x) existe.
2km

; « TN km 2 n i —in n 2T\ -
2.a.Soitn € N*. k=1(1—2xcos(7)+x)= k=1lx—e™m (x—e ")=Hk=1 x—e Zn)]'[k;l(x—e Zn)

e na D[ (- e ) (- e 50)| = -1 = (";"_‘11) (x+1) = (—(";’f; 1) 1)

=(ED) e+ D@+ D).

2b. Soit x réel tel que |x| # 1 etn entier naturel non nul .
Sp(x) = %Z’,}ﬂln (1 — 2xcos (%) +x2) = %ln []'[}j:l (1 — 2xcos (%") + xz)] = %ln [(xm:l) (x+ 1)].

X

2.c. S, (x) est une somme de Riemann de g, sur [0, z]. Comme g, est continue sur [0, n],nl_i)rllooSn(x) = f: g.(®)dt = f(x).
1¢ cas |x| < 1.Alors nliToo x?" =0 donc nlierSn(x) =0.
2°me cas x| > 1. Alors x2 > 1et 0 < x™2 < 1donc nlirpm(xz)" =0et nliTw(x‘z)n =0.
_ E xZTl._l _ E 2 1_x—27l, _ E 2 E 1_x—2n
Alors, S, (x) = nln [( pory )(x -Zl- 1)] = nln [x n (_x—l )(x + 1)] ; nln[x "+ nln [( — )(x + 1)]
1-x~2n —x~2n o
Sp(x) = §2nlnlx| + %ln [( xil )(x + 1)] = 27n|x| + %ln [( X )(x + 1)] . Ainsi, nl_l)rllen(x) = 2mtn|x|.

1
x-1
o _ O0si|x| <1
Ainsi, f(x) = {annlxl silx] >1
Je remarque que f est prolongeable par continuité en 1 et en —1 par la valeur 0 puisque 111111 27tn|x| = 0.
X—-x

V Décomposition en éléments simples




Comme P = A[Tj—1(X — )™, P' = A X5 1 ((X — ai)™) [T} (X — )™ = A Xjoq mye(X — )™ [[521(X — @)™ .Donc,

j*k j#k
_ AZ§ o mpe(t—a) ™ 5oy (E—a )™ Mye(t—ag) ™ [y (t—a )™ o =)™
Pt _ j2k —_ys Jzk —ys  Mult—a)™k ek =y
P(t) AT, (t—ap™ k=1 Tl (t-ap™ k=1 (t—a™ oy (t-ap™ — K= (t-ay)
Jj*k

4_ 3 2 —_
Application: f(t) = % i((:)) avec P(t) = t> — 4t* + t3 + 10t? — 4t — 8. f est continue sur Df donc admet des

primitives sur tout intervalle inclus dans Df. De plus, P(t) = (t — 2)3(t + 1)2.( our obtenir cette factorisation j’ai remarqué que -1 et 2
sont racines de P, j’ai cherché leur multiplicité dans P en regardant si ces valeurs étaient racines de P’, P”,....et ensuite j’ai comparé
nombre de racines trouvées avec deg(P)). Donc Df =R\{2,—1}. Et d’aprés ce qui précéde, Vt € Df, f(t) = % + ﬁ Donc F &'t —
3in|t — 2| + 2In|t — 1| + cste) est la forme générale d’une primitive de f sur tout intervalle inclus dans Df.

1

D’une part, vt € D, (t — ;)G (¢) = - (tmap)  _ L -Dong, lim (t — a;)G(t) =
~a

Mima(t=e) Al (6= Al (@j—a)
*J k#j

D’autre part, P(X) = A[[=1(X —ag) donc P'(X) = A¥5a1 (X —ap) [[i=1(X — @) =A% 11X — ay)
ik ik

Donc P'(a;) = A X5, l'[f=1(aj —a;) = A]'[f=1'(a] a;) . Ainsi lim (t —a;)G(t) = m

3. Enfin, (t —a;)G() = X5, % u; +Z£:}(t a’)ku" Donc,tllrtrllj(t—aj)G(t) = u; et par suite, u; = 5y
Ainsi,Vt € D, G(t) = X5 _ 1P,(1ak)i
4. Sy = Z,’;’=3m. Posons P(X) = X3 —2X? - X +2et G(t) = Alors PX)=X?’(X-2)-(X-2)=X-2)(X2-1) =
(X —2)(X + 1)(X — 1). Donc P est scindé a racines simples. Par consequent, le résultat précédent s’applique et
veeD, G(t)—P_mﬁ+ (11)$+F+®$=—§ﬁ+§%+§ﬁ.
Alors, Sy = YN _. %ﬁ"';%"’;ﬁ__z N 3L+ “¥n-= 3m+ YN =—§Z’,¥;%%+§Zﬁ:i%+§zﬁ;f%
= (553 (BN20) G Hi+an) %(ﬁ’f%ﬂ%ﬂ) 5(1+5+§)
SN=§—3(N1_1)+ L +6(N+1) Donc 11m SN—%

5. SoitF(t) = B(SE? D tel que B(a) # 0. Donc, en notanti la partie polaire dans la décomposition en éléments simplede F,ona:
cw® A®) _ C@) ry A(@) it) T _ _
F(t) = —+% Donc S50 = Et—a)F(t) = +B( )(t a) et parSUIte 3@ = p-»aB(t) pm(l )F(t) =a.
6. SoitF(t) = #:))Ztel que B(a) # 0. Donc, en notant (I + —) la partie polaire dans la décomposition en éléments simple
40 A _ @) _ 2

2 _ c(t) 2
i a)z + a- a) +—= 5o Donc,g(t) =(t— a) Fit)=a+b(t—a)+== 0 (t — @)* et par suite, =—— A( )= limze =
lim (¢ — @)?F (¢) = a. De plus, ( ) () =2t —a) Ft)+(t—a)?F'(t) = b+( ) Ot — @) + 2(t — a) 9 et et par suite,

B()
( ) () —llm( ) @ =

VIl Les fonctions polynomiales

deF,ona: F(t) =




Premiere méthode : en appliquant le TVI a la fonction polynomiale associée qui est continue et dont les limites en + et

en —oo sont de signes opposés.

Deuxieme méthode : en utilisant le fait de que tout polyndme réel non constant admet un nombre de racines complexes (dont
réelles) égale a son degré mais posséde un nombre pair de racines complexes non réelles.

Seule la fonction polynomiale nulle vérifie vn, £ (0) = 0 puisque Taylor affirme que : si f est polynomiale alors Vt €
R f(6) = SNoplo¢m o N € N et N > deg (P).

F etg sont alors scindées avec les mémes racines et méme multiplicité donc il existe un réel A non nultq: Vvt € R, f(t) =
Ag(t).Sideplus, f(X)~10g(x)A=1etf =g.

@ et¥ n’ont alors en commun que ses 6 valeurs... ailleurs elles peuvent étre totalement différentes.

Posons T le polynémetel que T = f — g. Alors T est polynomiale et admet touts les réelles de Uintervalle |
comme racine. Comme | contient au moins deux réels distincts, I contient tous les réels compris entre ces deux
réels donc | contient une infinité de valeurs qui constituent une infinité de racines de T. Ainsi T est le polyndme

nuldonc f = g.

@ et ¥ peuvent n’étre égales que sur I et nulle part ailleurs comme le prouve les fonctions ¢(x) =

{ 0six>0
x> +1six<0

et lI/(x)={

O0six>0

—1six<0°

J

—1 0]

—1 =]

—1 ]

—1 5

—1 =]

_=2o-]

==

—=a

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En effet,
cette fonction g s’annule 7 fois sur R (en a, b ... et t) et ne peut donc pas étre
polynomiale de degré 5.

. Dans ce cas, ses racines réelles sont toutes
simples puisqu’aucune tangente aux points d’abscisses a, b, ¢ ..., t n’est horizontale.
Cela signifie que g’ ne s’annule pasen a,nien b ...,ni en t. Et par conséquent, ces
racines réelles sont simples. Mais elle pourrait aussi avoir des racines complexes ....
de degré 7 de laforme :

gx)=16(x—a)(x—b)(x—c)(x—d)(x—e)(x —s)(x—t)
Ou de degré 9 de la forme
g)=23x—a)x—-bx-)x—-dx—e)x—s)x—t)(x*+x+1)
Ou de degré 11 ou 13 de laforme
gx)=23x—a)x—-b)(x—-)x—-dx—e)(x—s)(x —t)(x? + 1D*(x?+x+ 1)




NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de
degré 5. En effet,

cette fonction g s’annule une infinité de fois sans étre la
fonction nulle. Donc,|g n’est pas polynomiale du tout. On
remarque en outre que sa dérivée s’annule aussi une
infinité de fois sans étre la fonction nulle.

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En
¢ effet,
cette fonction g tend vers +o0 en +ooet en — o . Or une fonction
polynomiale de degré 5 tend vers deux infinis opposés en +o et en — ..
’ Par contre, g peut étre polynomiale : g s’annule 3 foissur R en a, b, et c et
25 g’ s’annule en a mais pas en b, ni en c. Donc a est racine au moins double
de g et b et c sont simples. g peut avoir d’autres racines complexes...g
tend vers vers +00 en +oet en — o, donc si g est polynomiale alors
15 deg(g) est pair et codom(g) > 0.Onpourrai avoir

g0 =4(x —a)*(x — b)(x — ¢)
Ou encore
i g) =13(x —a)’ (x —b)(x —c)(x* + 1)

T o ; E Ou encore .....
05 \/

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de
degré 5. En effet,

cette fonction g ne tend pas vers Uinfini en +o0. g n’est
d’ailleurs pas polynomiale du tout car elle n’est pas
constante et tend vers une limite finie Len 4o0. Or, toute
fonctino polynomiale non constante tend vers Uinfini en

Pinfini




=s o

= o

== o

= oo

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En effet,
cette fonction g’ s’annule 7 fois sur R et g’ ne peut donc pas étre polynomiale de
degré 4.

g pourrait par contre étre polynomiale. Dans ce cas, a, b, ¢, d, et e sont les seules
racines réelles de g mais g peut avoir des racines complexes (deux a deux
conjuguées puisque g est une fonction réelle). D’aprés les tangentes de Cg aux
points d'abscisses a,b,c,d ete, a,d et e sont des racines réelles d’ordre de
multiplicité au moins 2, b et ¢ sont simples et De plus, étant donné les limites de
g entoo,deg(g) estimpair et codom(g) > 0.on pourrait avoir :

g(x) =16(x —a)*(x = bh)(x — ) (x —d)*(x —e)®

impossible Cf exemple ci dessous .

Ou
g(x) = 157(x — @)®(x — b) (x — ) (x — d)%(x — €)?(x? — x + D)*(x? + 1)?

Oui c’est possible que g soit une fonction polynomiale de degré 5. En effet,
g ne s’annule que deux fois sur R en a et b qui sont de multiplicité au moins 2.

g’ ne s’annule que 3 fois sur R

les limites de g en oo sontinfinies et opposées.

g pourrait peut-étre étre de la forme : g(x) = —7(x — a)*(x — b)®
NB:Commedeg(g) = 5 et a et b ont des multiplicités p et q supérieures a 2. Alors,

0 <5—a—b < 1.Parconséquent, le quotient Q(x) de la division euclidienne

de g(x) par (x — a)?(x — b)4 est de degré 0 ou 1. Mais si deg(Q) = 1, cela signifie que
Q(x) = ux +vavecuetvréelset Q auneracineréelle —v/udistinctesdeaet b .
Donc g aurait une autre racine réelle ce qui est exclu. Ainsi deg(Q)=0 i.e. Q =cste non
nulle et ainsi,p +q = 5doncp =2etq =3 oup =3 etq = 2etgn’apasd’autres
racines complexes.

Ainsi, si g est polynomiale de degré 5 et a la courbe ci-contre alors nécessairement :
g(x) =A(x —a)*(x —b)3oug(x) = A(x —a)3(x — b)?> avecA € R™™.

Alors g'(x) = A(x —a)(x — b)*(x — c)ou g’'(x) = A(x — a)*(x — b)(x —¢).

Or on lite sur la courbe que g’ s’annule en a mais sans changer de signe ( g’ est
négative a gauche et a droite de a) . Par contre, g’ s’annule en changeant de signeen b
(positive a gauche de b et négative a droite de b) . Donc nécessairement, g’'(x) =

A(x — a)*(x — b)(x — ¢) etdonc

g(x) = @ =@)2(x — b)2. Pour calculer A, il suffit de prendre une valeur de g
particuliére (autre que g(a) et g(b)....)

NB : Uallure de Cg au voisinage de a est celle d’une fonction polynomiale de degré
impair lors que l’allure de Cg au voisine de b est celle d’une fonction polynomiale de
degreé pair.

En reprenant 'exemple précédent (exemple 5) et en faisant le méme type de
raisonnement, on voit la puissance (x — a) est impaire supérieure a 3, celles de (x —
d) et (x — e) sont paires supérieures a 2.










