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Chapitre 15 Matrices
Cf programme précédent.

Chapitre 16 Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels . Familles finies de vecteurs.
| Généralités.
1. Définition et régles de calcul
P1V(¥y)EE? X+y€EE et VX€EEVa€K, a.X €E (E eststable par addition interne et multiplication externe).
P2. (+) est ASSOCIATIVE et COMMUTATIVE i.e. V(%,7,2) €E3, (R+J)+Z=%+ (F+Deti+j=7y+%
P3. (+) a un élément NEUTRE noté O, ou O qui vérifie :VZ € E, ¥+ 0 = X.
P4. Tout élément % de E a un unique SYMETRIQUE pour (+) . VX € E, 31§ € E/Z + ¥ = 0 . Alors, j est noté — % et
appelé 'opposé de X. (Z + (—X)est désormais noté Z — x)
P5.V(X,y) €E ELV(a,B) EK?a.(X+y)=a.X+a.y et (a+B).X=aX+B.% ((.)estdistributive sur (+))
P6.VxX € E,V(a, ) € K?,a. (5.X) = af.X = B.(a.X) (associativité mixte)
P7.VX EE,1.X =%
ClVZ€EVa€eK. (ax=0 sietssia=0ouz=0g)
C2VX€eEVa€eK —X=(—1).x et —(a.X)=(—a).X=a.(—X)
C3V(Xy) € ELV(a,f) EK* (a— B).X=aX—BXeta. (X —y) = aX —ay
Généralisation des propriétés P2 a 7 : Soit iy, ty, ..., i, des vecteursd'un K —e —v E eta,ay, ..., a, des éléments de K .
YUk = Yheq U + 2o i U OUT € [Lp —1].
Yheer Ui = z1%7:_01 Up-;
Thea (X1 ij) = X1 (They Taj)
Shoi X = (Tho )X
aYh_ U =Yh_, aty
Si X,y et Uy, Uy, ..., Uy sont des vecteurs de E alors
tout vecteur de laforme a.X + B.y tq a, B € K est une combinaison linéaire des vecteurs X et y et est élément de E.
tout vecteur de la forme Y,_, ;%) tq ay,.., @, € K est une combinaison linéaire de Uy, Uy, ..., U, et est élément de E.
Tout espace vectoriel est stable par combinaison linéaire.

2. Espaces vectoriels de référence.
Munis de leur addition et da leur multiplication externe usuelles,
P (I'ensemble des vecteurs du plan), E (I'ensemble des vecteurs de I’ espace géométrique)sont des R —e — v
K, K™, M, ,(K), KN F(2,K),K[X],K,[X], ainsi parés ces ensembles sont des K-e-v

3. Espace produit- Espace de fonctions.
Structure de K-e-v. de 3(T, E) ou E est un K-e-vet T un ensemble.

Il Sous-espaces vectoriels.
1. Définition
Deux définitions équivalentes d’un sous-e-v.
Soit (E, +,.) un K-e-v. F est un sous-espace-vectoriel de E lorsque
e FCEFE
e O,€F OU F=#0
o V((Xy)EF:Va€EK,aXx€EFetXx+y€eF OU V(Xy) € F3V(apB) € K?aX+ By €EF.
Tout ss-e-v d'un K-e-v est un K-e-v et est stable par somme, multiplication par un scalaire, par combinaison linéaire.

2. Sous-e-v engendré par une famille de vecteurs.
Soit E un K-e-v et Uy Uy, ..., u,, des vecteurs de E. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs iy Uy, ..., U, est un ss-e-v de
E noté vect(uy Uy, ..., ;) et appelé ss-e-v engendré par la famille (i; 1y, ..., ;)
(U Uz, .., Up)est une famille génératrice de vect(uy Uy, ..., Up).
Droite vectorielle et plan vectoriel. Une droite vectorielle de E est un ss-e-v engendré par un vecteur non nul de E.
Un plan vectoriel de E est un ss-e-v de E engendré par deux vecteurs non colinéaires de E.
vect(uy Uy, ..., Up) est inclus dans tout ss-e-v de E contenant iy ,uy, ..., i, et est donc le plus petit ss-e-v (au sens de I'inclusion) contenant la
famille u; iy, ..., u,.
Soit X un sous-ensemble de E et vect(X) est I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’ éléments de X . Alors, vect(X) est un ss-e-v
de E et est contenu dans tout s—e-v de E contenant X. vect(X) est appelé I'espace vectoriel engendré par X.
3. Intersection et somme de ss-e-v
e Soit (F;)ie une famille de ss-e-vde E. Alors N;¢; F; = {X € E/Vi € [,X € F;} est un sous-e-v de E.
e SoitF etG deuxss-e-vdeE.AlorsF +G ={X+ /X €F,y€ G} ={u€E/AX EF,y € G, U = X + y} est ss-e-v- de E appelé ss-e-v
sommede F etG .
e SiF = vect(uy,Uy,..., Up) et G = vect(vy, V.., V) alors F + G = vect(uy, Us,..., Up, V1, Vz,erry Ug)-



4. Somme directe et sous-espaces supplémentaires.

Soit F et G deux ss-e-vde E.

e F et G sont en somme directe lorsque tout élément de F + G s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F et d’un
élément de G.




