Sup PCSI 2023-2024 Chapitre 16 Mathématiques.
Espaces vectoriels et sous-espaces-vectoriels.

Familles de vecteurs dans un espace vectoriel.

K désigne Rou C et netp désignent des entiers naturels non nuls et m un entier naturel.

1NB:

1) deux fonctions sont égales sietssi elles ont le méme domaine de définition et associent la méme image a chaque élément de ce
domaine de définition.

2) deux ensembles sont égaux sietssi ils contiennent exactement les mémes éléments sietssi tout élément de I'un est élément de I'autre
et réciproquement (i.e. I'un est inclus dans I’autre et I'autre est inclus dans I’'un-double inclusion).

3) unensemble F est inclus dans un ensemble E lorsque Vx € F,x € E.

| Généralités

1. Définition

2 Def : Un espace vectoriel sur K (K-e-v) est un ensemble non vide E muni de deux lois(opérations) : (+) addition
interne et (.) multplication par un scalaire appelée aussi multiplication externe, qui vérifient :
P1V(X%,y)€EE? X+yVEE et VX€EE,Va €K, a.X € E (E eststable par addition interne et multiplication externe).
P2. (+) est ASSOCIATIVE et COMMUTATIVE i.e. V(¥,¥,Z2) EE3, (X +V)+Z=X+(GF+2etXi+y=y+%
P3. (+) a un élément NEUTRE noté Oy ou O qui vérifie: VX € E, ¥+ 0 = .
P4. Tout élément % de E a un unique SYMETRIQUE pour (+) . VZ € E, 31y € E/Z + 7 = 0 . Alors, J est noté — ¥ et
appelé I'opposé de X.
P5.V(X,y) €EELV(a,B) EK?%,a.(X+y)=a.X+a.y et (a+f).X=a.X+ B.X ((.)estdistributive sur (+))
P6.VX € E,Y(a,B) € K%, a.(B.X) = af.X = B.(a.X) (associativité mixte)
P7.VXEE,1.X =% (1 élément neutre pour (.))

—_— —
Les éléments de E sont appelés des vecteurs, Oy ou O est le vecteur nul de E. Les éléments de K sont des scalaires.

3 NB : En maths, un vecteur peut étre une matrice, un polynéme, une fonction, une suite, un vecteur du plan ou de
I'espace...Cf espaces vectoriels de référence.
4RQUE :On note aX aulieude a.¥ et X+ (—y) estnotéxX—y.
- > -2
somme de X et

de l'opposé dey
5 Généralisation : Soient ay, a5, .., @, des scalaires, Uy, Uy, ...,ﬁ'p des vecteurs d’'un K-e-v E. Alors la somme de tous les
vecteurs Uy, tel que k € [[1, p] est un vecteur de E . Cette somme peut étre calculée dans I'ordre que I’on souhaite en vertu de
I'associativité et la commutativité de I’addition sur les vecteurs. Cette somme est notée Zzzl Uy. De plus, Vk € [1,p], a li, € E

et la somme de tous les vecteurs a, 1, tel que k € [1,p] est un vecteur de E noté ZZ=1 Ayl .

6 Def. : Soit x et y deux vecteurs d’'un K-e-v E et « et 8 deux scalaires. Alors une combinaison linéaire de X est tout vecteur de
E de laforme ax. Deux vecteurs sont colinéaires lorsque I'un des vecteurs est combinaison linéaire de I'autre.

Une combinaison linéaire de X et y est tout vecteur de E de la forme : @.X + .Y ol a et 8 deux scalaires. Trois vecteurs sont
coplanaires lorsque I’un d’eux est combinaison linéaire des deux autres.

Soient ¥y, Uy, ..., ﬁp des vecteurs de E . Le vecteur u’est une combinaison linéaire des vecteurs ¥;, U5, ...,ﬁp lorsqu’il existe
des scalaires aj, a,,..,a,tels que w’ = Yp_, a,Uy. w estalorsun vecteurde E .

Soit X un ensemble de vecteurs de E . Une combinaison linéaire de vecteurs de X est tout vecteur de la forme ZZ=1 Xy ol

q €EN*etxy,. .,x_(; sont des vecteurs de X. UNE COMBINAISON LINEAIRE EST UNE SOMME FINIE.

7 lllustrations d’une combinaison linéaire de deux vecteurs
Dans le plan Dans I'espace géométrique

8 RQUE : 0) Une combinaison linéaire est toujours une somme finie.
1) ¥+y=1X+1y,X—y=1%+(—1).y et a.X =a.X+ 0.y sont des combinaisons linéaires de X ety .
2) Levecteur nul est combinaison linéaire de tous vecteurs car 0 = 22:1 0. ug.



2. Exemples de référence

J

Ensemble Addition interne Multiplication externe Combinaison linéaire
(n,p) € (N")?etmeN
P Soient 1 et ¥ deux vecteurs de P. Soient i1 = AB un vecteur de P et
'ensemble des vecteurs du plan Soient A, B et C trois points du a@ un réel
R-e-v plan tels que Ui = AB et = BC. Sia # 0 alors a est le vecteur de
Alors, par déf., i + & = AC. direction (AB), de norme |a|AB et
relation de Chasles ou régle du desens:Avers Bsia > 0 et
parallélogramme B vers Asia <0.
Elément neutre : 0 = Adle seul welﬂf
vecteur de norme nulle. ati =0 =AA
E Soient i et ¥ deux vecteurs de E. Soient 7 = AB un vecteur de E et
I'ensemble des vecteurs de Soient A, B et C trois points de a@ un réel

I'espace géométrique
R-e-v

Etelsque = AB et ¥ = BC.
Alors par définition :
i+7%=AC
relation de Chasles ou régle du
parallélogramme.
Elément neutre : 0 = A4le seul
vecteur de norme nulle .

Sia # 0 alors aii est le vecteur de
direction (AB), de norme |a|AB et
desens: Avers Bsia > 0 et
B vers Asia < 0.

Sig = Qalorsaii =0 = 44

R, 'ensemble des réels R-e-v

Addition dans R

Multiplication dans R

CI
I’'ensemble des nombres complexes
R-e-v

Pourtousz=a+ibetw =x+
iy complexes , par définition,
z+w=(a+x)+i(b+y)
Elément neutre: 0 = 0 4+ i0

Pour tout z = a + ib complexe et
tout réela,
a.(a+ ib) = aa + iab

az + fw = (aa + Bx) + i(ab + Ly)
avec a, B réels.

C, 'ensemble des nombres
complexes
C-e-v

Pourtousz=a+ibetw=a+
il complexes , par définition,
z+w=((@a+a)+i(b+p)

Elément neutre:0 = 0 4 i0

Pour tout z = a + ib complexe et
tout complexe w = a + i3,
w.(a+ib) = (a + iB).(a + ib)
=aa— b +i(ab+ af)

KP, 'ensemble
des p-uplets d’éléments de K
K-e-v
(pourp = 1, on retrouve R et C)

Soit X = (xq, %3, ..., Xp)
etY = (yl‘yz, ...,yp) deux p-uplets
.Pardef, X +Y =
(x1 + Y1, %2 + Vo, ...,x,,+y,,) g
Elément neutre :0 = (o,...,0)

Soit X = (xq,%7, ..., %p)
un p-uplet
et a un scalaire.
Par définition,
aX = (axlraxz, ...,axp)

aX + pY =

(axl + By1, ax; + By, .., axp+ﬁyp)
aveca,ff €K

M, (K)

Soit A = (aij)ie[[l,n]]

Soit4 = (aij)ie[[l,n]]

al + BB = (aa;; + Bbij)icfin

I’ensemble des matrices a JjelLp] ) ) JelLp] . Jjep]
coefficients dans K de type (n,p) | €t B = (bij)ie[[l,n]] deux matricesn | une matrice n lignes p colonnes a aveca,fB €K
K-e-v jelLpl coefficients dans K et k un scalaire
lignes p colonnes a coefficients . Par définition,
dans K. Par déf, k.A= (k X aij)ie[[l,n]]
A+ B = (aij + bij)iEﬂl,n]] Jjel1,pl
_, Jelpl
Elément neutre :0 = Oy,
Mn(K) SoitA = (ai]-)ie[[lln]] SoitA = (aij)ieﬂl,n]] aA + ﬁB = (aaij ar ﬁbij)ieﬂl,n]]
I’'ensemble des matrices a jelin] jel1n] jeln]
coefficients dans K de type (n, ) et B = (bij)ie[u,n}] deux une matrice carrée d’ordre n a aveca,f €K
K-e-v jelin] coefficients dans K et k un scalaire
matricescarrées d’ordre n a . Par définition,
coefficients dans K. Par déf, A + k.A=(kx aij)ie[[l,n]]
B = (aij + bij)ie[[l,n]] Jel1,n]
jElLn]
Elément neutre :0 = 0,
K[X] Soit P = Yh_,arX¥ etQ = Soit P = Yh_, axX* un élément max(p.q)
I'ensemble des polynémes a 1_obiX* deux éléments de K[X] de K[X] et B un élémentde K . aP + £Q = (aay + Bb)X*
coefficients dans K Alors, Alors, k=0
K-e-v max (p,q) p aveca,ff €K
P+Q= Z (ar + b)X* ﬁ-P=ZBakX"
k=0 k=0

Elément neutre :

p
0= Z 0.xk
k=0

Knyp[X]oumeN
I'ensemble des polynémes a
coefficients dans K de degré

inferieur

Soit P = YT a, Xk et Q =
Ym0 biX® deux éléments de K[X]
Alors,

Soit P = Y, arX* un élément
de K[X] et S un élémentde K .
Alors,




max (p,q)

ouégalam T .
K-e-v. P+Q= (ay + b)X* p.P= Z BarX
k=0 k=0
Elément neutre :
m
0= Z 0.x*

k=0

F(IL,K) pour toutes fonctions f et g de pour toute fonction f de I dans K af + Bg: (x = af (x) + fg(x))
I’'ensemble des applications de [ I dans K, et tout scalaire , a. f: (x - af(x)) aveca,B €K
dans K f+g:(xefx)+g9x)
ou I désigne un intervalle de R fixé. Elément neutre:w: (x — 0)
K-e-v
KN Pour toutes suites Pour toute suite au + v = (au, + Bry)nen

I'ensemble des suites de nombres
réels si K = R et complexes si K =
C
K-e-v

U = (Up)nen €t
v = (Vp)nen , par définition ,
u+v = (Uy + V)nen
Elément neutre : 0 = (0) ey

u = (Uy)ney et tout scalaire a
a.u = (QUp)nen

aveca,ff €K

DESORMAIS (E, +,.) est un K-e-v.

3. Régles de calcul

10 Prop : Soit a, B des scalaires et %,
Clax=0 sietssia=0oux=
C2 —(a.X)=(—a).% = a.(—%)

CGBla—p).x=ax—pxeta.(X—y) =axX—ay

y des vecteursde E .
0

—

p —_ yp-1
Zk:1 ﬁk = Zi:o ﬁp—i

SOt

1. Xh U =Yho1 Uk + Xheyyq Ui oUT € [1,p— 1.

14 _ 14
k=1(23‘l=1 ﬁk}') - Z;}=1(Zk=1 ﬂk}')
> -
2z=p1 Ay X = (%Z:l ak)x
— —
a2k=1 Uy = Zk=1 AUy

11 Généralisation des propriétés P2 a 7 : Soit Uy, Uy, ..., U, des vecteursd'un K —e —v Eeta,ay, ..., a, des éléments de K .

12 Prop : Dans un K —e-v E, siles vecteurs X ety de E sont combinaisons linéaires des vecteurs iy, iy, ..., U, alors pour tous

scalaires a et 8, aX + By est combinaison linéaire de iy, U, ..., Uy.

NB : Tout espace vectoriel contient toutes les combinaisons linéaires de ses éléments, toutes les sommes (finies) de ses

éléments et tous les vecteurs produits d’un de ses éléments par un scalaire. Cela signifie que :

TOUT ESPACE VECTORIEL EST STABLE PAR ADDITION, MULTIPLICATION EXTERNE ET COMBINAISONS LINEAIRES.

4. Espace produit et espace vectoriel. # (T, E) des fonctions d’'un ensemble T dans

un K-e-v E

13 Théo : Soit(

et (F,+,.) deuxK-e-v.Onnote E X F = {(x,y)/x E Eety € F}

On définit deux opérations sur E' X F une addition (+) et une multiplication externe (.) par :
V(X,Y) E(E X F)?telque X = (x1,x) et X = (y1,¥2) , X +Y = (x1 + y1,%5 + yp) et ,Va €K, a. X = (a. x4, 0. X5)
Alors E X F , muni de ces deux opérations (+) et (.), est un K-e-v.

13bis Théo : Soit(

) un K-e-v et T un ensemble quelconque. On note . /(T, E)I'ensemble des applications de T dans E . On
définit deux opérations sur .7 (T, E)une addition (+) et une multiplication externe (.) par: V(f,g) €./ (T,E)% Va € K,

frg@rmfO)+g@)etaf:traf()).

Alors. 7 (T, E)muni de ces deux opérations (+) et (.), est un K-e-v.

Démo : Il faut vérifier que ./ (T, E)muni de ces deux opérations (+) et (.), vérifie P1,P2,..P7.
P1 Soit (f,g) €. /(T,E)?eta € K.Vt €T,(f + g)(t) = f(t) + g(t) € Eet (a.)H)) =a.f(t) € E.

EE

Dong, f + g et a. f sont éléments de ./ (T, E).

€g carE €E
stable

par (+).

car E
stable

par ().




P2. Soit (f,g,h) €./ (T,E)3.Alors (f + g) + het f + (g + h) sont définiessur T etVt € T,

(F+D+mO =+ O +h®) = (fO) + g®©) + h®) = f(©) + (g + h(©®) = f(©O) + (9(O) + h(®)) = (f + (g + W) (D)
Donc, (f +g)+h=f+ (g +h) OK!

De méme, (f + g)et (g + f) sontdéfiniessurTetVt €T, (f + g)t) =f()+gt) =g@®) +f(t) = (g + ()

Donc, (f +g) = (g + f) OK!

P3. Soitw définie sur T par : Vt € T,w(t) = O .Soit f €./(T,E).

Alors (f + w) et f sont définiessurTetVt €T, (f +w)(t) = f(t) + w(t) = f(t) + 5E =f() .Donc(f+w)=f

Donc w est I'élément neutre de . 7 (T, E). pour (+).

P4. .Soit f €./ (T,E)..Posons g: (t » —f(t)) €./ (T,E)

MorsVt €T (f +g)(®) = fO+g9@®) = fO-f® = 0p=w().0K!
pardef car (+)et (+) par def
de (+) vérifient P4 de 0

Dong, f + g = w et g estl'opposé de f dans. (T, E)pour (+).
P5. Soit (f,g) €./ (T, E)%et (a,B) € K* Alors a.(f + g) et a.f + a. g sont définiessur T et Vt € T,

(a. (f + ) = a (F() +g9®) = af@®@+aglt) = (af+ag)t).Donca (f+g)=af+agOkK!

pardef car () par déf de
de (+) vérifie P5 Oet(+)

Deméme, (a+pB).feta.f + B.f sont définiessurT etVt €T
(a+p)-NW = (@+p.fO = af®O+BfO = (af+B.f)).Donc (a+p).f=af+p.fOK!

par def car (.) par déf de
de () vérifie P5 et(+)
P6.Soit f €.7(T,E) et(a,B) € K*Alors, a.(B.f), (aB).f, B.(a.f)sont définiessur T et Vt €T,
(@@BN)® = a@f®) = aBf(®) = p.(af)®) .Donca (B.f)=(ap).f =p.(a f)OK!
s vérifiens PG vérifiont P

P7.Soit f €./ (T,E).Alors, (1. f)et f sontdéfiniessurTetVt €T, (1.f)(t) = f(t).Donc, (1.f) = f.

14 Exemples : 1) Pour E = Ret T = I=un intervalle de R, on retrouve le R-e-v F (I, R) donné dans les exemples de référence.

2) On peut grace a ce théoréme construire un K — e — v de fonctions tres facilement. Il suffit de choisir un ensemble T quelconque par
exemple T = {1;2;3} etun R-e-v E quelconque par exemple : E = M,(R) et on est capable de créer une structure de R-e-v sur I'ensemble
des applications de {1 ; 2 ; 3} dans M, (R)

Il Sous-espaces-vectoriels

1. Définition

15 Déf: Soit (E, +,.) un espace vectoriel sur K et F un ensemble.

F est un sous — espace - vectoriel (ss-e-v) de E lorsque :

D1)F cE

D2)0; €F

D3)V(X,y) EF? X+y€EF et VX€EF,Va€K, a.X €F.(F est stable par addition et multiplication externe).

16 Déf. équivalente : Soit (E, +,.) un espace vectoriel sur K et F un ensemble.
F est un sous — espace- vectoriel de E lorsque :

D1) Fest un sous-ensemble de E

D2b) F non vide ou 0_,; EF

D3b)V(X,y) € F:,V¥(a,B) € K?, aX + By € F (F eststableparc.l

17 Prop: E et {O_E)} sont des sous-espaces-vectoriels de E.

NB : Tout ss-e-v de E vérifie donc les propriétés Plet P3 et P4(par définition d’un sous-e-v) et P2, P5 a P7 (par hérédité de

E). Ainsi, TOUT SS-E-V D’UN K-E-V EST DONC LUI-MEME UN K —e-v.
Par conséquent, si G et F sont deux ss-e-vde E et G C F alors G est un ss-e-v de F.

19 En pratique : lorsqu’il faut prouver qu’un ensemble F est un K-e-v, il suffit donc de montrer que F est un ss-e-v d’un e-v de
référence . Construire un ss-e-v est une autre maniere de construire un e-v.

20 Conséquences :
e TOUT SS-E-V F EST STABLE PAR COMBINAISONS LINEAIRES : tout ss-e-v contient toutes les combinaisons linéaires de ses
éléments. Autrement dit si F est un ss-e-v et Yk € [1,p], U, € F et a;, € K, alors Zzzl iy, €F.



e Enparticulier, si F, un ss-e-v de E, contient un vecteur % non nul alors F contient tous les vecteurs aii tels que a € K (ie.

tous les vecteurs colinéaires 8 %) et F contient donc une infinité de vecteurs. Ainsi, {Oz} est le seul espace vectoriel
contenant un nombre fini d’éléments ... tout autre e-v contient une infinité de vecteurs.

2. Exemples de référence.

21 Des ss-e-v qui sont de nouveaux e-v- de référence :

D, (K), TS, (K),TIL,(K),S,(K) et AS,,(K) sont des ss-e-v de M,,(K).

GL, (K) n'est pas un ss-e-v de M,,(K) car il ne contient pas la matrice nulle.

K, [X] est un ss-e-v de K[X] oum € N fixé.

Soit k € N.D¥(I,R) (resp . C*¥(I,R), ou C*(I, R)) est un sous espace vectoriel de. 7(I, R).

L’ensemble des solutions d’une edl homogéne d’ordre k € {1,213 coefficients continues sur I et a valeurs dans K est un ss-
e-vde D¥(I, K).

M PO

21 bis D’autres exemples ( pas de référtence) ou non exemple faciles a justifier :

e L’ensemble des fonctions bijectives de K sur K n’est pas un ss-e-v de . # (K, K)car il ne contient pas la fonction nulle.
L’ensemble des fonctions de I dans K bornées est un sous espace vectoriel de . 7(/, K).

Soit a un bord de I. L’ensemble des fonctions de I dans K de limite finie en a est un sous espace vectoriel de.” (I, K).
L’ensemble des suites bornées est un sous espace vectoriel de KN.

L’ensemble des suites réelles convergentes est un sous espace vectoriel de RN,

22 UN Exemple a savoir faire : F={(x,y,z)eR3/ 5x- 3y + 7z = 0 }.Montrer que F est un sous espace vectoriel de R3.
équation cartésienne de F
D1 F contient bien des triplets de réels donc F ¢ R3.D2 De plus, W = (0,00) € Fcar5x0-3x0+7%x0 =0
D3 Soit (X,Y) € F?et a € R. Posons X = (x1,%3,%3) et Y = (¥1,¥2,¥3). Montronsque X + Y € F et aX € F.
X+ Y =0q+y,x+y,,x3+y3) et aX = (axq, @x,, ax3). Regardons si les composantes de X + Y et aX vérifient I’équation de F
sachant que celles de X et celles de Y vérifient cette équation.

5(x1 +y1) =32+ y2) +7(x3 +y3) = | 5x1 —=3x, + 7x3 |+ | 591 =3y, + 7y3 | =0

=0 =0
car XeF car YEF

et Sax; — 3ax, + 7axz = a(5x; — 3x, + 7x3) = 0.)en conclus que X + Y et aX sont éléments de F.
Ainsi F vérifie D1,D2 et D3 donc F est un ss-e-v de R3,
23 Exercice: Soit A € My,,(K). Ker(A) = {X € My, 1(K)/AX = 0} etIm(4) = {Y € M,,1(K)/ le systéme AX =Y est compatible} .
Montrer que Ker(A) est un ss-e-v de M, 1 (K) et e Im(A) estun ss — e — v de My, 1 (K)
24 Exercice Soit a un réel. Montrer que : F = {f € C°([0,1], ]R)/folf = a} est un ss-e-v de C°([0,1], R) sietssi a = 0.
25 Exercice Indiquer pour chaque ensemble F ci-dessous dans quel e-v- de référence il est inclus et si il est un ss-e-v de cet e-v de référence.
= Soit Q € K[X]. F est 'ensemble des polynémes divisibles par Q.
= F est’ensemble des suites réelles négligeables devant vn .
= F estl'ensemble des fonctions de [0,1] dans R monotones (sur [0,1]).
= F estl'ensemble des suites réelles et géométriques.
=  F estl’ensemble des suites réelles et arithmétiques.
= F estl'ensemble des applications de R dans R périodiques de période commune T ou T réel strictement positif fixé.
= F estl'ensemble des suites complexes périodiques.
*=  On munit le plan d’une repére orthonormé (0, 7, ). Soit F 'ensemble des vecteurs du plan de norme inférieure a 1.

3. Sous espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs.

26 Théo et def. : Soient 1y, iy, ..., 1, des vecteurs d’'unK-e-v E.
’ . N A 2-q - - — , .
L’'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs Uy, U, ..., U, estunss-e-v de E appelé le sous espace vectoriel
7 . - = - ’ - = =
engendré par la famille (ul, Uy, ...,up) et noté vect(ul,uz, ...,up).
vect(ﬁ’l, U, ...,ﬁp) = {ZZ=1 Ay /oy, ay, ., scalaires} = {13 €E/A(ay, ay,.,a,) EKP; ¥ = Zz=1 aku_k’} est un ss-e-vde E.

27 Def.: Llorsque F = vect(ﬁ’l,ﬁ’z, ...,ﬁ'p) , on dit que la famille (171,172, ...,ﬁ’p) engendre le ss — e — v F ou encore que la
famille (171,172, ...,17,,) est une famille génératrice du ss-e-v F.

28 NB : les vecteurs générateurs sont des éléments de F ..... Si F contient des fonctions alors les vecteurs générateurs de F, s’ils
existent, sont des fonctions, si F est un ensemble de suites alors les vecteurs générateurs de F sont des suites ...




29 Rque : Lorsque qu’il y a ambiguité (trés rare) , on notera vectR(ﬁl,ﬁ’z, ...,ﬁp) = {1? € E/A(ay, ay,.,a) ERP; U =
Yho, at) etvecte(ty, Uy, ..., Uy) = {¥ € E/3(ay, az,.,ap) € CP; % = Xh_, ay Uy}

30 Deux cas particuliers : Le sous-e-v engendré par un seul vecteur i non nul est appelé la droite vectorielle engendrée par .

Le sous-e-v engendré par deux vecteurs 1 et ¥ non colinéaires est appelé le plan vectoriel engendré par la famille (i, v).

4

? 31Exercice : Montrons que

3 P={(x,y,z) ER3/z =0} = vect ((1,0,0), (0,1,0)>

autrement dit que P est le plan vectoriel engendré par u et v.

32 Exemples :

1) Dansle plan P (ou I'espace géométrique E), 'ensemble des vecteurs colinéaires & un vecteur fixé non nul % est un ss-e-v de P (ou
E) qui est la droite vectorielle engendrée par 1.

2) Dans l'espace géométrique E ,I’'ensemble des vecteurs combinaisons linéaires de deux vecteurs non colinéaires 1 et ¥ est un ss-e-v
de E c’est le plan vectoriel engendré par i et .

$
S 3
-~ -3
&
>

3) L’ensemble des solutions sur I de I'edlh : y' + a(x)y = 0 ou a fonction continue sur I'intervalle I est la droite vectorielle engendrée
par la fonction ¢ : (x = e=4))ot A primitive de a sur I car Sol(EH) = {ko/k € R} = vect(¢p)
4) Lensemble des solutions de I'edlh : ay”’ + by’ + cy =0 ou (a,b,c) € R3et a # 0 est le plan vectoriel (sur R) engendré par les
fonctions ¢4 et @, telles que :
@1: (x > e et @,: (x - e™*) avecry et r, solutions de (e.c) siA> 0
@1: (x = e™)et @,: (x > xe™*) avecr, solution de (e.c)siA=0
@1: (x = cos (wx)eP et ,: (x - sin (wx)eP*) avecr; = p + iw et 77 solutions de (e.c) siA> 0.
Car Sol(EH) = (k11 + ko2 / (k1 k) € R} = vect (@1, ¢2).
5) Lensemble F des suites arithmétiques est le plan vectoriel engendré par les suites (1),en et () pey car
F ={(n+ a)nen/(r,a) € R?} = {r(M)pey + a(Dnen/ (1, a) € R?} = vect (Mnen, (Dnen)
6) Soit b un complexe non nul fixé. L'ensemble F des suites géométriques de raison b est la droite vectorielle engendrée par la suite
(b™)nen car F = {(ab™)nen/a € R} = {a(b™)nen/a € R} = vect ((b™)nen)-
7) Lensemble des suites récurrentes linéaires homogéne d’ordre 2 vérifiant : Vn € N, au,, 5 + buyq + cu, =0 ou(a,b,c) €
R3et a # 0 est le plan vectoriel (sur R) engendré par les suites u et v telles que :
u, =r{" et v, =r}' avecr et r, solutions de (e.c) siA> 0
u, =13 et v, =nr§ avecr, solutionde (e.c)siA=0
u, = cos(n@)ptet v, = sin(nd)p" avecr,; = pe' et 77 solutions de (e.c) si A< 0.



33 Prop :
1. wvect(i, Uy, ..., ) est inclus dans tout ss-e-v de E contenant les vecteurs Uy, iy, ..., Uy.
2. Soit F = vect(uy, Uy, ..., Up) et G un ss-e-v de E alors,

Festunss—e—vdeG < Yk € [1,p],u; €G.

=

34 En particulier, si @ est un vecteur non nul d’un ss-e-v G alors la droite engendré(e) par @ est inclus dans G.sid et b sont
=

deux vecteurs non colinéaires d’un ss-e-v G alors le plan engendré par d et b est inclus dans G.

35 Exercice : Montrer que :vect(((1,2,3), (—2,1,0)) = vect((—1,3,3), (-5,0, —3)) par double inclusion.

36 Conséquence : Soient iy, Uy, ..., U, desvecteurs d’un K-e-v E . Alors, vect(iy, U, ..., U,) est le plus petit (au sens de
I'inclusion) sous-espace-vectoriel de E contenant iy, Uy, ..., i,.

4. Intersection de sous-espaces vectoriels

37 Prop Intersection quelconque de ss-e-v : Soit (F;);c;une famille de sous-espaces-vectoriels d’'un K-e-v E.
Alors N;¢; F; , I'intersection de tous les F;, est un sous espace vectoriel de E.

38 Application : Soit Uy, Uy, ..., Uydes vecteurs de E. vect (iiy, Uy, ..., Up) = N Fss—e-vae £ F = I'intersection de tous les ss-e-v
contenant tous
les ty,Uy, ... Up

de E qui contiennent les vecteurs iy, iy, ..., U.

39 Exemple : Soit F = {(x,y,zt) ER*/x—y+z—t=0 et 2x+3y+ 4t =0}.Alors F =GN Hou G ={(x,y,zt) e R*/ 2x + 3y +
4t =0}etH ={(x,y,z,t) ER*/x—y+z—t =0 }.

5. Somme de deux sous-espaces vectoriels

40 Def-Prop Somme finie de ss-e-v : Soient F et G deux sous espaces vectoriels de E . L’ensemble
F+G={X+7y/X€EF et ¥y €G} estunsous espace vectoriel de E appelé sous espace somme de F et G .

41 NB : La réunion de deux ss-e-v de E n’est pas un ss-e-v de E .
Contre-exemple : prenons E = R?, F = vect((1,0)) et G = vect((0,1)).Alors F U G = {(x,0); (0,v)/(x,v) € R*} = {(x,y) € R*/x =
0 ouy = 0} n’est pas stable par addition car (1,0) + (0,1) = (1,1) donc n’est pas un ss-e-v de R?.
EFUG___€FUG___ gFuUG.
42Prop : Si F et G sont des ss-e-v de E alors F et G sont des ss-e-vde F + G et F + G = vect(F U G).

43 Prop. famille génératrice F + G : Soit iy, 1y, ..., Uy, Uy, Uy, .., Uy des vecteurs de E.
SiF = vect( Uy, Uy, ...,ﬁp) etG = vect( ¥y, Uy, ...,ﬁq) alors F + G = vect( Uy, Uy, ..., Uy , Uy, Uy, ..., Ug)-

44 Def. : Soient F et G deux sous espaces vectoriels d'un K-e-v E .
F et G sont en somme directe lorsque tout vecteur de F + G s’écrit de maniere unique comme combinaison comme d’un
éément de F et d'une élément de G.

45 Prop: Soient F et G deux sous espaces vectoriels d’'un K-e-v E. F et G sont en somme directe sietssi F NG = {5} 5

46 Def. : Soient F et G deux sous espaces vectoriels d’'un K-e-v E .
F et G sont supplémentaires dans E lorsque tout vecteur de E s’écrit de maniere unigue comme somme d’un vecteur de F et
d’un vecteurde G .Onnotealors E = F @ G.

47Rque: lorsque F et G sont en somme directe alors F et G sont supplémentairesdans F + G.i.e. F@ G =F + G.

48 Caractérisation : Soient F et G deux sous espaces vectoriels d'un K-e-v E.
F et G sontsupplémentaires dans E sietssiF +G =E et FNG = {5} Onnotealors E = F @ G.

=) =

E=F@®Go FetGsontdesss—e—vdeEetVu€EE,A(X,y) EFXG/u=X+y ©F+G =E et FnGi{ﬁ}.

=) ©

NB: X,y dépendent de .



49 Exemples :
1. dans un plan P

, Soit U et ¥ deux vecteurs de P.
F Les droites vectorielles vect (i) et vect(?) sont
,-’- ‘ supplémentaires dans P
ey K si et ssi
i, 4 — - s
el U et U ne sont pas colinéaires.

F
5
5

dans I'espace géométrique E,

Alors, F et G sont supplémentaires K, [X]. Et, F et H sont supplémentaires K[X]. En effet, soit P € K,,[X]. Alors 3! (ay,a4,..,a,) €

K™/P = ¥R oapX* = Yo arX® + X1 @ X*. Donc, P s’écrit de maniére unique comme somme d’une vecteur de F et d’un
EF €G

vecteur de G. Ainsi, F et G sont deux ss-e-v de K, [X]. supplémentaires dans

Soit 1 et U et W trois vecteurs de E tels que U et ¥

2. S,(R) et AS,,(R) sont supplémentaires dans M, (R) car toute matrice M € ne sont pas colinéaires. e
matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique et la décomposition est Le plan vect (4, ¥) et la droite vect (W) sont
supplémentaires dans E
3. Dans E =./(R,R), le ss-e-v des fonctions paires et celui des fonctions imp4 si et ssi
U, U et W ne sont pas coplanaires
si et ssi

W n’est pas combinaison linéaire de i et ¥ .

lll. Familles libres, génératrices et bases d’'un K-e-v E.

1. Famille libre, famille liée.

50Def. : Soit . 7 = (uy, Uy, .., U,) une famille de vecteurs de E .

1. .7 estlibre lorsque : |la seule maniére d’écrire O—E) comme combinaison linéaire des vecteurs Uy, Uy, . ., U, est I'écriture (ou
la combinaison linéaire) dite triviale Oz = 0%; + 0% +.. +01, ; autrement dit , lorsque : I'équation Y au, = 0
d’inconnue (a4, a, ..., @) € K™ admet (a4, ay, ..., @) = (0,0, ...,0) comme unique solution .

On dit aussi que les vecteurs Uy, Uy, . ., U, sont linéairement indépendants.

2. .7 estliéelorsque ./ n'est pas libre i.e. lorsqu’il existe une écriture non triviale de 5; comme combinaison linéaire des
vecteurs Uy, Uy, . ., Uy i.e. lorsqu’il existe (ay, @y, ..., a&,) # (0,0, ...,0) tels que D)1=, au, = 0 . On dit aussi que les vecteurs
Uy, Uy, . ., Uy, sont linéairement dépendants.

51Caractérisation (ou déf. équivalente) :
1. Lafamille (ug, Uy, .., Uy,) est liée si et ssi I'un de ces vecteurs est une combinaison linéaire des autres vecteurs.
2. Lafamille (uy,uy, .., Uy,) est libre si et ssi aucun de ses n vecteurs n’est une combinaison linéaire des autres.

52Conséquence :

1. Une famille contenant le vecteur nul est toujours liée.

2. Une famille dont deux vecteurs sont égaux est liée.

3. Soit./ famille constituée d’un seul vecteur %. .7 = (1) est libre sietssi Ui # 0. Par conséquent, tout K —e-v contenant un
vecteur non nul contient au moins une famille libre.

4. U et U sont (non) colinéaires sietssi la famille (i, V) est liée (libre).

5. U,V et w'sont (non) coplanaires sietssi (U, 7, w’) est liée (libre).




53Exemples :
1) SoitA = (_13 i _32) etB = (_bz :; ;Z) (4, B) est libre sietssi b # 6.
2) Une matrice A carrée d’ordre n est (non) inversible sietssi la famille formée par ses n colonnes (resp. lignes) est libre (liée).
3) Vx €R, f(x)=cos(2x),g(x) = sin?(x) et h(x) = 1. La famille (f, g, h) est liée car f = h — 2g.
4) Soit a et b deux nombres complexes distincts. (™) ey et (b™)nen Ne sont pas colinéaires et de méme pour f: (t ~ e%") et
g: (t = eP?) Démo : cherchons ttes les maniéres d’écrire la suite nulle comme c.l de (@) ey et(b™)pen- Soit(4, B) € C2.
1=—
Aanen+ F(B"nen =0 = Vn €N Aa™ + b7 =0 = {Ai : gbloo = {ﬂ @-n=0={Z
purils_nzl 0
De méme, cherchons ttes les maniéres d’écrire la fonction nulle comme c.l de f et g. soit (1, B) € C2.
vVt € R, 1e® + BePt =0 {/1+[>’=0 { A=-p {ﬁ:O
A

at bty — at bt —
At e) + Bt e’)=0e Ve R 1% + fe _O{VtE]R{,Aae“t+/?bebt=0 Aa+pb=0=Ua-b) =0 =0

54Théoreme

1) Echanger deux vecteurs (op1) d’une famille libre, ajouter a un vecteur de cette famille libre un autre vecteur de la famille
multiplié par un scalaire (op2) et multiplier un vecteur de cette famille libre par un scalaire non nul (op3) sont trois
opérations qui conserve la liberté de la famille (idem avec une famille liée).
2) Toute famille extraite d’'une famille libre est libre (Toute famille contenant une famille liée est liée).

3) Sij'ajoute a une famille libre un vecteur qui n’est pas combinaison linéaire des vecteurs déja présents dans la famille alors la

famille obtenue est encore libre.
NB Je ne peux pas ajouter n’importe quel vecteur si je souhaite garder la liberté !!!!

Démo de 1) : Soit ~ = (uy,Uy,..,U,) une famille libre de vecteurs de E .

1) Op1) Echanger deux vecteurs dans cette famille donnera une famille avec exactement les mémes vecteurs donc cette nouvelle
famille ne contient aucun vecteur combinaison linéaire des autres et est donc encore libre.
0p2) Soit B € K et &' = (ug + Buy, Uy, .., u,). Montrons que ~ 'est libre. Soit (ay, @y, ..., &) € K™.

Og = a1(U7 + BU3) + ayus+.. +ayuy < O = a Uy + (a1 + a3)Up + agliz+.. +a, 1y, <une écriture de O zcomme c.l. de iy, 15, .., 1L,

a, = 0 a, = 0
alﬁ + a, = 0 a; = 0 .
=) a3 =0 <1 az = 0. Ainsi, la seule maniére d’écrire Oy comme combinaison linéaire de vecteurs de
Fnzofl’:ﬂ’,u+o,ﬁ : :
est l’uniquefacon an = 0 an = 0

d écrire Opcomme cl.de ;.. 10,

</ 'est la maniére triviale. J'en conclus que ~ ' est libre. Quitte a changer 'ordre des vecteurs en utilisant op1) je peux affirmer la
preuve faite en ajoutant fu, a u; permet de conclure plus généralement que op2) conserve la liberté d’une famille.

Op3) Soit B € K* et /' = (Buq,Uy,.., U, ) Montrons que  est libre. Soit (ay, ay, ..., ay) € K™

0p = a1 (B) + il +.. +plly, © O = fagily + Ly + A3l +.. +n s,

(Bay =0 (a1 =0
a; = 0 ap; = 0 .
S{az3=0 & qaz=0.Ains la seule maniére d’écrire0r comme combinaison linéaire de vecteurs de  ‘est la maniére
car B#0
a, =0 a, =0

triviale. J’en conclus que ' est libre. Quitte & changer 'ordre des vecteurs en utilisant op1) je peux affirmer la preuve faite en
multipliant u; par B permet de conclure plus généralement que op3) conserve la liberté d’une famille.

55 Conséquence : Soit (uy, Uy, . ., Up) une famille libre et u,,,, un vecteur de E . Alors
— — — = . . P ’ . . e —_— — —
(uq, Uy, .., Uy, Unyq) est libre sietssi U, 41 n"est pas combinaison linéaire de uq, u,, .., Uy,.

56 Prop. : Familles libres de référence
1) Toute famille de polynémes non nuls et tous de degrés différents (famille dite échelonnée en degré) est libre.
2) Toute famille d’éléments de K™ ou de M,, 1 (K) « échelonnée » sans vecteur nul est libre.

57Des exercices classiques a savoir faire!!
1. Soit N € M, (K) tel que N nilpotente d’indice p . Montrer que (I, N, N?,.., NP~1)est libre.

2. Soit Vk € [0,n], P, (X) = X¥(X + 1) *. Montrer que (Py, Py, .., P,) est une famille libre de vecteurs de R, [X].
3. Soitay,..,a, des complexes distincts etVk € [0,n], Ly(X) = ]_[;-lzo L

ap—a;
jek

(X — a;) Montrer que (Lo, Ly,.., L) est une famille libre de

vecteurs de C,,[X].

4. Soit ay,..,a, des réels distincts et Yk € [0,n], fi: (t = e*). Montrer que (fy, f1, .., f») est une famille libre dans C* (R, R).

Soit ay, .., a des réels distincts et Vk € [0,n], fi: (t = |t — ax|). Montrer que (fy, f1.- ., f) est une famille libre dans C°(R, R).

6. Soitby,.., b, des nombres complexes distincts et Vk € [1, p], uy est la suite gé¢ométrique de raison by, et de premier terme 1. Montrer
que (uy,..,up) est une famille libre de vecteurs de CV.

o



58 Méthode :
1) Pour montrer qu’une famille (it;, 5, . ., 1y est libre, je vais considérer des scalaires @y, @y, ..., @y tels que : X7y a;t, = 0 .
Et par déduction, je vais montrer que ces scalaires sont nécessairement nuls.
2) Pour étudier la liberté d’une famille de vecteurs ou pour trouver toutes les relations de dépendance linéaire entre les
vecteurs de la famille, je vais
a) Regarder s’ il existe une relation de dépendance linéaire évidente entre les vecteurs de cette famille.
b) Résoudre I'équation M7=, a;u; = 0 d’inconnue (ag,ay,...,a,) €K™
Les solutions de cette équation sont
soit uniquement (aq, @y, ..., a,) = (0,0, ...,0) ce qui signifie que la famille étudiée est libre.
soit d’autres solutions apparaissent qui signifie que la famille étudiée est liée et les solutions me donnent toutes les
relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de la famille, c’est-a-dire toutes les maniéres d’écrire certains
vecteurs comme combinaison linéaire d’autres.

59 Exemple : Soit E un K —espace vectoriel et /= (f,f, E)une famille libre de vecteurs de E.
i=1-2]-3k
v

On pose =Tty +_3:k . Etudions la liberté de ./ = (Ti, v, W, E)
w=-2T+k
f=i+2/—k
Soit (a, b, c,d) € K*.
atl + b? + cw + dt = 0y & a(i—2j — 3k) + b(~i—j + 3k) + (=2 + k) +d(@ + 2j — k) = Of

o@a-b—-2c+d)T+(—2a—-b+2d)j+(-3a+3b+c— d)l_() = O—E)<—une écriture de Ogcomme c.l. de 7., k
b=2d-cd+d=2d

a—b—2c+d=0 a—b—-2c+d=0 174 5
e —2a—b+2d=0 ©{-3a+2c+d=0 ¢« a=§(gd+d)=gd et d quelconque.
par unicité —3a+3b+c—d=0 —5¢c4+2d=0 2
de l'écriture de O c = Ed

comme c.[.dc;s
vecteurs 1,j,k.
3 5,4 35,2 3 2 = . . o -
Donc, Vd € K,Edu + Edv + Edw + dt = Og et ce sont les seules relations de dépendance linéaires entre les vecteurs de . /.

35 45 2

En particulier, en prenantd = 1, on obtient t= —SU— VoW Donc I'une des vecteurs de ./ est c. l. des autres. La famille . “est donc
lie.

60 Prop. : Si la famille (ug, U5, .., U,) est libre alors toute combinaison linéaire de Uy, Uy, . ., U, s'écrit de maniére unique comme
. . o —_— — —_ s ’: e . . PN .
combinaison linéaire de uy, u,, .., u, et on peut utiliser I'identification des coefficients de la maniére suivante :
AUy + st +an iy, = By + Bous+. . B, = a, =Breta, =B et..eta, = B
car (Uy,uz,..un) libre.

2. Familles génératrices

61ef. Caractérisation (Rappel) : Soit Uy, u,,.., U, des vecteursde E.
1) (ug,uy,..,u,) estune famille génératrice de F (ou engendre F) lorsque F = vect (uy, Uy, .., Uy,) .

62 Caractérisation d’une famille génératrice : Soit F un ss-e-v du K-e-v E et 1y, s, ..., ﬁ’p des vecteurs de E .
La famille ( ty, Uy, ..., U,) est génératrice de F sietssi 1, U, ..., U, sont éléments de F et tout vecteur de F est combinaison
linéaire des vecteurs iy, iy, ..., Up.

X Z
63Exemple : Soit F ={ (y x) / (x,y,z)eR3}. Montrons que F est un ss-e-v de M,(R) engendré par trois vecteurs.

o Dt ety Yorlh Yooeld Yo smemioma(( 9. DE D)

Dong, F est le ss-e-v de M,(R) engendré par les trois vecteurs(1 0) , (0 O) , (0 1).

0 1/°'\1 0/°\0 0
1 2 -1
64Exercice : Soit A = ( 2 1 1 ) Déterminer une famille génératrice de Ker(A) et une famille génératrice de Im(4)
-1 3 —4

65Exercice Dans R™ ...
1) Soit F le ss-e-v de R* engendré par (1,0,1,3), (1,1,1,1) et (1,1,0,0). Déterminer une équation cartésienne de F.
2) SoitF ={(x,y,z,t,w) ER’/x+52—2t=0,x—y+z—w—t=0 et2x+ 3y +z—w+ 4t = 0} . Montrer
que F est un plan vectoriel de R,
3) Soit F = {(xy,x2,...,x,) € R"/ ¥7_1 xx = 0} . Montrer que F est un ss-e-v de R™ et en trouver une famille
génératrice.

10




66 Méthode: En exercice, I'énoncé décrit un sous- ensemble F d’un K-e-v E donné. Pour prouver que F est un ss-e-v de E et en
trouver une famille génératrice. On a alors deux possibilités :
1) Le « touten un » : montrer directement que F = vect (uy, Uy, .., U,) avec Uy, Uy, . ., U, des vecteurs de E. Alors on
— — — . sz .
peut conclure que F est un ss-e-v de E et (i, Uy, .., U,) est une famille génératrice de F.
2) En deux temps : montrer que F est un ss-e-v de E puis prouver que chaque vecteur de F est une combinaison linéaire
de vecteurs de F : uj, uy,.., U, , connus et fixés.
3) On peut aussi utiliser les deux résultats suivants :

67Prop ( Rappel).R Si F = vect(fl, ...,fp) etSiG = vect(g’l, ...,gq) alorsF+ G = vect(fl, ...,fp,g’l, ...,gq)

68 Théoréme

1) Echanger deux vecteurs (opl) d’une famille génératrice, ajouter a un vecteur de cette famille un autre vecteur de la famille
multiplié par un scalaire (op2) et multiplier un vecteur de cette famille par un scalaire non nul (op3) sont trois opérations
qui conserve le caractere générateur de la famille.

2) Toute famille de vecteurs de E contenant une famille génératrice de E est génératrice de E.

3) Sij'6te a une famille génératrice de E un vecteur qui est combinaison linéaire des autres, la famille obtenue est encore

génératrice de E .
NB Je ne peux pas oter n’importe quel vecteur si je souhaite garder la genese !!!!

69 Conséquence : vect(fl, ...,f;) = vect(fl, ...,f;,fpﬂ) si et ssi fpﬂ est combinaison linéaire de ]?1 ...,ﬁ,.

3. Bases

70 Def. : Soit E un K-e-v. Une famille de vecteurs est une base de E lorsque cette famille est une famille de vecteurs de E, libre
et génératrice de E .

71NB : cette définition s’applique au ss-e-v puisqu’un ss-e-v est un e-v.

72 Théoréme ou caractérisation : Soit Uy, Uy, .., U, des vecteurs de E.

(uy, Uy, .., Uy) est une base de E si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme

q . a0 . .n L’exist t d 2
combinaison linéaire des vecteurs Uy, Uy, .., Uy, . existence est donnee

par le caractéere

73 NB lorsque E peut étre un R-e-v et un C-e-v, on précisera s’il s’agit d’'une base sur le R-e-v appelée R-base générateur.

L’unicité est donnée
par la liberté.

ou sur le C-e-v appelée C-base.

74Def. : Lorsque B = (U7, Uy, .., Uy, )est une base de E alors VX € E, 3! (ay, @y, ..., @y) € KX =Y, a;u, .
dépendente X

@y, Ay, ..., Ay sont les composantes de ¥ dans la base B et pour chaque k € [1,n], «; est sa composante selon i, .

(a1, &y, ..., @) st le n-uplet des composantes de ¥ dans la base B.

aq aq
. = 5 a,

est la matrice des composantes de X dans la base B, on note : matgx =
an an

75Exemples de référence :

e Unvecteur # non nul forme une base de la droite vectorielle D = vect(i).

e Deux vecteurs d’un plan vectoriel P non colinéaires forment une base de P.

e Trois vecteurs de I’espace géométrique E non coplanaires forment une base de I’espace géométrique E .

e (1) estune R-base de R. (1) est une C- base de C.
Car, tout réel (resp. complexe) x s'écrit de maniére unique sous la forme x = 1.1 ou 1 € R(resp. C) (nécessairement 1 = x); donc, (1)
est R- base de R et une C- base de C.

. (1,7) est une R- base de C.

car, tout complexe z s'écrit de maniére unique sous la forme z = a.1 + b.i o (a, b) € R? (nécessairement a = Re(z) et b = Im(2));
donc, (1, 1) est une R- base de C.

o .= ((1,0, ...,0),(0,1,0,..,0), ..., (0, ... ,0,1))est une base de K™ appelée base canonique.
car prenons X = (X1, X3, ..., X) € K™ Alors X = x,(1,0, ...,0) + x,(0,1,0, ...,0)+.. +x,(0,0, ...,1). Donc, X est c.l. de
(1,0,...,0),(0,1,0,..,0), ..., (0, ...,0,1). Ainsi .~ est génératrice de K™. De plus, .7 est échelonnée dans vecteur nul donc est libre.
Donc, . 7. est une base de K™.
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Dans M,,,,(K) , notons Ej; la matrice de type (n, p) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne i et colonne j qui

vaut 1. La famille (Eij)lsisnest une base de M, ,, (K) appelée base canonique.
1<j<p

e Soit . un entier naturel. la famille (1, X, X2, ..., X™)est la base canonique de K,[X]. Soit a un scalaire. La famille
(1,X —a, (X — a)?,...,(X — a)") est |la base de taylor de K,,[X] en a et les composantes d' un polynéme P de K,,[X] dans
PO@) pPMW(a) PP (a) P (a)
o ' 1 2! n!
(X") ke est la base canonique de K[X] et ((X — a)*) ey est la base Taylor en a de K[X] .
car tout polyndmes de K, [X] s'écrit de maniére unique comme c. L. des polynémes(1,X — a, (X — a)?, ..., (X — a)™) d’aprés la formule
de Taylor sur les polynémes. Et par conséquent, tout polyndme de K[X] s'écrit de maniére unique comme c. l. des
polyndmes((X — a)*)yen d’aprés la formule de Taylor sur les polynémes.
e Posons f,: (x » x™) . Alors la famille (f;)nen €st une base de I’ensemble des fonctions polynomiales de réelles.
Car toute fonction polynomiale s’écrit de maniere unique come c. L. des fonctions f,, tqn € N.
76 D’autres exemples déja rencontrés.
e L’ensemble S des solutions de I'équa. diff. y’ + a(x)y = 0 ou a continue sur I a pour base (f;) ol
fo: (x > e74®)) tq A primitive de a sur I .
car (f;) est génératrice de S et libre car constituée d’un seul vecteur non nul.
e Soita,b des réels. L'ensemble S des solutions de I'équa. diff. y" + ay’ + by = 0 est un espace vectoriel de base (f3, f;) ou
fi:(x > e™¥)et f,: (x > e™*) avecr; et r, solutions de (e.c) si A> 0
fi:(x - e"™)et f,: (x > xe™*) avecr, solution de (e.c) siA= 0
fi: (x = cos (wx)eP¥)et f,: (x — sin (wx)eP*) avecr; = p + iw et 7 solutions de (e. c) si A< 0
car (fi, f>) est génératrice de S et libre. En effet, les deux fonctions ne sont pas colinéaires.
e Soit 7 cpxe non nul fixé. ((r™),en) est une base de la droite vectorielle des suites cpxes géométriques de raison r.
o ((Dnen, (M)nen) est une base de 'ensemble des suites réelles arithmétiques.
e Soita,b desréels. 'ensemble S des suites u vérifiant u,,, + au,., + bu,, = 0 est un plan vectoriel de base (u, V) ou
U= (1r"ney et v = (r;™") ey avecr; et 1, solutions de (e. c) si A> 0
U= (r"nen et v = (nry™),cy avec 1, solution de (e. c) si A= 0
u = (cos (nO)r™),ey et v = (sin (nB)r™) ey avecr; = re® (r # 0 et 0 = 0[n]) et 77 solutions de (e.c) si A< 0
car (u, v) est génératrice de S et vérifions que (u, v) est libre. Soit (a, b) € R%*tq : au + bv = 0.
Alors Vn € N, au,, + bv, = 0i.e. Vn € N, acos (n8)r™ + bsin (n6)r™ = 0.
Commer™ % 0,0ona: Vn € N,acos (nf) + bsin (n8) = 0. En particulier, pour n = 0, on obtient a = 0 et par conséquent, Vn €
N, bsin (n@) = 0. En particulier pour n = 1, bsin () = 0.0r, 8 # 0[], sin(8) # 0. Donc b = 0. J'en déduis que Ou + Ov = O est la
seule maniére d'écrire la suite nulle comme c.l. de u et v.
e Soitp € N*. L’ensemble des suites u périodiques de période p fixée admet pour base la famille (u(©@,u®,..,u®=1) ou
vke[0o,p—1J,u®=(C 0 ,..0, 1 ,0,......00 1 ,0,....,0, 1 ,0,....)
(%] “ “ o)
rang 0 rang k rang k+p rang k+2p
Car Soit v une suite p-périodique. v = 2gu® + 2, uM+.. +2,_1uP™D v = (A, A1, 43,.., Adp_1,20, 41, A2, .., Ap_1, 0,41, Az, ...)
© Ao = o, 4 = V1,..,4p_1 = Vp_1. Donc toute suite p-périodique s’écrit de maniere unique comme c.l. de u®, My @D,
77 Méthode : pour trouver une base d’'un K-e-v E, une méthode consiste
1)a trouver une famille génératrice de cet espace.
2) d’étudier toutes les relations de dépendance linéaire entre les vecteurs de cette famille.
3) d’éliminer les vecteurs qui s’écrivent comme combinaison linéaire des autres. Ainsi, je conserve le caractére générateur de ma
famille et je gagne de la liberté !!

) ) nery

cette base de Taylor sont ( )(pour a = 0 on retrouve la base canonique). La famille

78 Exercices :
1. Déterminer une base de F={(x,y,2z) eR3/ 2x — 3y + 4z = 0}.
2. M1=(_21), Mz=(_23), et M3=(1) . Montrons que (M1,M;) est une base de M5 :(R) et déterminons les composantes de M3 dans
cette base.
F = {P € R,[X]/(X? — 1)P" — 2XP' = 0}. Déterminons une base de F.
4. Déterminer une base de F = vect((fi)k=o0.6 )OU fo = 1, f1 : (x = cosx), 5 : (x = sinx), f5 : (x = cos*x), f5 : (x > sin®x), fs: (x >
cos (2x)) , fe: (x = sin2x).

w
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