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TD 17 
Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels. 

Familles libres-génératrices-bases .  
I Sous-espace vectoriel . Famille génératrice  
Ex 1 vect(…) 

1. Montrer que 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((
1
1
1
) , (

2
3
4
))= 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((

1
2
3
) , (

−1
0
1

)). 

2. Soit 𝑃(𝑋) = 1 + 2𝑋 + 𝑋²  , 𝑄(𝑋) = 2 − 𝑋 − 2𝑋²  et 𝑅(𝑋) = −1 + 2𝑋 + 𝑘𝑋² . 
 Déterminer les réels 𝑘 tels que : 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑃, 𝑄) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑃, 𝑄, 𝑅) .  

 
Ex 2 Espace vectoriel quelqconque  
Soit (𝐸,+, . ) un 𝐾 − 𝑒 − 𝑣.  

1. Soit 𝐹 et 𝐺 deux ss-e-v d’un 𝐾. 𝑒. 𝑣  𝐸 tq : 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 distincts de E et de {𝑂𝐸
⃗⃗ ⃗⃗  } . 

 𝐸\𝐹 est – il un ss-e-v de 𝐸 ? 𝐸\𝐹 ∪ {𝑂𝐸
⃗⃗ ⃗⃗  } est –il un ss-e-v de 𝐸 ? (𝐹 ∪ 𝐺) est-il un ss-e-v de 𝐸 ?  

2. Soit G = (�⃗� 1, . . , �⃗� 𝑝)  une famille de vecteurs de 𝐸.   

a.  Soit 𝐹 un ss-e-v de 𝐸 contenant �⃗� 1, �⃗� 2, . . , �⃗� 𝑝. Quelle propriété fondamentale de 𝐺 justifie 𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗� 1, �⃗� 2, . . , �⃗� 𝑝) ⊂ 𝐹 ? 

b. Soit 𝐹={𝛼1�⃗� 1 + 𝛼2�⃗� 2+. .+𝛼𝑝�⃗� 𝑝/(𝛼1, . . , 𝛼𝑝) ∈ 𝐾𝑝} 𝑒𝑡 G = {𝛼1�⃗� 1 + 𝛼2�⃗� 2+. . +𝛼𝑝�⃗� 𝑝/(𝛼1, . . , 𝛼𝑝) ∈ 𝐾𝑝 𝑒𝑡 𝛼1+. . +𝛼𝑝  =

0}. Lequel de ces deux ensembles 𝐹 ou 𝐺 est 𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗� 1, �⃗� 2, . . , �⃗� 𝑝)? Justifier.  

c. Montrer que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont deux ss-e-v de 𝐸 et en donner des familles génératrices. 

d. Donner une écriture de �⃗� 2 puis de �⃗�  comme combinaison linéaire de  �⃗� 1, �⃗� 2, . . , �⃗� 𝑝. Ces écritures sont-elles uniques ? A quelle 

condition sur G cette écriture est-elle unique ?  
e. Compléter et justifier :  𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗� 1, . . , �⃗� 𝑝, �⃗⃗� ) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗� 1, . . , �⃗� 𝑝)  𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖   �⃗⃗� ……………………… .. 

f. Déterminer plusieurs familles génératrices de 𝐹 𝑒𝑡 𝑑𝑒 𝐺.  
  
Ex 3 Ensembles de fonctions  
Barrer dans la liste suivante les ensembles 𝐹 qui ne sont pas des ss-e-v. Expliquer pourquoi ils n’en sont pas et pourquoi les autres 
sont des ss-e-v .Dans les cas (*), chercher une famille génératrice puis une base et la dimension de 𝐹. On précisera quand 𝐹 est un 
plan ou une droite vectoriel(le). 

1. 𝐹 est l’ensemble des fonctions réelles et constantes. (*) 
2. 𝐹 est l’ensemble des fonctions réelles et polynomiales et de degré 𝑛. (*) 
3. 𝐹 est l’ensemble des solutions de : 𝑦′ = 𝑥𝑦 + 1 . 
4. 𝐹 est l’ensemble des applications de ℝ dans ℝ positives. 
5. 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐶2(ℝ, ℂ)/𝑓′′ = (1 + 2𝑖)𝑓′ − 2𝑖𝑓 . } (*) 

6. Soit 𝐿 un réel fixé. 𝐹 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 des applications de ℝ dans ℝ de limite 𝐿 en +∞. 
7. 𝐹 = {(𝑥 ↦ (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)co𝑠(𝑥))/𝑎, b, c 𝑟é𝑒𝑙𝑠}  (*). 

8. 𝐹 = {(𝑥 ↦ �̃�(𝑥)𝑐ℎ(𝑥) + �̃�(𝑥)𝑠ℎ(𝑥)) /(𝑃 , 𝑄) ∈ ℝ2[𝑋] }  (*). 

9. 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐶1([−1,0],ℝ)/∀𝑥 ∈ ℝ , (𝑥3 − 1)𝑓′(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥)} (*). 
10. Soit 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐹(ℝ, ℝ)/∃( 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽) ∈ ℝ4, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =  𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝛼) + 𝑏𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝛽)} (*)  
11. Soit 𝜑 une application de ℝ 𝑑𝑎𝑛𝑠 ℝ. 𝐹 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 des applications de ℝ dans ℝ négligeables devant 𝜑 au voisinage de 0. 
12. 𝐹 = {𝑓 𝐶0 ([−1,1],ℝ) / 𝑓/[−1,0]   𝑒𝑡 𝑓/[0,1]  sont affines  } (*). 

 
Ex 4 Ensembles de 𝒏-uplets Mêmes questions…. 
1. 𝐹 = {𝑥(1,0,0) + 𝑦(0,1,0) + 𝑧(0,0,1)/(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 𝑒𝑡 𝑥𝑧 = 𝑦} 

2. 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑤) ∈ ℝ5/ {

2𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 + 𝑡 − 2𝑤 = 0
3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 2𝑡 + 𝑤 = 0
5𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 + 𝑡 + 3𝑤 = 0

} .(*) 

3. Soit 𝑛 ≥ 3 𝑒𝑡 𝐹 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛/∑ 𝑘𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1 = ∑ 𝑥𝑘

𝑛
𝑘=1 = 0} (*) 

4. 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/(𝑥 − 𝑦)² = (𝑥 + 𝑦)²}. 
 
Ex 5 Ensembles de vecteurs de l’espace géométrique 𝑬 Mêmes questions…. 

Soit 𝑖 , 𝑗 , �⃗�  trois vecteurs de 𝐸 non coplanaires (ils forment donc une base de 𝐸) 
1. 𝐹 = {�⃗� ∈ 𝐸/∃(𝜇, 𝛾) ∈ ℝ²; �⃗� = 𝜇𝑖 + 𝛾𝑗 } (*) 

2. 𝐹 = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐�⃗�  /(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3𝑒𝑡 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0}(*)  

3.  𝐷 = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐�⃗�  /(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3𝑒𝑡 {
2𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0
𝑎 + 4𝑏 − 2𝑐 = 0

 }(*) 

4. Soit 𝑡 un réel. 𝐹𝑡 = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐�⃗�  /(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3𝑒𝑡 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑡} 



5. 𝐹 = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐�⃗�  /(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3𝑒𝑡 𝑎² + 𝑏𝑐 = 0} 
6.  Soit 𝑎 un réel fixé. 𝐹𝑎 = {�⃗� ∈ 𝐸/ �⃗� . 𝑖 ⏟

𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡
𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒

= 𝑎} .  

Ex 6 Ensembles de suites Mêmes questions…. 
1. 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑎 𝑢𝑛 𝑟é𝑒𝑙 𝑓𝑖𝑥é. 𝐹 est l’ensemble des suites réelles vérifiant : ∀𝑛, 𝑢𝑛+2 + 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛 = 𝑎.(*) 
2. 𝐹 est l’ensemble des suites vérifiant : ∀𝑛, 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛

2. 
3. Soit 𝑟 un complexe non nul fixé. 𝐹 est l'ensemble des suites arithmétiques de raison 𝑟  .  
4. 𝐹 est l'ensemble des suites complexes et bornées. 
5. Soit 𝑢 une suite réelle fixée. 𝐹 est l'ensemble des suites équivalentes à 𝑢. 

 
Ex 7 Ensembles de polynômes Mêmes questions…. 

Soit 𝑛 ∈ ℕ. 
1. 𝐹 = {𝑎 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑋 + (2𝑐 − 𝑏)𝑋2/𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑟é𝑒𝑙𝑠}.(*)) 

2. 𝐹 = {𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2 + 𝑑𝑋3/𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℂ   et  {
𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 2𝑑 = 0
2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 0

}.(*)) 

3. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋]/(𝑋2 + 1)𝑃’’ − 6𝑃 = 0}.(*) 
4. 𝐹est l’ensemble des polynômes de degré 5. 
5. 𝐹est l’ensemble des polynômes constants. (*) 
6. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋]/𝑃(1) = 𝑃′′(1) = 1}. 

7. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]/∫ �̃�(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= 0}.(*) 

8. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ5[𝑋]/�̃�(1) = �̃�(−1) = �̃�′(−1)}(*) 

9. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]/�̃�(3) + 2�̃�′′(3) = �̃�′(3)}(*) 
10. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]/𝑃(𝑋 + 1) = 𝑃(𝑋)}(*) 
11. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]/𝑋𝑃(𝑋 + 1) = (𝑋 + 3)𝑃(𝑋)}(*) 

12. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]/∑ 𝑃(𝑘)(0)𝑛
𝑘=0 = 0}(*) 

 
Ex 8 Ensembles de matrices Mêmes questions…. 

Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1}. 

1. 𝐹 = {(
𝑥 + 𝑦 𝑦 + 𝑧 𝑥 + 𝑧
−𝑦 𝑧 −𝑥

) /(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℂ3 } (*) 

2. 𝐹 = {(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)/(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ ℂ4 𝑒𝑡 {
𝑎 + 𝑑 = 𝑏 − 𝑐

2𝑎 + 3𝑏 = 𝑐 + 𝑑
   }  (*) 

3. 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ)  𝑒𝑡  𝐹 = {𝑀 ∈ 𝑀𝑛(ℝ)/𝐴𝑀 = 𝑀𝐴} ((*) dans le cas où 𝐴 = (
1 −3

−2 6
)).  

4. 𝐹 est l’ensemble des matrices complexes carrées d’ordre 2 de déterminant nul.  
5. 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐾) et 𝐹 = {𝑀 ∈ 𝑀𝑛(ℝ)/∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾),𝑀 = 𝑃𝐴𝑃−1}  (𝐹 est l’ensemble des matrices semblables à 𝐴). 

6. 𝐹 = {(
𝑥 0
0 𝑦

) /𝑥𝑦 = 0}    𝑝𝑢𝑖𝑠     𝐹 = {(
𝑥 0
0 𝑦

) /𝑥𝑦 ≠ 0} 

7. 𝐹 = 𝑆3(ℝ) (*) puis 𝐹 = 𝐴𝑆3(ℝ) (*) puis 𝐹 = 𝐷𝑛(ℝ). (*) puis 𝐹 = 𝑇𝐼𝑛(ℝ). (*) 
8. 𝐹 est l’ensemble des matrices carrées d'ordre 𝑛 nilpotentes. 

 

II Somme, intersectrion, supplémentaires, somme directe or nothing 
Ex 9 dans 𝑲𝒏 
1. Soit 𝐹 = {(𝑎 + 2𝑏, 𝑎, 2𝑎 + 𝑏, 𝑏)/(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ²}et 𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4/ 𝑥 − 𝑧 = 0  𝑒𝑡   𝑥 + 𝑦 − 𝑡 = 0} 

a. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont deux plans vectoriels de ℝ 4. 
b. Justifier que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont supplémentaires dans ℝ 4. 
c. Ecrire 𝑋 = (1,2,3,4) comme somme d’un élément de 𝐹 et d’un élément de 𝐺.  

2.  𝐸 = ℝ𝑛   et 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1, . . ,1,1)) et 𝐺 = {(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛) ℝ𝑛/∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1 = 0} .  

a. Justifier que 𝐹 et 𝐺 sont des ss-e-v de E et en déterminer une famille génératrice puis une base. 
b. Montrer que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸 . 

3. Soit 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0} 𝑒𝑡 𝐺 = {(𝑎, 3𝑎, 𝑏)/(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ²} 
a. Montrer que 𝑮 𝒆𝒕 𝑭 sont deux plans vectoriels. On en donnera une base et on donnera une équation de 𝑮. 
b. Donner une famille génératrice de  𝐹 + 𝐺  , de 𝐹 ∩ 𝐺.  
c. Trouver un vecteur 𝑋 ∈ 𝐺 tel que 𝐹 𝑒𝑡 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑋) sont supplémentaires dans ℝ3.  

4. Soit 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑤) ∈ ℝ5/ {
3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑡 + 𝑤 = 0
2𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 − 𝑡 − 𝑤 = 0

} et 𝐺 = {(𝑎, 𝑎 + 2𝑏, 𝑏 − 𝑎, 2𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑏)/(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2}.  

a. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont deux ss-e-v de ℝ5.  𝐹 et 𝐺 sont-ils supplémentaires dans ℝ5 ? 

b. Montrer que 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((−2,−6,0,1,1), (3,9,−1,−1,0), (1,4,−1,−1,1))  

c. Pour quelles valeurs du réel 𝑥 , (2𝑥, 0,3,−3, 𝑥) ∈ 𝐺 ?  

d. Donner un système d’équations décrivant 𝐺 (comme pour 𝐹).  

Ex 10 dans F(𝑫,ℝ) 

1. Soit 𝐸 l’espace vectoriel des applications de [0,1] dans ℝ continues sur [0,1] . Soit 𝐹 l’ensemble des applications de 

 [0,1] dans ℝ constantes et 𝐺 = {𝑓 ∈ 𝐶0([0,1],ℝ)/ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0
1

0
}  

a. Justifier que 𝐹 est une droite vectorielle.  
b. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont deux ss-e-v de 𝐸 supplémentaires dans 𝐸. Que peut -on alors dire de 𝐺 ?  
c. Décomposer (𝑥 ↦ 𝑥²ln (1 + 𝑥)) comme somme d’un élément de 𝐹 et d’un élément de 𝐺 .  



2. Soit 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2, 𝐸 =𝐶1(ℝ,ℝ) et  𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐸/𝑓(0) = 𝑓′(0) = 0},  𝐺 l’ensemble des applications affines et 𝐻 l’ensemble 
des applications polynomiales de degré inférieur ou égal à 𝑛 et  𝑉 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑐ℎ, 𝑠ℎ) 

a. Montrer que 𝐹 , 𝐺 et 𝐻 sont des ss-e-v de 𝐸 tels que 𝐹 ⊕ 𝐺 = 𝐸 et  𝐹 ⊕  𝑉 = 𝐸.  

b. Déterminer 𝑓 ∈ 𝐹 𝑒𝑡 𝑔 ∈ 𝐺 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑥𝑝 = 𝑓 + 𝑔. Donner une expression intégrale à 𝑓.  
c. Déterminer une base de 𝐺 et une base de 𝐻.  
d. Décrire 𝐹 ∩ 𝐻 𝑒𝑡 𝐺 ∩ 𝐻. Montrer que (𝐹 ∩ 𝐻) ⊕ 𝐺 = 𝐻.  

 
Ex 11 dans ℝℕ 
1. Soit 𝑝 ∈ ℕ 𝑒𝑡  𝐹 = {𝑢ℝℕ /∀𝑛, 𝑢𝑛+4 = 𝑢𝑛} et 𝐺 = {𝑢ℝℕ / 𝑢3 = 𝑢2 = 𝑢1 = 𝑢0 = 0}.  

a. Montrer que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont deux sous-espaces vectoriels de ℝℕ  supplémentaires dans ℝℕ  .  
b. Déterminer une base de 𝐹. 

2. Soit 𝐸 = {𝑢 ∈ ℝℕ/∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+3 = 3𝑢𝑛+1 + 2𝑢𝑛}, 𝐹 = {𝑢 ∈ ℝℕ/∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 + 2𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛 = 0} et 𝐺 l’ensemble des 
suites géométriques de raison 2.   
a. Montrer que 𝐸 est un ℝ-e-v.  

b. Montrer que 𝐹 est un plan vectoriel de 𝐸 et 𝐺 une droite vectorielle de 𝐸.  

c. Prouver que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸. En déduire une famille génératrice de 𝐸.  

d. Si l’on définissait une équation caractéristique de 𝐸 , quelle serait-elle ? Quelles seraient ses solutions ? Est-ce cohérent 

avec le résultat de la question 3. et le cours sur les suites récurrentes d’ordre 2 ?  

 
Ex 12 dans ℝ[𝑋]. 

1. Soit 𝐹 = {𝑎𝑋 + 𝑏𝑋2/𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} et 𝐺 = {𝑃 ∈ ℝ3[𝑋]/�̃�(1) = �̃�′(2) = 0}.Montrer que 𝐹 ⊕  𝐺 = ℝ3[𝑋]. 
2. Soit 𝑄 un polynôme réel fixé 𝑛𝑜𝑛 𝑛𝑢𝑙 𝑒𝑡 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟é 𝑝. Soit 𝐹 l’ensemble des polynômes divisibles par 𝑄 . Montrer que 𝐹 et 

ℝ𝑝−1[𝑋] sont deux sous-e-v supplémentaires dans ℝ[𝑋].  

3. 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋] / �̃�(1) = 0} et 𝐺 = {𝑎𝑋/𝑎 ∈ ℝ} . 
a. Montrer que 𝐺 est une droite vectorielle. .  
b. Montrer que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont supplémentaires dans  𝐸.  
c. Donner un sous espace vectoriel de 𝐸 qui ne soit pas supplémentaire de 𝐹 dans ℝ[𝑋]  .  
d. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Donner une famille génératrice de 𝐹 ∩ ℝ𝑛[𝑋]. 

4. Soit 𝑛 ∈ ℕ 𝑒𝑡 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 des réels tous distincts.  

a. Soit 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧.Déterminer l’unique polynôme 𝐿𝑖 ∈ ℝ𝑛[𝑋] tel que : ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧\{𝑖}, 𝐿�̃�(𝑎𝑘) = 0 et 𝐿�̃�(𝑎𝑖) = 1. 

b. Montrer que (𝐿0, . . . , 𝐿𝑛) est une base de ℝ𝑛[𝑋]. Donner les composantes du polynôme constant 1 dans cette base.   

c. En déduire que 𝜑: ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛+1 définie par : 𝜑(𝑃) = (�̃�(𝑎0), �̃�(𝑎1),… , �̃�(𝑎𝑛)) est bijective.  

d. On définit 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐹(ℝ,ℝ)/ 𝑓 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙𝑒 𝑒𝑡 deg (𝑓) ≤ 𝑛} et 𝐺 = {𝑓 ∈ 𝐹(ℝ,ℝ)/ 𝑓(𝑎0) = 𝑓(𝑎1) =. . . = 𝑓(𝑎𝑛) =

0}.Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont deux ss-e-v de 𝐹(ℝ, ℝ) supplémentaires dans 𝐹(ℝ, ℝ).  

5. Soit 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2 𝑒𝑡 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋]/𝑃(𝑋2) = (𝑋2 + 1)𝑃(𝑋) } et 𝐺 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]/�̃�(1) = �̃�(0)}.  
a. Montrer que 𝐹 est un ss—e-v de ℝ[𝑋] et en trouver une base de 𝐹.  
b. Montrer que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont deux ss-e-v de ℝ𝑛[𝑋] supplémentaires dans ℝ𝑛[𝑋]. 
c. Trouver une base de 𝐺.   

 
Ex 13 dans 𝑀𝑛(ℝ). 

1. 𝐸 = 𝑀𝑛(ℝ). 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝐹 l’ensemble des matrices de 𝐸 de trace nulle.  
d. Démontrer que  𝐹 et 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐼𝑛) sont deux sous-e-v de 𝑀𝑛(ℝ) supplémentaires dans 𝑀𝑛(ℝ).  
e. Trouver une base de 𝐹.  

2. 𝐴 = (
−5 −3 6
0 −2 0
−3 −3 4

).  

a. Montrer que le système (𝑆𝜆): 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋est de Cramer sietssi 𝜆 ∉ {−2,1}. 

b. Soit 𝐻 = 𝑆𝑜𝑙((𝑆1) 𝑒𝑡 𝐾 = 𝑆𝑜𝑙((𝑆−2). Montrer que 𝐻⊕𝐾 = 𝑀3,1(ℝ). 

3. Soit 𝐴 = (
0 1 −1
1 −1 0
−1 0 1

) et 𝐹 = {𝑀 ∈ 𝑀3(ℝ)/𝐴𝑀 = 𝑂3} 𝑒𝑡 𝐺 = {𝑀 ∈ 𝐹/𝐴𝑀 = 𝑀𝐴}. 

a. Montrer 𝐹  est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ) et 𝐺 est un ss-e-v de 𝐹.  

b. Trouver une base de  𝐹 et une base de 𝐺.  

c. 𝐴 est-elle inversible ? Les éléments de 𝐹 sont-ils inversibles ?  

d. Déterminer toutes les matrices 𝑀 de 𝐹 telles que 𝐴 + 𝑀 est inversible.  

e. Prouver que 𝐹 et  𝐺 sont stables par produit matriciel.  

4.  Soit 𝐷 = (
8 0
0 −1

)et 𝐹 = {𝑀 ∈ 𝑀2(ℝ)/ 𝐷𝑀 = 𝑀𝐷}. Soit (𝑒) l’équation 𝑀3 = 𝐷 d' inconnue 𝑀 ∈ 𝑀2(ℝ). 

a. Montrer que 𝐹 est une ss-e-v de 𝑀2(ℝ) et en trouver une base.  

b. Monter que 𝑠𝑖 𝑀 est solution de (𝑒) alors 𝑀 ∈ 𝐹. En déduire les solutions de (𝑒). 



III Familles libres, familles liées. Bases.   
Ex 14 Liberté ou liaison d’une famille de fonctions   

1. Soit , 𝑓0 = 2, 𝑓1 : (𝑥 ↦ ln(3𝑥)), 𝑓2: (𝑥 ↦
1

𝑥
) , 𝑓3 : (𝑥 ↦ ln(9𝑥)), 𝑓4 : (𝑥 ↦

1

x2+𝑥
) , 𝑓5 : (𝑥 ↦

1

x+1
) , 𝑓6 : (𝑥 ↦

ln (x)

x
).  Déterminer 

une base de vect( 𝑓0,𝑓1, 𝑓2, 𝑓3,𝑓4, 𝑓5, 𝑓6) .  

2. Soit 𝑎 ∈ ℝ,  𝑓1 = sin , 𝑓2 : (𝑡 ↦ sin(𝑡 + 𝑎)) 𝑒𝑡 𝑓3 : (𝑡 ↦ cos(𝑡 + 𝑎))  . (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)est -elle libre ?  

3. Soit 𝑓1 = exp , 𝑓2 : (𝑡 ↦ sin (
√3

2
𝑡) 𝑒−

𝑡

2)   𝑒𝑡 𝑓3 : (𝑡 ↦ cos (
√3

2
𝑡) 𝑒−

𝑡

2)  et 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3). 

a. Soit 𝑎 , 𝑏 , 𝑐  trois réels tels que 𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3 =0.  Montrer que 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0 𝑝𝑎𝑟 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑚é𝑡ℎ𝑜𝑑𝑒𝑠. 
i. Prendre des valeurs de t et conclure. 

ii. Utiliser un développement limité de 𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3  au voisinage de 0 et conclure. 
b. Quelle est 𝑑𝑖𝑚(𝐺) ? 
c. Soit 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐶2(ℝ,ℝ)/𝑓′′ + 𝑓′ + 𝑓 = 0}.Montrer que 𝐺 = 𝐹 ⊕ 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1). 
d. Déterminer une base de vect(𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4) où  

𝑔1: (𝑡 → 3𝑒−
𝑡

2(𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡) − 2𝑐𝑜𝑠 (

√3

2
𝑡)) 

𝑔2: (𝑡 → 𝑒𝑡 − 𝑒−
𝑡

2(𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡)) 

𝑔3: (𝑡 → 𝑒−
𝑡

2(2𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡) + 𝑐𝑜𝑠 (

√3

2
𝑡)+𝑒3𝑡/2) 

𝑔4: (𝑡 → 𝑒−
𝑡

2(−𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡) + 3𝑐𝑜𝑠 (

√3

2
𝑡)) + 4𝑒𝑡). 

4. Montrer que ces familles sont libres  

a. ∀𝑘 ∈ ℕ, on pose , 𝑓𝑘: (𝑥 → 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑘(𝑥)).Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que (𝑓𝑘)𝑘∈⟦0,𝑛⟧ est libre .  

b. ∀𝑘 ∈ ℕ, on pose   ℎ𝑘: (𝑥 → cos (𝑘𝑥)). Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que (ℎ𝑘)𝑘∈⟦0,𝑛⟧ est libre. 

c.  ∀𝑎 ∈ 𝐼, on pose 𝑓𝑎 : (𝑥 → 𝑥𝑎). Soit 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 des réels distincts Montrer que la famille (𝑓𝑎1
 , 𝑓𝑎2

, … , 𝑓𝑎𝑛
) est libre 

dans 𝐶∞(ℝ+∗, ℝ). 

d. ∀𝑎 ∈ ℝ, on pose 𝜑𝑎: (𝑥 → √|𝑥 − 𝑎|). Soit 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 des réels distincts.  

Montrer que la famille (𝜑𝑎1
 , 𝜑𝑎2

, … , 𝜑𝑎𝑛
) est libre dans 𝐶0(ℝ,ℝ). 

e. ∀𝑎 ∈ ℝ, on pose 𝜑𝑎: (𝑥 → {
1 𝑠𝑖 𝑥 = 𝑎
0 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 𝑎

). Soit 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 des réels distincts. Montrer que la famille (𝜑𝑎)𝑎∈𝐼 est libre 

dans F  (ℝ, ℝ). 
f. Soit 𝑛 ∈ ℕ. On pose 𝑓𝑘: (𝑡 ↦ 𝑒𝑘𝑡) .Montrer que (𝑓0, 𝑓1, … , 𝑓𝑛) est libre.  

 
Ex 14 Famille de polynômes.  
1. Etudier la liberté de la famille (𝑃1, 𝑃2, . . , 𝑃5) tel que 𝑃1 = 1 − 2𝑋 + 𝑋3 , 𝑃2 = −2𝑋 − 𝑋4 , 𝑃3 = 𝑋2 − 2𝑋3 + 2𝑋4 , 𝑃4 = 3 +

2𝑋 − 3𝑋4 , 𝑃5 = 1 − 𝑋2 − 𝑋3 − 𝑋4 . 
2. Soit (𝑎, 𝑏) ∈ ℂ2𝑡𝑞 𝑎 ≠ 𝑏 et 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que la famille ((𝑋 + 𝑎)𝑛−𝑘(𝑋 + 𝑏)𝑘)𝑘∈⟦0,𝑛⟧ est libre.  

3. Soit 𝑛 ∈ ℕ  et pose pour tout 𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ , 𝐿𝑖(𝑋) = ∏
𝑋−𝑘

𝑖−𝑘

𝑛
𝑘=0
𝑘≠𝑖

 .  Montrer que la famille (𝐿𝑖)𝑖∈⟦0,𝑛⟧ est une base de  

ℝ𝑛[𝑋].Quelles sont les composantes du polynôme 1 puis de 𝑋 dans cette base ?   

4. Déterminer une ℝ-base du ℝ-e-v ℂ3[𝑋]. 

5. Soit 𝑛 ∈ ℕ  𝑒𝑡 𝑃 ∈ ℝ[𝑋] tq deg(𝑃) = 𝑛.  Justifier que (𝑃, 𝑃′, . . , 𝑃(𝑛)) est une base de ℝ𝑛[𝑋]. 

 
Exercice 15 Famille de suites.  
1.  Montrer que la famille de suites (𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑧) est libre  lorsque :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = ln ²(𝑛 + 1) , 𝑣𝑛 = √𝑛, 𝑤𝑛 = (−1)𝑛, 𝑧𝑛 = (1 −
1 

n+1 
)
𝑛

. 

2. ∀𝑘 ∈ ℕ ,  𝑣𝑘 = (𝑛𝑘)𝑛∈ℕ (on note  𝑣𝑘(𝑛)=𝑛𝑘) . Soit 𝑚 ∈ ℕ. Montrer que  , (𝑣,0, 𝑣1, … , 𝑣𝑚) est une famille libre dans ℝℕ.  

3. Déterminer est une base du ℂ-e-v des suites complexes 4-périodiques. 

4. Soit 𝑢 = (1,10,0,1,1,0,0,1,1,0,0,… ), 𝑣 = (0,1,0,−1,0,1,0,−1,0,1,…… ), 𝑤 = (1,0,02,1,0,0,2,1,0,0,1,2,0… ) et 𝑡 =

(0,0,3,1,0,0,3,1,0,0,… ) . Montrer que (𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡) est une base du ℂ-e-v des suites 4-périodiques. 

 
Exercice 16 Dans un K-e-v 𝑬 de dimension quelconque.  
1.  Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1} 𝑒𝑡 L  = (�⃗� 𝑖)𝑖=1..𝑛une famille libre de vecteur d’un 𝐾- espace vectoriel 𝐸 .  

a. Etudier la liberté de la famille F   =(�⃗� 1 + �⃗� 2, �⃗� 2 + �⃗� 3, . . , �⃗� 𝑛−1 + �⃗� 𝑛 , �⃗� 1 + �⃗� 𝑛) .  
b. Soit 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧Justifier que 𝑣𝑒𝑐𝑡( �⃗� 1, . . , �⃗� 𝑝)  𝑒𝑡 𝑣𝑒𝑐𝑡( �⃗� 𝑝+1, . . , �⃗� 𝑛) sont en somme directe.  

c. Soit 𝐹 et 𝐺 deux ss-e-v de 𝐸 tels que : 𝐹⨁G=𝐸 et 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗� 1, �⃗� 2, … , �⃗� 𝑝).Soit 𝑎 ∈ 𝐹 et 

  𝐺𝑎 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑎 + �⃗� 1, 𝑎 +�⃗� 2, … , 𝑎 + �⃗� 𝑝).  Montrer que 𝐺𝑎 et 𝐹 sont supplémentaires dans 𝐸.   

2. Justifier que 𝐺𝑎 est de dimension finie et déterminer sa dimension.  

3. Ici  𝐸 est de dimension finie 𝑝, de base B = (𝑒 𝑖)𝑖=1..𝑝. On pose : ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧, 𝜀𝑖⃗⃗ = 𝑒 𝑖 − (𝑒 𝑖+1 + 𝑒 𝑖+2+. . +𝑒 𝑝) et 𝜀𝑝⃗⃗  ⃗ =

𝑒𝑝⃗⃗⃗⃗  . Montrer que B  ′ = (𝜀𝑖⃗⃗ )𝑖=1..𝑝est une base de 𝐸  . Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Exprimer les composantes de 𝑥  dans la base B ′ en fonction 

les composantes de 𝑥  dans B.



 


