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CHAPITRE 16 : Espaces vectoriels.

Cf programme précédent

CHAPITRE 17 : Espaces vectoriels de dimension finie.

| Dimension finie .
Définition d’un K-e-v de dimension finie (resp. infinie).
Un K-e-v E est de dimension finie lorsque E admet une famille génératrice finie.
Condition suffisante pour étre un K-e-v de dimension infinie .
Si E contient une famille (ex)xentelle que Vn € N, (€7 ,e3, ..., €,) est libre alors E est de dimension infinie.
Comparaison du cardinal d’une famille libre et cardinal d’une famille génératrice
Dans un K-e-v E de dimension finie, le cardinal de n’importe quelle famille libre de vecteurs de E est inférieur ou égal au cardinal de
toute famille génératrice de E.
Existence d’une base et définition de la dimension.
Tout K-e-v E de dimension finie et non réduit a {O—E)} a une base de cardinal fini et toutes les bases de E ont le méme cardinal.
Ce cardinal commun a toutes les bases de E est la dimension de E.
Bases et dimension des K-e-v de référence.
Une droite vectorielle est un e-v de dimension 1. Un plan vectoriel est un e-v de dimension 2.
Si P est le R — e — v des vecteurs du plan, alors une base de P est formée de 2 vecteurs de P non colinéaires et dimy P = 2
Si E estle R— e — v desvecteurs de 'espace géométrique alors une base de E est formée de trois vecteurs de E non coplanaires et dimy E = 3.
dimg K = 1.Basede K : (1).
dimg K™ = n. Base canonique de K™: ((1,0,..,0),(0,1,0,..,0), ...., (0,0, ...,0,1)
dimgM, ,(K) = np. Base canonique de My, (K) : (Ei) i jyefinix[1p]
dimy K,[X] = n + 1. Base canonique de K,[X]: (1, X, X?,..,X™). Base de Taylor en a de K,,[X]: (1,X — a, (X — @)?,.., (X — &)™).
dimg K[X] = +oo.
dimyg .7 (I,K) = +o, dimg C*(I,K) = +oo,dimy D*(I,K) = +oo,dimy C®(I,K) = +oo.
dimy KN = +oo.

Il Famille de vecteurs dans un K-e-v de dimension finie

Comparaison de la dimension avec le cardinal d’une famille libre et avec le cardinal d’une famille génératrice
Dans un K-e-v E de dimension finie, si ¢ est une famille génératrice de E , B est une base de E et £ une famille libre de vecteurs de E
alors, card(£) < card(RB) < card(Q).

Caractérisation d’une base : famille libre et maximale ou famille génératrice et minimale .
Soit E K-e-v de dimension finie et § une famille de vecteurs de E
& est une base de E sietssi ¥ est libre et card(¥ )=dim(E).

sietssi # est génératrcie et card(¥ )=dim(E).

Théoréme de complétion d’une famille libre pour obtenir une base
Dans un K-e-v E de dimension finie, toute famille libre £ peut étre compléter par dim(E) — card ( £) vecteurs bien choisis parmi les
vecteurs Tapez une équation ici.d’une base de E pour obtenir une nouvelle base de E.

Théoreme d’extraction d’une base d’une famille génératrice .
Dans un K-e-v E de dimension finie, de toute famille génératrice ¢ on peut 6ter card (¢ )—dim(E) vecteurs bien choisis parmi les
vecteurs d’une base de ¢ pour obtenir une nouvelle base de E.

Matrice d’une famille de vecteurs dans une base finie.
Soit B = (e, €y, ... ,) une base d’un K-e-v E de dimension finie n . Soit U= (vy,7;, ..., ) une famille de vecteurs de E .
Vj € {1,..p}, notons (@, @z}, ..., &y;) les composantes de 7; dans Bie. v = YL, a;je;
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B "~ | est une bijection.

X - matgx

Soit X et y deux vecteurs de E , a, f deux scalaires. Alors matg (aX + fy) = amats X+fmatg y .

Soit vy, V3, ..., Vpdes vecteurs de E . X = a U5 + U, + -+ + a1y, si et ssimats X = aymatsvy + a;matsv, + -+ + aymats vp.
Caractérisation matricielle d »’une base

Soit V= (7,73, ..., Vp).des vecteurs de E . V base de E si et ssimatsV est inversible. Et le cas échéant, (matz V)™= matvB.
Matrice de passage entre deux bases

Si $B1 et B sont deux bases de E alors matg B est appelée la matrice de passage de $1a Bo.

matg, By est inversible et (matg;,.‘Bg)'l = matg,By.
Formule de changement de bases pour les vecteurs

Soit B1 et B2 deux bases de E. Soit ¥ un vecteur de E . Alors , matg, (V) = matg By X mat g,(V).



lll Ss-e-v d’ un K-e-v de dimension finie
Dimension d’un sous-e-v d’un K-e-v de dimension finie .
Si F est un ss-e-vd’un K-e-v E de dimension finie alors F est de dimension finie et dim(F) < dim(E) et (F = E & dim(E) = dim(F)).
Caractérisation de ss-e-v supplémentaires .
Soit F et G un ss-e-vd’un K-e-v E de dimension finie .
F et G sont supplémentaires dans E<la concaténation d’ une base de F et une base de G est une base de E.
Lorsque F @ G = E, dim(F) + dim(G) = dim(E).
Existence et construction d’un supplémentaire .
Si F est un ss-e-v d’un K-e-v E de dimension finie alors F admet un supplémentaire dans E et ce supplémentaire est engendré par les
vecteurs qui complétent une base de F pour obtenir une base de E.
Formule de Grassmann .
Soit F et G un ss-e-vd’un K-e-v E de dimension finie . dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G).

IV Rang d’une famille de vecteurs

Si./ est une famille de vecteurs de E alorsrg./ = dim (vect(./)).
rg.7 < min(dimkE, card. 7).

./est libre &rg(. 7 )=card(. /)

. /est génératrice de E ©rg (.7 )=dim(£).

Si .7 estune base de E alors rg(. /) =rg(mat_, /).

Chapitre 18 : Applications linéaires.
| Généralités
1. Définition
f € Z(E,F)dansF lorsque f estune application de E dans F et V(¥,7) € E?,V(a, B) € K?, f(aX + By) = af (X) + Bf ().
Sif € /(EF)alors f(0z) = O etV(uy, uy,.., %) € E"V(ay, @y, ..., @) € K™, f(Theq i) = Ny e f ().

2. Exemples.
Application linéaire nulle : w: E > F telle que w(X) = O_F)
Endomorphisme nul w: E - E telle que w(%) = Og. Identité idg: E — E telle que idg(X) = X.
Homothétie h vectorielle de rapporta € K*: h: E > E telle que h(X) = aX.

V1 X1
Endomorphisme de K™ canoniquement associé a la matrice A de My, (K): f: ((xq, X2, -, Xn) = (¥1, Y2, -, Yn)) telle que : < i ) =A ( : >

n Xn
Application linéaire de KPdans K™ canoniquement associée a la matrice A de M, , (K): f: ((xl,xz, ...,xp) = (y1,¥2, -, Yn)) telle que :

-

Trace, transposition, opérateur Intégral, dérivation (...).

3. Propriété fondamentale
Soit B = (e;);¢; une base de Uespace vectoriel E et (3;,);ee; une famille de vecteurs de F . IL existe une unique application linéaire f de
E vers F qui vérifie : Vi € I, f(€;) = ;.
Une application linéaire f de E dans F est entiérement caractérisée par la donnée des images par f des vecteurs d’'une basede E .
Deux applications linéaires de E dans F qui associent la méme image a tous les vecteurs d’'une base de E sont égales (partout).
SoitE = E; @ Ej et uy € & (Ey, F) et u; € 7 (Ey, F). Il existe une unique application linéaire u de E vers F tq: u/g, = u et u/p, = u,.

Question de cours : Savoir énoncer tout résultat de cours et savoir énoncer et

démontrer les résultats suivants :

1) DansunK-e-v E de dimension finie, le nombre d’éléments d’une famille libre est inférieur ou égal au nombre
d’éléments d’une famille génératrice de E.

2) Laformule de changement de bases pour les vecteurs.

3) Dans unK-e-v E de dimension finie, tout ss-e-v F de E admet un supplémentaire dans E.

4) Laformule de Grassmann.

5) Soit B=(€,,€,,..,€,) une base du K-e-vE et (y1, >, .., ¥,) une famille de vecteurs du K-e-v F . Démontrer qu’il
existe une et une seule application linéaire f de E dans F telle que Vk € [1,n], f(ey) = yi -



