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Familles libres -génératrices -bases-dimension. 

Exercice 1 Dans des ensembles de fonctions   

1. Déterminer le rang de (𝑐ℎ, 𝑠ℎ, 𝑓: (𝑥 ↦ 1), 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑐ℎ(2𝑥)), 𝑐ℎ2, 𝑠ℎ2) 

2. Soit 𝑓1 = exp , 𝑓2 : (𝑡 ↦ sin (
√3

2
𝑡) 𝑒−

𝑡

2)    𝑒𝑡 𝑓3 : (𝑡 ↦ cos (
√3

2
𝑡) 𝑒−

𝑡

2) . Et 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) 

a) Déterminer la dimension de 𝐹. 
b) Déterminer le rang de la famille G  = (𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4) où 

𝑔1: (𝑡 → 3𝑒−
𝑡

2(𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡) − 2𝑐𝑜𝑠 (

√3

2
𝑡)) 

𝑔2: (𝑡 → 𝑒𝑡 − 𝑒−
𝑡

2(𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡)) 

𝑔3: (𝑡 → 𝑒−
𝑡

2(2𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡) + 𝑐𝑜𝑠 (

√3

2
𝑡)+𝑒3𝑡/2) 

𝑔4: (𝑡 → 𝑒−
𝑡

2(−𝑠𝑖𝑛 (
√3

2
𝑡) + 3𝑐𝑜𝑠 (

√3

2
𝑡))+4𝑒𝑡

Exercice 2 Dans des ensembles des polynômes ou fonctions polynomiales.  
1. Quel est le rang de (𝑃1, 𝑃2, . . , 𝑃5) tel que 𝑃1 = 1 − 2𝑋 + 𝑋

3 , 𝑃2 = −2𝑋 − 𝑋
4 , 𝑃3 = 𝑋2 − 2𝑋3 + 2𝑋4 , 𝑃4 = 3 + 2𝑋 −

3𝑋4 , 𝑃5 = 1 − 𝑋
2 − 𝑋3 − 𝑋4 ? Déterminer une base de 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑃1, 𝑃2, . . , 𝑃5).  

2. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que la famille  (𝑥 ↦ (𝑥 + 1)𝑛−𝑘𝑥𝑘)𝑘∈⟦0,𝑛⟧ est une  base du ℝ− 𝑒 − 𝑣 des fonctions polynomiles de 

degré inférieur à 𝑛. 

3. a.  Soit 𝑛 ∈ ℕ/𝑛 ≥ 3. Déterminer la dimension du ℂ-e-v 𝐹 = {𝑃 ∈ ℂ𝑛[𝑋]/(𝑋 + 𝑖)
2𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 𝑃}.  

b.  Déterminer un supplémentaire de 𝐹 dans ℂ𝑛[𝑋] . 

c.  Montrer que 𝐻 = {𝑃 ∈ ℂ𝑛[𝑋]/ �̃�(𝑖) = 0} est un hyperplan de ℂ𝑛[𝑋]. Trouver un supplémentaire de 𝐻 dans ℂ𝑛[𝑋]. 

d. Montrer que 𝐻 + 𝐹 = ℂ𝑛[𝑋].  
e.  𝐻 et 𝐹 sont-ils en somme directe ?  
f. Donner une base de 𝐹 ∩ 𝐻, 𝐹 + 𝐻,𝐹 ∩ 𝐾,𝐹 + 𝐾.  

4. Soit 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ3[𝑋]/P(X
2) = X²P(X)} et 𝐺 = {𝑃 ∈ ℝ3[𝑋]/�̃�(−1) = �̃�(2)}. 

a. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de ℝ3[𝑋] et préciser leur dimension.  

b. Montrer que 𝐹 ⊕  𝐺 = ℝ3[𝑋]. 

5. Dans ℝn[𝑋], on pose 𝑃0 = 1 𝑒𝑡 ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑃𝑘 =
1

𝑘!
𝑋(𝑋 − 𝑘)𝑘−1. 

a. Montrer que (𝑃𝑘)𝑘=0…𝑛est une base de ℝn[𝑋].  

b. Montrer que ∀𝑗 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑗⟧, 𝑃𝑗
(𝑘)(𝑋) = 𝑃𝑗−𝑘(𝑋 − 𝑘).  

c. En déduire que 𝑃𝑗
(𝑘)(𝑘) = 0 pour tous 𝑗 et 𝑘 distincts dans ⟦0, 𝑛⟧. 

d. Déterminer les composantes d’un polynôme P de ℝn[𝑋] dans cette base.  
 
Exercice 3 Dans un ensemble de suites.  

1. Calculer le  𝑟𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑧)  où  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = ln ²(𝑛 + 1) , 𝑣𝑛 = √𝑛, 𝑤𝑛 = (−1)
𝑛, 𝑧𝑛 = (1 −

1 

n+1 
)
𝑛

. 

2. Quelle est la dimension du ℂ-e-v des suites complexes 4-périodiques ?  

3. Objectif : montrer que la famille ((𝑘𝑛)𝑛∈ℕ)𝑘∈ℕest libre dans ℝℕ. Fixons 𝑚 ∈ ℕ.  

On pose ∀𝑖 ∈ ⟦0,𝑚⟧, 𝐿𝑖(𝑋) = ∏
𝑋−𝑘

𝑖−𝑘

𝑚
𝑘=0
𝑘≠𝑖

.  

a. Montrer que la famille 𝐵 = (𝐿0, 𝐿1, … , 𝐿𝑚) est une base de ℝ𝑚[𝑋].  
b. Montrer que ∀𝑃 ∈ ℝ𝑚[𝑋], (𝑃(0), 𝑃(1),… , 𝑃(𝑚)) sont les composantes de 𝑃 dans cette base 𝐵.  
c. Soit 𝐵𝑐 = (1, 𝑋, 𝑋

2, … , 𝑋𝑚) la base canonique de ℝ𝑚[𝑋]. Déterminer la matrice de passage de 𝐵 à 𝐵𝑐 .  
d. En déduire que la famille ((𝑘𝑛)𝑛∈ℕ)𝑘∈⟦0,…,𝑚⟧est libre.  

e. Qu’en déduit-on sur le ℝ-e-v ℝℕ?  
 
Exercice 4 Dans un K-e-v 𝑬 de dimension quelconque.  

1. Ici  𝐸 est de dimension finie 𝑝 ,de base B = (𝑒𝑖)𝑖=1..𝑝. On pose : ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧, 𝜀𝑖⃗⃗⃗ = 𝑒𝑖 − (𝑒𝑖+1 + 𝑒𝑖+2+. . +𝑒𝑝) et 𝜀𝑝⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑒𝑝⃗⃗⃗⃗⃗ . Montrer que B  ′ = (𝜀𝑖⃗⃗⃗)𝑖=1..𝑝est une base de 𝐸 . Soit �⃗� ∈ 𝐸. Exprimer les composantes de �⃗� dans la base B ′ en fonction 

des composantes de �⃗� dans 𝐵.  
2. Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1} 𝑒𝑡 L  = (�⃗⃗�𝑖)𝑖=1..𝑛une famille libre de vecteurs d’un 𝐾- espace vectoriel 𝐸 .  

a. Etudier la liberté de la famille F   =(�⃗⃗�1 − �⃗⃗�2, �⃗⃗�2 − �⃗⃗�3, . . , �⃗⃗�𝑛−1 − �⃗⃗�𝑛 , �⃗⃗�𝑛) . 
b. Etudier la liberté de la famille F   =(�⃗⃗�1 + �⃗⃗�2, �⃗⃗�2 + �⃗⃗�3, . . , �⃗⃗�𝑛−1 + �⃗⃗�𝑛 , �⃗⃗�1 + �⃗⃗�𝑛) .  
c. Soit 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧. Justifier que 𝑣𝑒𝑐𝑡( �⃗⃗�1, . . , �⃗⃗�𝑝)  𝑒𝑡 𝑣𝑒𝑐𝑡( �⃗⃗�𝑝+1, . . , �⃗⃗�𝑛) sont en somme directe.  

d. Soit  𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗⃗�1, �⃗⃗�2, … , �⃗⃗�𝑝) et 𝐹 un  ss-e-v de 𝐸 tels que : 𝐹⨁G=𝐸. 

i. Justfier qu’il existe un vecteur non nul �⃗� dans 𝐹 .  

ii.   𝐺𝑎 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗� + �⃗⃗�1, �⃗�+�⃗⃗�2, … , �⃗� + �⃗⃗�𝑝).  Montrer que 𝐺𝑎 et 𝐹 sont supplémentaires dans 𝐸.   

 

 



 

 

3. Soit 𝐸 un 𝐾 −espace vectoriel admettant une base 𝐵 = (𝑖, 𝑗, �⃗⃗�).  

On pose∶  

{
 
 

 
 �⃗⃗� = 𝑖 − 2𝑗 − 3�⃗⃗�

𝑣 = −𝑖 − 𝑗 + 3�⃗⃗�

�⃗⃗⃗� = −2𝑖 + �⃗⃗�

𝑡 = 𝑖 + 2𝑗 − �⃗⃗�

 𝑒𝑡 𝐹 = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐�⃗⃗�/(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝐾3𝑒𝑡 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 =
𝑎

2
} et 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(�⃗⃗�, 𝑣) . 

a. Vérifier que 𝐹 est un ss-e-v de 𝐸 et 𝐹 ⊕ 𝐺 = 𝐸.  

b. La famille (�⃗⃗�, 𝑣, �⃗⃗⃗�, 𝑡)est-elle libre ? Est-elle génératrice de 𝐸 ?  

c. Extraire de cette famille (�⃗⃗�, 𝑣, �⃗⃗⃗�, 𝑡)une base de 𝐸 . Et exprimer 𝑡 comme 𝑐. 𝑙. de �⃗⃗�, 𝑣, �⃗⃗⃗�. 

d. Déterminer un système d’équations de 𝐺 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐵 

e. Soit �⃗�, �⃗⃗�, 𝑐 trois vecteurs de E tels que 𝑚𝑎𝑡𝐵(�⃗�, �⃗⃗�, 𝑐) = (
1 + 𝑥 𝑥 𝑥
𝑦 1 + 𝑦 𝑦
𝑧 𝑧 1 + 𝑧

) où (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾3. 

i. Exprimer �⃗�, �⃗⃗�, 𝑐 en fonction de 𝑖, 𝑗, �⃗⃗�. 

ii. 𝐻 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾3/(�⃗�, �⃗⃗�, 𝑐) est une famille libre} est -il un ss-e-v de 𝐾3? 
 
Exercice 5 dans ℝ𝒏.  

1. Déterminer une ℝ-base du ℝ-e-v ℂ𝑛 . 

2. Etudier la liberté de la famille F  = ((1,2,3,4,1), (2,3,1,2,1), (0,−1 − 5, −6,−1), (3,3,−6,−6,0)) et déterminer un 
supplémentaire de vect F   dans ℝ5. 

3. Etudier la liberté de la famille  ((𝑎, 1,0, 𝑎), (0, 𝑎, 2𝑎 + 2,0), (1,0, 𝑎, 0), (2𝑎, 0,1, 𝑎)) 𝑜ù 𝑎 paramètre réel .  

4. Montrer que ((1,0,1), (−1,−1,1), (−2,1,−2))est une base de ℝ3. Ecrire  𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) dans cette nouvelle base  

5. 𝑉 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4/𝑥 − 2𝑦 = 0 𝑒𝑡 𝑦 − 2𝑧 = 0} et 𝑊 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4/𝑥 + 𝑧 = 𝑦 + 𝑡} 
a. Donner une base de 𝑉 ∩𝑊 𝑒𝑡 𝑑𝑒 𝑉 +𝑊. 
b. Donner un supplémentaire 𝐻 de 𝑉 ∩𝑊 dans 𝑊. 
c. Montrer que 𝑉 𝑒𝑡 𝐻 sont supplémentaires dans ℝ4. 

6.  𝐸 = ℝ𝑛   et 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1, . . ,1,1)) et 𝐺 = {(𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛) ℝ
𝑛/∑ 𝑥𝑘

𝑛
𝑘=1 = 0} .  

a. Justifier que 𝐹 et 𝐺 sont des ss-e-v de E de dimension finie et déterminer leur dimension. 

b. Montrer que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸 . 
7. 𝐹 = {(𝑥1, . . , 𝑥2𝑛) ∈ ℝ

2𝑛/∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0 = ∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=𝑛+1 }. Montrer que 𝐹 est un ss-e-v de ℝ2𝑛 .Déterminer la dimension de 𝐹 et un 

supplémentaire de 𝐹 dans ℝ2𝑛 
 
Exercice 6 dans 𝑀𝑛,𝑝(ℝ). 

1. Déterminer la dimension de 𝐴𝑆𝑛(ℝ). 
2. Soit 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(2,2,1).Trouver la dimension de 𝐸 = {𝑀 ∈ 𝑀3(ℝ)/𝐴𝑀 = 𝑀𝐴}. Déterminer un supplémentaire de 𝐸 dans 

𝑀3(ℝ). 

3. Soit 𝐴 = (
1 −2
−2 4
3 −6

).Trouver la dimension de 𝐸 = {𝐴𝑀/𝑀 ∈ 𝑀2(ℝ)}. Déterminer un supplémentaire de 𝐸 dans 𝑀3,2(ℝ). 

4. Montrer que la famille F  = ((
1 2
2 3
0 1

) , (
0 2
3 1
−1 0

) , (
−1 0
1 −1
1 1

)) est libre et la compléter pour obtenir une base de 

𝑀3,2(ℝ). 

5. La famille F  = ((
1 2
3 4

) , (
2 1
2 1

) , (
−1 2
3 1

) , (
0 1
2 0

)) est -elle une base de 𝑀2(ℝ) ? Si oui, donner les composantes de  

𝑀 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) dans cette base. 

Exercice 7 Soit 𝐸 un Ke v de dimension finie 𝑛 ≥ 2.  

1. Soit (𝑚, 𝑝) ∈ ℕ∗²tel que  𝑝 ≤ 𝑚 . Soit (�⃗�1, . . , �⃗�𝑚) une famille de vecteurs de 𝐸 .  

Montrer que, 𝑟𝑔(�⃗�1, . . , �⃗�𝑝) ≥ 𝑟𝑔(�⃗�1, . . , �⃗�𝑚) + 𝑝 −𝑚. 

2. Soit 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 deux ss-e-v de 𝐸 de dimension 𝑝 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧. On cherche à prouver que 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 ont un supplémentaire 𝐻 dans 
𝐸  commun. 

a) Trouver 𝐻 dans le cas où 𝐹 = 𝐺. 
b) On suppose que 𝐹 ≠ 𝐺 .  

i) Montrer que 𝐹 ⊄ 𝐺 𝑒𝑡 𝐺 ⊄ 𝐹 . 
ii) Construire un vecteur  𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗ ∉ 𝐹 ∪ 𝐺. On pose  𝐹1 = 𝐹 + 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗) et 𝐺1 = 𝐺 + 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗) .  
iii) Trouver 𝐻 dans le cas où 𝐹 ≠ 𝐺 et 𝑝 + 1 = 𝑛.  
iv) Si 𝑝 + 1 < 𝑛 , montrer que  𝐹1 ≠ 𝐺1 𝑒𝑡 poursuivre le raisonnement pour trouver 𝐻 .

 



 
 
 

 


