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TD 18
Familles libres -génératrices -bases-dimension.

Exercice 1 Dans des ensembles de fonctions
1. Déterminer le rang de (ch, sh, f: (x ~ 1), g: (x » ch(2x)), ch?, sh?)

2. Soit f; =exp, f> :(t = sin (\/z—gt) e_é) et f3 :(t = COS (\/Z—Et) e_g). Et F = vect(fi, f2 f3)

a) Déterminerla dimensionde F.
b) Déterminer le rang de la famille ‘& = (g4, g2, g3, 94) ou

gi:(t— 3e_§(sin (? t) — 2cos (\/2—§ t)) ga: (t - e_g(Zsin (73 t) + cos (? t)+e3t/2)
g2 (t—>ef — e_é(sin (? t)) ga: (t = e_é(—sin (73 t) + 3cos (\/2—§ t))+4et

Exercice 2 Dans des ensembles des polyndmes ou fonctions polynomiales.
1. Quelestlerangde (P, P,,..,Ps)telqueP;, =1—2X+X3,P, = —-2X—X*,P; = X?—-2X3+2X*,P,=3+2X—
3X*,Ps =1 — X? — X3 — X* 7 Déterminer une base de vect(Py, P,,.., Ps).
2. Soitn € N. Montrer que la famille (x » (x + 1)""‘x")ke[[0,n]] est une base du R — e — v des fonctions polynomiles de
degré inférieur a n.
3. a. Soitn € N/n = 3. Déterminer la dimension du C-e-v F = {P € C,[X]/(X + i)?divise P}.
b. Déterminer un supplémentaire de F dans C,[X] .
c. Montrerque H = {P € C,[X]/P(i) = 0} est un hyperplan de C, [X]. Trouver un supplémentaire de H dans C, [X].
d. Montrer que H + F = C, [X].
e. H et F sont-ils en somme directe ?
f. Donnerune basede FNH,F+ H,FNK,F + K.
4. Soit F = {P € R3[X]/P(X?) = X*P(X)} et G = {P € R3[X]/P(—1) = P(2)}.
a. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de R;[X] et préciser leur dimension.
b. Montrerque F @ G = Rs[X].
5. Dans R,[X], onpose P, = 1 et Vk € [1,n], P, = %X(X —k)k1,
a. Montrer que (Py)k=o.nest une base de RH[X].
b. Montrer que Vj € [0,n],Vk € ﬂO,j]],Iz.(k)(X) =Pi_x(X — k).
c. Endéduire que P}(k)(k) = 0 pour tous j et k distincts dans [0, n].
d. Déterminer les composantes d’un polynéme P de R, [X] dans cette base.

Exercice 3 Dans un ensemble de suites.
n
1. Calculerle rgw,v,w,2) ot Vn € Nu, =In*(n+1),v, =vVn,w, = (-1)%,z, = (1 —1—) )

n+1
2. Quelle est la dimension du C-e-v des suites complexes 4-périodiques ?

3. Objectif : montrer que la famille ((k™),en) kenest libre dans RN, Fixons m € N.

On pose Vi € [0,m], L;(X) = [Iizo Xk
k=i LK

Montrer que la famille B = (Lg, L4, ..., L;,) est une base de R, [X].

Montrer que VP € R,,[X], (P(0),P(1), ..., P(m)) sont les composantes de P dans cette base B.

Soit B, = (1,X,X?,...,X™) la base canonique de R,,,[X]. Déterminer la matrice de passage de B a B,..
En déduire que la famille ((k™)nen)keo,..,mpest libre.

Qu’en déduit-on sur le R-e-v RN?

P op oo

Exercice 4 Dans un K-e-v E de dimension quelconque.
1. Ici E est de dimension finie p ,de base . /= (&,);=1.p. On pose : Vi € [1,n — 1], 5, = & — (€111 + Ei4a+.. +é},) etg, =

e_p’. Montrer que . ' = (Q)izl__pest une base de E . Soit X € E. Exprimer les composantes de X dans la base . ' en fonction

des composantes de X dans B.
2. Soitn € N\{0,1} et " = (il;);=1.,une famille libre de vecteurs d’un K- espace vectoriel E .
a. Etudier la liberté de la famille . 7 =(il; — Uy, Uy — Us, .., Up_q — Uy, Uy) .
b. Etudier la liberté de la famille .7~ =(u; + Uy, U, + Us, .., Up_q + Uy, Uy + Uyp) -
c. Soitp € [1,n — 1]. Justifier que vect( u,,..,u,) et vect(lpy4y,..,U,) SONt en somme directe.
d. Soit G = vect(ty, Uy, ..., U,) et F un ss-e-v de E tels que : FOG=E.
i. Justfier qu’il existe un vecteur non nul a dans F .
ii. G, =vect(d+1,,d+i,, ...,d + U,). Montrer que G, et F sont supplémentaires dans E.



3. Soit E un K —espace vectoriel admettant une base B = (i’,j’, I_c))
#=1-27-3k
¥=—T—]+3k s e 7 s a .
On pose: L etF={al+bj+ck/(a,bc)EK’etatb=c="}etG= vect(U, V) .
w=-20+k
t=T+2]—k
a. \Vérifierque Festunss-e-vde EetF@ G =E.
b. Lafamille (17, v, W, E)est—elle libre ? Est-elle génératrice de E ?
c. Extraire de cette famille (ﬁ', v, W, E)une base de E . Et exprimer t comme c. l. de U, ¥, W.
d. Déterminer un systéme d’équations de G dans B
. . 14+ x X X
e. Soitd, b, trois vecteurs de E tels que matp (&, b, 5) =1 v 1+y y Jou(x,y,z)€K3.
z z 1+z

i Exprimer d, b, € en fonction de T,7, k.
i. H={(xyz2) €K3/(@,b,7) estune famille libre} est -il un ss-e-v de K3?

Exercice 5 dans R"™.

1. Déterminer une R-base du R-e-v C".
2. Etudier la liberté de la famille .7 = ((1,2,3,4,1),(2,3,1,2,1),(0,—1 — 5,-6,—1), (3,3, —6,—6,0)) et déterminer un
supplémentaire de vect./ dans R®.
3. Etudier la liberté de la famille ((a, 1,0,a), (0, a, 2a + 2,0),(1,0,a, 0), (2a,0,1,a)) ou a parametre réel .
4. Montrer que ((1,0,1), (-1,-1,1),(-21, —2))est une base de R3. Ecrire X = (x,y, z) dans cette nouvelle base
5. V={(x,y,z,t) ER*/x =2y =0ety—2z=0}etW = {(x,y,2z,t) ER*/x + z =y + t}
a. DonnerunebasedeV NWetdeV +W.
b. Donner un supplémentaire H de V N W dans W.
c. Montrer que V et H sont supplémentaires dans R*.
6. E=R" etF =wvect((1,1,..,1,1)) et G = {(x1,%5,..,x5) € R*/X}R_; x; = 0}.
a. Justifier que F et G sont des ss-e-v de E de dimension finie et déterminer leur dimension.
b. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E .
7. F={(xy,..,x0) ER?"/Y™ x; =0 =Y ., x;}. Montrer que F est un ss-e-v de R?".Déterminer la dimension de F et un
supplémentaire de F dans R?"
Exercice 6 dans M, ,(R).
1. Déterminer la dimension de AS, (R).
2. SoitA =diag(2,2,1).Trouver la dimension de E = {M € M5(R)/AM = MA}. Déterminer un supplémentaire de E dans
M;(R).
1 -2
3. SoitA= (—2 4 ).Trouver la dimension de E = {AM/M € M,(R)}. Déterminer un supplémentaire de E dans M3, (R).
3 -6
1 2 0 2 -1 0
4. Montrer que la famille./ = (2 3) ,( 3 1) , ( 1 —1) est libre et la compléter pour obtenir une base de
0 1 -1 0 1 1
M3, (R).
5. Lafamille. /= ((; i) , (; D (_31 i) , ((2) (1))) est -elle une base de M,(R) ? Si oui, donner les composantes de
M= (Ccl Z) dans cette base.

Exercice 7 Soit E un Ke v de dimension finie n = 2.

1.

Soit (m,p) € N*tel que p < m. Soit (%4,..,%,,) une famille de vecteurs de E .
Montrer que, rg(a?l, ..,J?p) >rg(%y,.., X%n) +p —m.

Soit F et G deux ss-e-v de E de dimension p € [1,n — 1]. On cherche a prouver que F et G ont un supplémentaire H dans
E commun.
a) Trouver Hdanslecasou F =G.
b) Onsupposeque F # G .

i) Montrerque F & GetG ¢ F.

ii) Construire un vecteur u; € F U G.Onpose F; = F + vect(u;) et G; = G + vect(uy) .

iii) Trouver H danslecasoUF #Getp+ 1 =n.

iv)Sip + 1 < n, montrer que F; # G, et poursuivre le raisonnement pour trouver H .






