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Corrigé duDS 5

Exercice 1 Généralisation du théoréme de Rolle.
Soita € Ret f: [a, +[—> R, continue sur [a, +oo[ et dérivable sur ]a, +o[ n non constante et telle que : lim f(x) = f(a). on cherche a
x—a

prouver que f’ s’annule sur ]a, +o[.

1. Illustrer ce résultat.
1 .
2. Premiére preuve : On définit g: [0,1] - Rtelle que: g(x) = {f (; ta- 1) SLx # 0.
f(a) six=0
2.1. Vérifier que g vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle .
2.2. En déduire qu’il existe un réel ¢ €]a, +oo| tel que f'(c) = 0.
3. Deuxiéme preuve : f n’est pas constante donc il existe donc un réelb €]a, +o| tel que f(b) # f(a). Supposons, par exemple,

que: f(b) > f(a).

3.1. Montrer qu’il existe A €]b, +oo[ telque: Vt = A4, f(t) < f(b).
3.2. Montrer que f admet un maximum M sur [a, 4] atteinten unréelc €]a, Al.
3.3. Justifier que f'(c) = 0.

1.Ilustration :

0.

1
f'(c)=0
o
-—at——2 3 4 5 6 T 8 9 10 1 12 13

f(%%—a—l) six+#0
fla) six=0 )
2a.Vx E]O,l],% +a—1€[a,+oof etVx E]O,l[,% +a — 1 €]a, +oo[. Comme f est continue sur [a, +oo[ et dérivable sur ]a, +o[, g est

2.0n définit g: [0,1] - Rtelle que : g(x) = {

continue sur ]0,1] et dérivable sur]0,1].
De plus, lin})i +a—1=+4odonc lin&f (:—C +a- 1) = f(a). Donc g est continue en 0. Ainsi, g est continue sur [0,1].
X— xX—>
2b. g est continue sur [0,1] et dérivable sur]0,1[ et g(1) = f(0) = g(0). Donc g vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle. Alors il
existe d €]0,1[ telque g’'(d) = 0.
1 1 1 ., (1 . 1 1
2c.Vx €]0,1[, g'(x) = -= ! (;+ a-— 1). Donge, —— f (E+ a-— 1) = g'(d) = 0 et par suite, f' (E+ a-— 1) =0.Posonsc=-+a~-1.
Alors ¢ €]a, +[ et f'(c) = 0.
3a. lir_P f(x) = f(a) et f(b) > f(a). Donc, d’aprés la propriété « caractére borné d’une fonction ayant une limite finie », il existe un réel
X—+00
B telque Vx € [B, +[N [a, +oo[, f(x) < f(b).Posons A = max(a, B, b + 1). Alors Vx € [4, +oo[, f(x) < f(b).
3b. f est continue sur le segment [a, A] donc le théoréme de fonctions continues sur un segment assure que f admet un maximum M et
un minimum sur [a, 4]. Il existe donc un réel ¢ € [a, A]tel que M = f(c).
Comme b € [a,A], f(b) <M = f(c) et parsuite, f(4A) < f(b) < f(c)et f(a) < f(b) < f(c).Doncc # aet c # A. Ainsi, c €]a, Al.
3c. Comme f admet un extremum en un point c intérieur a [a, A] et f est dérivable en ¢ (puisque f est dérivable sur ]a, +oo[)Le
théoréme de condition nécessaire d’extremum assure que f'(c) = 0.

Exercice 2 polynomes de Tchebychev

On étudie (existence, unicité, propriétés) les polynémes T, € R[X] tels que :
V6 € R,T,(cos(h)) = cos(nh).
Montrer que si T;, existe alors il est unique.
Vérifierque Ty = 1,T; = X et T, = 2X% — 1.
Montrer par récurrence que Vn € N, T}, Ty 41, Ty existent et Ty = 2XTpq — Ty,
En déduire la parité et le terme dominant de T;,.
Soitn € N*. Déterminer les racines de T, et factoriser T, en produit de facteurs irréductibles de R[X].

o> @Y =

(D7 . .
6. Soitn € N*.En déduire que [TFZ§ cos (%) ={Gng Stnpar,
0 sinimpair
7. MontrerqueVn € N, (X? — 1)T," (X) + XT,,’(X) = n?T,(X).
8. Résoudre, sur |1, +oo[, 'équation différentielle (x? — 1)y"' (x) + xy’(x) = 4y(x) en posant y(x) = z(x)T,(x).



1. Supposons qu’il existe deux polyndmes T,, et Q,, tels que: V8 € R, T, (cos(8)) = cos(nd) = Q,(cos(8)).
Posons H = T,, — Q,, . Alors H est un polyndme qui vérifie : V8 € R, H(cos(8)) = 0. Donc H admet tous les réels compris entre -1 et
1 comme racine. H admet donc une infinité de racines . Ainsi H est le polynd6me nul et par suite T,, = Q,.J’en conclus que si T},
existe alors il est unique.
2. S'ilexiste, Ty € R[X] vérifie VO € R,T,(cos(8)) = cos(0) = 1. Donc, Ty(X) = 1 convient.
S'il existe, T; € R[X] vérifie VO € R, T; (cos(6)) = cos(8). Donc, T;(X) = X convient.
S'ilexiste, T, € R[X] vérifie : VO € R, T;(cos(6)) = cos(26) = 2cos?(#) — 1. Donc, T, (X) = 2X? — 1 convient.
3. Posons H(n):" Ty, Tpy1, Tnyo existent et Tyyy = 2XTppq — Ty
Initialisation : Ty, Ty, T, existent et T, = 2X? — 1 = 2XT; — T,. Donc H(0) est vraie.
Propagation : Soit un entier naturel n.Supposons que H(n) est vraie. Alors T, 41, T4, existent .
Posons Q = 2XT,,+» — Tp41. Alors pour tout réel 6,
Q(cos(6)) = 2 cos(6) Tn42(cos(8)) — Tpy1(cos(6))
= 2 cos(6) cos((n + 2)9) - cos((n + 1)0)
= 2 cos(6) cos((n + 1)0 + 0) — cos((n + 1)6)
= 2 cos(8) [cos((n + 1)0) cos(8) —sin((n + 1)) sin(6)] — cos((n + 1)9)
= [2 cos?(8) — 1] cos((n + 1)8) — 2sin(8) cos(8) sin((n + 1)6)
= co0s(260) cos((n + 1)0) — sin(20) sin((n + 1)6)
=cos((n+ 1)6 + 26)
= cos((n + 3)6)
Donc Tp43 = Q convient. Alors, Ty, 3 existe et vérifie : pour tout réel 8, Tp,13(cos(8)) = cos((n + 3)0) et Tpi3 = 2XTpsz — Tyyq . DoNc
H(n + 1) est vérifiée des que H(n) est vraie.
Conclusion : pour tout entier natureln , H(n) est vraie d’apres le théoréme de récurrence simple.
4. AlorsT; = 2XT, — Ty = 2X(2X? — 1) — X = 4X3 — 3X. D’aprés les expressions de T;, T, T3, on peut conjecturer que pour tout
entier natureln non nul, [ T;, a la méme parité que n et le terme dominant de T;, est 2"‘1X"]:H(n).
Initialisation : H(1), H(2) et H(3) sont vraies.
Propagation : Soit n un entier naturel non nul. Supposons H(n) et H(n + 1) vraies.
e  Alorsil existe deux polynémes R, et R,,q telsque : Tyypq = 2"X™1 + R, etdeg(Rp4q) <n+ 1.
Alors, Tppp = 2XTppq — Tp = 2X(2"X™ 1 + Rppq) — Ty = 2"M1X™2 4+ 2XR, 11 — T
Or, deg(2™1X™*2) = n + 2 et deg(2XR,,1) = deg(2X) + deg(Rp1) <1+ (n+1) =n+ 2etdeg(T,) =n <n+ 2.Donc
deg(Tp42) = n + 2 et le terme dominant de Ty, est 211 X7+2,
e  Supposonsn + 2 pair. Alors n est pair donc T, est pair et n + 1 estimpair donc T, 41 est impair. Alors
Tni2(=X) = 2(=X)T41(=X) = Tn(=X) = 2(=X) (~T41(X)) = Tn(X) = 2XTpp11(X) — T (X) = Tp42(X) donc Ty, est pair.
e  Supposonsn + 2 impair. Alors n est impair donc T, est impair et n + 1 est pair donc Tj,, ¢ est pair. Alors
Tpr2(=X) = 2(=X)Tpp1(—X) = Tu(=X) = 2(—=X)(Tys1(X)) = (~Tn (X)) = —2XTpp11 (X) + T (X) = —Tp42(X) donc Ty, estimpair.
Donc H(n + 2) est vraie dés que H(n)et H(n + 1) sont vraies.
Conclusion : le théoréme de récurrence double assure alors que pour tout entier naturel n non nul, H(n) est vraie.
5. Soit n un entier natruel non nul. Cherchons d’abord les racines de T,qui se trouvent dans [—1,1].
Soity € [—1,1]. ALors il existe un unique 6 € [0, 7] telque y = cos (0) (il s’agitde 8 = Arccos(y)). Par conséquent,

T,(y) = 0 © T,(cos()) = 0  cos(nf) = 03k € Z/ nb =§+k7‘[<=) ik eZ/0o =@ N ke [0o,n—1]/6 =%.
6elom]

Donc les réels cos ((21:4;11)71) tq k € [0,n — 1] sont les racines de T;, qui se trouvent dans [—1,1]. Ces n réels sont tous distincts puisque

Les réels @kt1)m tq k € [0,n — 1] sont n réels distincts compris entre 0 et 7 et que la fonction cosinus est injective sur [0, 7]. Donc, les

réels cos (%) tq k € [0,n — 1] sontn racines distinctes de T,qui est de degré n. J’en conclus que T, n’ a pas d’autres racines , que

ces n racines sont toutes simples dans T;, et T), est scindé sous la forme :
n—-1

n-1
Tn = COdOTn(Tn) 1_[ <X — COS (W)) = 2n—1 <X — @8 ((Zk;rll)ﬂ))
k=0 k=0

6. Soitn € N*.[[¥Z2 cos (%) est le produit des racines de T,.

— (_ 1)n terme constant de T,
codom(Ty,)

On repaque d’abord que le terme constant de T, est égal a T,,(0).

— 2k+1)m
Donc le cours assure que [[?Z3 cos (%)

1°'cas : n est impair. Alors T,,est impair donc (terme constant de T,,)) = T, (0) = 0 et par suite [[Z4 cos (%) =0

2°'cas : n est pair, n = 2p. Montrons par récurrence sur p que "(terme constant de sz) = (—=1)P"(propriété H(p)).
Initialisation : H(0) et H(1) sont vraies.

Propagation : Soit p un entier naturel. Supposons H(p) vraie.

Alors To(pi1) = Toprz = 2XTops1 — Top-

Donc (terme constant de Tz(p+1)) = f;pfz (0)=2x0x T’;;L(o) - 7'";1,(0) = —(terme constant de sz) = —(=1)? = (-1)P+1,
Donc, H(p + 1) est vraie des que H(p) est vraie.



Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure alors que H(p) est vraie pour tout entier naturel p.

(2k+1)n) - (1) (-)P _ (-1)Z

2n -

Jen déduis que []#Zg cos ( Sl gt
7. V6 € R,T,(cos(8)) = cos(nd). Or, T, et cos sont infiniment dérivable, donc, en dérivant une puis deux fois dans cette égalité,
jobtiens : VO € R, — sin(0) ﬁ’(cos(@)) = —nsin(nb)
puis — cos(8) T,,'(cos(8)) + sin?(6) T, (cos(8)) = —nZcos(nb).
Autrement dit, V6 € R, — cos(8) T, (cos(6)) + (1 — cos2(6))T,," (cos(8)) = —n>T, (cos(6)).
Jen déduis que, Vy € [-1,1], —yT,'(y) + (1 — yD)Ty () = —n*T, (y).
Posons Q = —n2T,(X) + (X? — )T/ (X) + XT,,' (X).
Alors Q est un polyndme qui vérifie vy € [—1,1],3(y) = 0. Donc Q admet une infinité de racines et ainsi Q = 0. J’en conclus que :
(X2 = DT (X) + XTL(X) = n2T,(X).

8.
8a. T,, est une solution particuliére que l'équation différentielle étudiée (E,,) qui ne s’annule pas sur |1, +oo].
Soit y une fonction deux fois dérivable sur |1, +oo[. Posons Vx €]1, oo, z(x) = TZ(—E;))

Alors z est une fonction deux fois dérivable sur ]1,4+oo[ car y et YTLle sont et 7‘71 ne s’annule pas sur cet intervalle et Vx €]1, 4o,

y(x) = z()T, (%),

y'(x) =2/ (0T, () + 2T (),

Y'(x) = 2" ()T, () + 22’ )T, () + 2() T, (x).

Par conséquent,

y est solution de 'equa.diff. (E;,)

& vx €)1, +oo, (x2 = D[2"" ()T, (1) + 22/ (OT,' (0) + 20T, ()l+x[z' ()T, (0) + 20T, (0] — [ 2(0)T, ()] = 0

& vx €)1, +oo, [(x? — DT, (1) + 2T, (x) — n*T, (0)z(x) + [2(x* — DT, () + 2Ty, (0)]2'(x) + (x2 = DT, (0)2"(x) = 0
=0 car T, est solution de (E,)

& Vx €)1, +oo[, [2(x% - 1)7‘;’(9() +xT, ]2’ () + [(x% = DT, (0]2"(x) = 0

&7 est solution de Uéqua. diff. d’ordre 1 homogene(D,) : [(x% — DT, ()]Y'(x) + [2(x% = DT, (x) + 2T, (0)]Y (%) = 0.

R . . 1
8b. Cherchons une primitive de la fonction continue (x - ﬁ) sur ]1,+oo[:

v n(y+57-1)  cp2(p) In(y+/y7=1) 4 sh@"OH) pETg
f [N el = f ch2(Dsh(D) h()dt = f 2@ T [ch(t)] =Ty st
x=ch(t) '
t=In(x+Vx2-1)
dx=sh(t)dt

8c.y est solution de 'equa.diff. (E;) ©Z' est solution de 'équa. diff. d’ordre 1 homogéne(D;) : (x* — DxY’(x) + [3x% — 2]Y(x) = 0.
Résolvons (D;):

3x2-2
(x2-1)x
inférieur a celui du dénominateur) . Il existe donc troigs uniques réels u, v,w tels que :

Posons a(x) =

. Décomposons a en éléments simples. Sa partie entiere est nulle (car le degré du numérateur est strictement

3x2 -2 u v w

Vx € R\{£1,0}, a(x) =x(x—1)(x+1) =x—1+x+1+;

Alorsu = lim(x — a(x) = :
x-1 2

v= lim (x + Da(x) = :
x—>—1 2

o _-2_
w —chl_r;r(l)xa(x) = 2.

S
S

2

L x2+2
AInSI, Vx € R\{il,O}, a(x) = m = o) + ) rr

Par conséquent, A: (x = %ln(x2 — 1) + 2In(x)) estune primitive de a sur 1, +oo[ et Vx €]1, + o[,

e—A® = g7 MEP-D=2n() _ (42 _ 1)~ 3x2 = 1
xx? -1
. . 1
Alors les solutions de (D1) sont toutes les fonctions de la forme (x -k N o 72—1) telles que k € R.

1
xAVx2-1
Vx2-1

Alors par 8b., y est solution de Uequa.diff. (E;) <il existe k et ¢ deux réels tels que : Vx €]1, +oo[ z(x) = k —— tec

Par suite, y est solution de Uequa.diff. (E;) il existe k réel tel que z'(x) = k

Ainsi y est solution de Uequa.diff. (E;) il existe k et ¢ deux réels tels que : Vx €]1, +oo[ y(x) = k( x?—1)+cx.



Exercice 3 Intégrales de Wallis- Intégrale de Gaup.
A. Intégrales de Wallis.

Onpose Vn € N, W,, = [¢(cos(1))"dt.

1. Monterque: Vn € N, W, = fg(sin(t))"dt.

s 0 n T
vn € N, (t » (cos(t))™)est continue sur [0, g] donc W, existe etfz(cos(t))ndt = f <cos (g - u)) (—du) = fz(sin(u))ndu.
0 0

T
2. Montrer que la suite (W;,) est convergente.

Soitn € N.Vt € [O, g],cos(t) € [0,1] donc, 0 < (cos(t))nJr1 < (cos(t))n <1.

3

Par conséquent, 0 < fg(cos(t))nﬂdt < fog(cos(t))ndt < JEldtie 0 < Wy <Wp < >

J’en déduis que la suite W est décroissante et minorée par 0 donc convergente.

3. Justifierque:Vn € N, W, # 0.

Soitn € N. (t » (cos(t))™)est continue et positive sur [O, ;—r] et prend une valeur non nul sur [OE] (en 0) donc la contraposée

du lemme d’annulation assure que W, # 0. Et par suite W, > 0.

4. Montrerque:Vn € N,W,,,, = Z—:;Wn-

n+2

dt = fg(cos(t))n(cos(t))zdt = fg cos™(t) (1 - sinz(t))dt

cos +1(t)

Soitn € N. W, = F(cos(t))

_ Whso
n+1’

Wi = fz cos™(t) dt + f

m(t)] r cos™ Cos(t) dt =

—sin(t) cos"(t)} sin(t) dt = W, + [
u'(t) v(t)

1 L n+1
Donc, (1 + m) Wiio = W, et ainsi, Wy = mWn.
5. Montrer que (nW,,W,,_1)ren €St constante égale a %

Posons Vn € N*, t,, = nW,W,,_; et montrons que la suite t est constante.
Soitn EN*.ty 1 =(n+ DWW, = (n+ 1) Wy Wy, = nWy, W, = t,,.

La suite t est donc constante égalea t; = W W, = ;—r Ainsi, Vn € N*, nW,,_, W, = g

6. Endéduire la limite de la suite (W,).
D’aprés a., on sait que W est convergente. Notons L sa limite.
Alors en passant a la limite dans U'égalité W,,_W,, = % , on obtient L? = 0 soit L = 0. Ainsi, lirP W, = 0.
n-+o

7. ustifierque:Vn € N, n—+1 s o)

Wn
P W, w, . omEl _ W,
W est décroissante donc Vn € N*, Wy,» < Wy < Wydone—2 < 2 < 1i.e < <1,
W, Wi, 2T W,
8. Endéduire que : W, 1~n—+00Wh-
+1 w, .
Comme 11m I — 1, lencadrement précédent permet d’affirmer que llm 1 = letainsi que Wyt1~no 400 Wh-

con+2

9. Endéduire que: Wn~n_,+°o\/§,

Alors, (n + V)W, Wy ~,nW;2 et par suite nW,2 ~, g Alors, W%~ o % etenfin, Wp~40 %
10. Intégrale de Gauss.
R* > R )
X —tz
x- [fetdt

1. Montrer que F est strictement croissante sur R*.

Soit F : (

Comme f:(t » e‘tz) est continue sur R, le théoreme fondamental de Uintégration assure que F est la primitive de de f sur R
qui s’annule en 0. Donc F est définie et de classe C'sur Ret F' = f. Donc F’ > 0. )’en déduis que F est strictement croissante
sur R. Par conséquent, F admet une limite en +oo.

2. Vte [1,+00[,e‘t2 < e~*.En déduire que F est majorée.



Vt € [1, +oo[, t2 > t donc—t2 < —t et par croissance de la fonction exponentielle, e7t* < e™t.
Soit x € [1,+oo[. D' aprés ce qui préceéde, Vt € [1,x], e~t* < et Alors par croissance de l'opérateur intégral sur [1, x]
appliquée aux fonctions continues f et (t ~ e™%), flx e t’dt < flxe‘t dt.
X _ - — X _42
Orfetdt=[-e"t]f=1-e*<1Donc [[e " dt<1.
Donc F(x) = fole‘tz dt + flx e~ dt < fol e t?dt+1= F(1)+1 .renconclusqueF estmajorée.

—_
cste indépendante
de x.

3. Déduire de ce qui précede que lirP F(x) existe et est finie.
X—>+00
F est strictement croissante sur R. Par conséquent, F admet une limite L en +00. Comme F est majorée, cette limite L est finie.
4. Montrerque Vu €] — 1, +oo[, In(1 + u) < u.
1

T 1wz
toutes ses tangentes. Or la droite d’équation y = u est la tangente a Cp, en 0. Ainsi, Vu €] — 1, +oo[, In(1 + u) < u.

La fonction h: (u + In(1 + u)) est concave sur Dh =] — 1, +oo[, carVu € Dh,h''(u) = < 0. Donc, Cp, est en -dessous de
5. Soitn € N*.

n
5.1. Montrer que foﬁ(l - —) dt< [

n

Vvt € [0, \/ﬁ],—%z €] —1,0[ donc (1 - g)n > 0 et par suite, In [(1 - %2) ]=nin (1 - tn—z)

orvt € [0,v/n] -2 €] —1,0[ donc ! (1 —f) < —Z et par conséquent, | [(1 —t—z)n] < —t2, )’en déduis par stricte
nf,—— , n ) < -—etp quent, In - < . uis p i
PN
croissance de l’exponentielle que : Vt € [0, \/ﬁ], (1 - %) < e t’. Alors par croissance de Uintégrale sur [0, \/ﬁ] appliquée aux

n n
fonctions continues f et (t — (1 - 1.;1_2) ), fo\/ﬁ(l - %2) dt < fo‘/ﬁe“zdt = fo‘me"‘zdx .

5.2. Montrer, en effectuant le changement de variable t = vn cos(u), que: VnW,,,q < ffe"‘zdx .
PN
fo\m(l - %) dt = fgo(l — cos?(w))*[—vnsin(w) du] = \/ﬁfgo(sinz(u))” sin(u) du = VnWsy,4 . Donc Uingélité
cv 2 2
t=+ncos(u)
dt=—ynsin(u)du
t=Vneu=0
t=0=u="2

2
obtenue au 5.1 s’écrit : VnWapyq < ffe‘xzdx.
6. Soitn € N*.

-n

6.1. Montrer que : Vt € [0,v/n], e t’ < (1 + %2)

2 2 2 2 2
vt € [0, \/ﬁ]% €] — 1,+oo[ donc In (1 + %) < %donc nin (1 + %) <t et—t? < —nin (1 + %) et finalement, par croissance

2\ 2\
de Uexponentielle, et < (1 ar %) . Et par croissance de 'opérateur intégral, f(;me‘tzdt < foﬁ(l SIS %) dt.

6.2. Montrer, en effectuant le changement de variable t = Vn tan(u), que :
T
f(;m(l +%) dt = \/ﬁff cos?? (w)du ouB € [Og] et p € N sont a déterminer.

v\ 7 v AR I,01 \ 1 i
J;) (1 +?> dt = J(; (1 + tan®(w)) mdu C;r \/EL (COSZ (u)) c0s?(0) du = \/HJ(; cos? z(u) du

t=vntan(u) 1+tan?(u) :ﬁz(u)

T
Ainsi, ff (1 +%) dt = \/ﬁfoB cos?? (u)dutqB = % etp=n—1.
Vi
6.3. Montrerque: [ e™ dx < VnWap_,.

T 7! T T
foz cos?™2(u) du = f04 cos®™ 2(w) du + [# cos®™ %(u) du = f04 cos?™2(u) du = 0. Par conséquent,
4
20 car VuEE,g],
cos2m2(y)=0



Vn s Vn t2 n % %
f e tdt < f <1 + F) dt = \/ﬁf cos?™2(u)du < \/ﬁf c0s?"2(u) du = VnWap_s.
0 0 0 0

7

En déduire lirP F(x).
X—+00
5 que - . Wonss o F(YN) _ Won-
On amontré que : Vn € N*,vVnWy,41 < F(Vn) < VnW,,,_,. Donc Vi’z: < Fow, < ‘;Zﬂz.
F(vn)
Wy,

Alors F(\/ﬁ)~\/ﬁW2n~\/ﬁ\/§ = \E J’en conclus que nl_i)rllooF(\/ﬁ) = \E

Comme lirP F(x)=Let lirP V/n, par le théoréeme de caractérisation séquentielle de la limite (ou par composition) assure
X—+00 n—+oo

tendant vers 1, etj’en déduis que lim EQm) _ 1
n

Or, Wop41~Won~Wop_1~Ws,_». Donc les deux suites qui encadrent =
—+00 \/EWZn

que lim F(\/ﬁ) = L. Alors par unicité de la limite, lim F(x) = \/E
n-+oo x—+400 2

FIN



