SUP PCSI 2022-2023 Mathématiques Interlude 2

Continuité et dérivation : rappels et compléments.

/\_ Préliminaire : Soit h une fonction de R dans R définie sur D, et a un réel. Pour étudier la limite de h en q,
1) il faut que h(x) existe quand x tend vers a ; pour cela, il faut et il suffit que vr € R**,(Ja —r,a + r[\{a}) N D, # . On
dit, dans ce cas, que a est un point non isolé de D;, ou du bord de D,,.
2) il suffit de se placer au voisinage de a : il suffit d’étudier h sur un domaine de laforme Ja — r,a + s[n D, our,s € R**.
voisinage de a dans Df

3) on peut étudier la limite a gauche et a droite en a lorsque h est définie a droite et a gauche de a. Lorsqu’on étudie la limite
de h ena*(resp. a™), on étudie la limite de h(x) quand x tend vers a avec la contrainte x > a (resp.x < a); on peut alors se
placer sur un voisinage a droite (resp. gauche) de la forme Ja,a + s[nN D, (resp.]a —r,a[N Dy).

1| Définition Soit f une fonction de R dans R définie sur Df . Soit @ un réel élément de Df et non isolé dans Df.

1. f estcontinue en a lorsque lim f(x) = f(a). Cela signifie graphiquement que le point M(x, f(x)) de Cf se rapproche du
Xx—a

point A(a, f(a)) quand x se rapproche de a.
2. Soitl c Df. f est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I. Si/ est un intervalle, cela signifie que la portion
de Cf correspondant aux points M (x, f (x)) tels que x € I n’a pas de trous.

3. Soit x un point de Df distinct de a.

T(x) = =) est le coefficient directeur (ou la pente) de la droite passant par A(a, f(a)) et M(x, f (x)) (appelée corde).

T(x) = e ) f( [=7(@) o appelé le taux d’accroissement de f entre a et x.

4. fest derlvable en a lorsque T(x) = f(x) f(a) admet une limite finie quand x — a. Cette limite finie, si elle existe, est alors
le nombre dérivé de f en a et notée f’ (a) ou E (a). Autrement dit, f'(a) = E (a) = lim W v
x—-a =

Dans ce cas, la tangente a Cf au point de A(a, f(a)) (ou en a ) est la droite d’équation y = f(a) + f'(a)(x — a) .

(X) f&x)-f(a)

5. Lorsque7(x) = admet une limite finie quand x — a*, f est dérivable a droite en a. Cette limite finie a droite , si

elle existe, est alors Ie nombre dérivé a droite de f en a et noté f;’ (a) et,
fa' (@) = lim+% . Dans ce cas, la demi-tangente a droite a Cf au point de A(a, f(a)) (ou en a) est la demi-droite
Xx—a -

d’équationsy = f(a) + f;' (@)(x —a)etx > a.

Ui (X) f@

6. Lorsquet(x) = admet une limite finie quand x = a~, f est dérivable a gauche en a. Cette limite finie a droite , si

elle existe, est alors Ie nombre dérivé a gauche de f en a et noté f;’ (a) et,
fg' (@) = lim w . Dans ce cas, la demi-tangente a gauche a Cf au point de A(a, f(a)) (ou en a) est la demi-droite
x—a -

d’équationsy = f(a) + f;’ (@(x —a)etx <a.

(X) S (a)

7. Lorsque f est continue en a et t(x) = admet une limite_infinie en a, f n’est pas dérivable en a et la droite

verticale d’équation x = a est alors la tangente (dite verticale) a Cf au point A(a, f(a)) .

(X) S (a)

8. Lorsque f est continue ena et t(x) = admet une limite_infinie en a® (resp. en a™ ), alors f n’est pas dérivable a

droite (resp. gauche) en a et la droite vertlcale d’équation x = a est alors la demi-tangente verticale a droite (resp. gauche)
a Cf au point A(a, f(a)).

9. Soitl c Df. f estdérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de /. La fonction f’ qui associe, a tout point a de [, le
nombre dérivé de f en a, est appelée la fonction dérivée de f.

10. La fonction "' ou f(® qui associe, a un réel a, le nombre dérivé de f’ en a lorsqu’il existe, est appelée la fonction dérivée
seconde de f. On définit de méme @ = (£@ ) (...) puis f® = (f®=D)'la fonction dérivée ni¢me de f.

11. Une fonction f est de classe C* sur I lorsque f est dérivable sur I et f' est continue sur I. Une fonction f est de classe
C?sur I lorsque f et f” sont dérivables sur I et /' est continue sur I. Une fonction f est de classe C™ sur I, oun €
N*, lorsque £, f7, ....f @1 sont dérivables sur I et £ est continue sur I .

12. F est une primitive de f sur I lorsque F est dérivable sur I et Vx € [,F'(x) = f(x) (i.e.F' = f).

,3) NB: 1) 7(x) = M n’est définie que pour x € Df\{a}.

2) si f(x) f() n

tangente vertlcale au point A(a, f (a)), dans le premier cas, il n’y a rien.

n’a pas de limite en a ou a une limite infinie en a , alors f n’est pas dérivable en a, dans le 2™ cas, Cf a une

lim, £() = £(@
xhr; h(x) = f(a )51et551 chl_l’)rllzf(x) = f(a)

et f est dérivable en a sietssi f est dérivable a droite et a gauche en a et f;(a) = f;(a). Et dans ce cas, f'(a) = f;(a) = f;(a).

3) Si f est définie en a et de part et d’autre de a alors f est continue en a sietssi




LI» Exemples: 1) Lafonction partie entiére est continue en tout réel non entier mais n’est continue en aucun entier. En effet, considérons k € Z.Vx €
1k — 1,1[, [x] = k — 1 donc lir{l |lx] = k — 1 # k = |k]. Donc, La partie entiére n’est pas continue en k. Par contre, considérons a & Z.Vx €
xX—=k~
llal,lal + 1[, Ix] = la] donc lim|x] = |a]. Donc, La partie entiére est continue en a. Le domaine de continuité de la partie entiére est donc R\Z.
x—a

V=0 _ x 1 . Nx—0
T =X = —donc, lim—— = 4oo.
x—0 x Vx =0 0

o
De méme, comme prouvé au chap. 3, pour tout n € N\{0,1}, la fonction f: (x - ’{/}) est continue mais n’ est pas dérivable O et sa courbe admet une tangente
verticale au point 0(0,0). Par contre, f est dérivable sur Df\{0}. Donc le domaine de dérivabilité de f est Dy = Df\{0} et son domaine de continuité est Df.

1-/1-x2—0 4 1-y1-x2—\0 1

2)  Lacourbe de la fonction f: (x - \/E) admet une tangente verticale au point 0(0,0) car f est continue en 0 et

3) DansleDL1, vous avez prouvé que XIL%LT =7 et JL?—T =-5 On peut aujourd’hui interpréter ce résultat : comme
) . ) . . . 1, . 1. .
f: (x =41 -v1-— xz) est continue en 0, Cf admet deux demi-tangentes au point O qui ont pour équation y = X8 droiteety = —5xa droite.

. vz vz

1.2 Yy V1 v x%

demi-tangentes — GeoGebra
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O lustration : Soit A(a, f(a)) et M(x, f(x)) des points de Cf. Par définition, la tangente a Cf au point A est |a position limite
des cordes (AM) quand x tend vers a (c’est-a-dire quand M se rapproche de A en suivant Cf) . La tangente a Cf au point A est
la droite la plus proche de Cf au voisinage de 4, la courbe Cf vient se confondre avec cette tangente au voisinage de A.
En effet, ¢ si f est dérivable en a alors |la pente des droites (AM) tendent vers le réel f’(a) . Comme, de plus, les droites (AM) passent toutes par le point 4,
les droites (AM) tendent vers la droite passant par 4 et de pente f’(a). De plus, pour qu’une droite D soit proche de Cfau voisinage de 4, il faut que D passe
par A donc D a une équation de la forme y = u(x — a) + f(a) ol u =coeff directeur de D. Mais alors Vx # a, f(x) — (u(x —a)+ f(a)) =
(x—a) (M - u) Donc pour que I'écart entre Cf et D soit le plus petit possible quand x — a, il faut et il suffit de prendre u = f'(a) puisque prendre u =

xX—a
f'(a) est la seule valeur telle que lim % -
x—a -

e  Sif estcontinue en aetlim I®-f(@
x—a XxX—a

u = 0.Donc, D est la droite la plus proche de Cf sietssi D est la tangentea Cf en A.

= 00, alors la pente des droites (AM) tendent vers 0. Comme, de plus, les droites (AM) passent toutes par le

point 4, les droites (AM) tendent vers la droite verticale passant par A.
Droite tangente : limite des cordes et limite des tangentes — GeoGebra :

Faire bouger b qui joue le réle de x et le faire tendre vers a.

lllustration : tangente = limite des cordes
\\\1;
Mt

)

14
12
10

6Exercice :représenter Cf au
voisinage de a lorsque
f est continue en a,
lim 7(x) = 4o et
x—a

lim 7(x) = 2.
x—at

¢ Attention aux fausses tangentes verticales obtenues lorsque la continuité n’est pas vérifiée

5

Fausse tangente verticale pour une
fonction discontinue — GeoGebra



https://www.geogebra.org/m/dxsve9ja
https://www.geogebra.org/m/mgt7gcp7
https://www.geogebra.org/m/mgt7gcp7
https://www.geogebra.org/m/d9pamt2e

Théoreme : Si f est dérivable en a alors f est continue en a. Si f est dérivable sur [ alors f est continue sur I.
Conséquence: Dy < D. c Dy
=

N 5 N~
domaine domaine domaine
de de de
défintion continuite défintion
de f' de f de f

Attention , la réciproque est fausse. Donner une fonction qui est continue en un point mais pas dérivable en ce point.

Théoréme (admis pour le moment) . Soit I un_intervalle non réduit a un point et a un point de I.

e Sif est continue en a et dérivable au moins sur I\{a} et ;Ci_r%f’(x) = L alors lim% = L et par suite,
x—a -
X¥a

si L est un réel alors f est dérivable en a et f’(a) = L et f’ est continue en a , mais
si L = +oo alors f n’est pas dérivable en a et Cf a une tangente verticale au point A(a, f(a)).

e Sif est continue en a et dérivable au moins sur I N]a, +o[ g-=,apet lim f'(x) = Lalors lim ARG — v
x—at(a”) x—at(a~) x—a

10

lllustration : D’apres le théoréme, si f est continue en a et dérivable autour de a, |la tangente a Cf au point A est la position

limite des tangentes a Cf aux points M(x, f(x)) quand x tend vers a (c’est-a-dire quand M se rapproche de A en suivant Cf)
En effet, si L est unréel alors quand M tend vers A, les pentes f’(x) des tangentes a Cf en M tendant vers L qui sera donc f’(a) et par suite ces tangentes en
M vont tendre vers la droite passant par A et dirigée par L = f’(a). Si par contre L = too alors quand M tend vers A, les pentes f’(x) des tangentes a

Cf en M tendant vers + et par suite ces tangentes en M vont tendre vers la droite verticale passant par A . https://www.geogebra.org/m/d9pamt2e

(afficher p, masquer g et faire bouger b -qui joue le réle de x- et le faire tendre vers a).

A/ Exemple : Montrons que la fonction valeur absolue f: (x = |x|) est dérivable sur R*mais n’est pas dérivable en 0.

/\Q

En effet, soit a € R**.Vx €] 5 3—a[ |x] = x donclx| 12l _ 1 et lim l);l Lal 1 .Donc f est dérivable en a et f'(a) = 1.
x—a -
Soita € R™. Vx €] —,—, [, |x| —x don M _x—(_a) == _qet par suite, lim —— lxllal _ —1.Donc f est dérivable en a et f'(a) = —1.
2 2 —-a x—a x—a x—-a X—a

J’en conclus que f est dérivable sur R* et Vx > 0,f'(x) =1let Vx <0, f'(x) = —1.Dong, 11m fl(x) =1et lim_f’(x) = —1.Comme fest continueen0, le

- _ 1 et l f(x) f(O) f() f()
x-0

théoréme 9 assure que lirg)l+ —1.Jen déduis que —————n’a pas de limite en 0 et ainsi, f n’est pas dérivable en 0.
x>

ATTENTION : 1) Si les limites de f’ en a, nien a™, nien a~ n’existent pas alors le théoréme ne permet pas de conclure sur la
o leg s , . s . pes 2 . , . . . x)—fla
dérivabilité de f en a. Pour étudier la dérivabilité de f en q, il faut alors étudier la limite en a de %
2x—1six <0
2) La continuité en a est essentielle. Sans cette continuité, la propriété est fausse .Exemple: f(x) ={ 10six =0 .f n’estpas
2x+4six>0
continue en O (car ligr(l)f(x) = 4 # 10) donc pas dérivable en 0 . Mais f est dérivable sur R* et Vx # 0, f'(x) = 2 .Donc lin(l) f'(x)=2.
X P and

A

Théoreme Soit D un sous-ensemble de R, u et v deux fonctions définies sur D.

1) Si u et v sont continues sur D et k est une constante réelle alors k.u,u + v, u X v sont continues sur D.

2) Si u et v sont continues sur D et u ne s' annule pas sur D alors 1/u et v/ u sont continues sur D.

3) Si u est continue sur D et v est continue sur E et Vx € D, u(x) € E alorsvou: (x = v(u(x))) est continue sur D.

44

Conséquence : si f n’est pas définie par morceaux et que I'expression de f n’est constituée que de fonctions continues partout
sur leur propre domaine de définitionl alors f est continue sur son propre domaine de définition .

Itoutes les fonctions usuelles sauf la partie entiére.

15

Théoreme Soit D un sous-ensemble de R, u et v deux fonctions définies sur D.
1) Si u et v sont dérivables sur D et k est une constante (en x) réelle alors k.u ,u + v ,u X v sont dérivables sur D et Vx € D,
(kuw)x) =ku(x)
(u+v) =v'(x) +v'(x)
(uxv)(x) =) Xxvlx) +ulkx) xXv'x).
2) Si u et v sont dérivables sur D et u ne s' annule pas sur D alors 1/u et v/ u sont dérivables sur D et Vx € D,
1\’ —u'(x v\’ v Cu)-vx)u' (x
B @=gan et (}) ="
3) Siu est dérivable sur D et v est dérivable sur E et Vx € D,u(x) € E alorsvou: (x = v(u(x))) est dérivable sur D et

Vx €D, (wou) (x) =u'(x) X v’(u(x)) =u'(x) X (' o u)(x). v

16

Conséquence : si f n’est pas définie par morceaux et que I'expression de f n’est constituée que de fonctions dérivables partout

sur leur propre domaine de définitionl alors f est dérivable sur son propre domaine de définition .
.toutes les fonctions usuelles sauf les racines niémes réelles, Arcsin, Arccos, Arctan et valeur absolue.

N+

Exercice : Choisir et appliquer la bonne formule pour calculer f’'(x) lorsque : 1. f(x) = 2cos(x) 2. f(x) = ﬁ 3. f(x) =5— 7 4. f(x) = M
5 f(x) = ;T;Z; 6. f(x) = Yxe* 7.f(x) = cos(In(x)) 8. f(x) = ln(v3x - 1) 9.f(x) = Vi—x+3x2 10. f(x) = 2sin (x)tan (ln(x)).



https://www.geogebra.org/m/d9pamt2e

A3

CONTINUITE ET DERIVATION DES FONCTIONS USUELLES

polynomiale

Fonction Domaine de Domaine de Domaine de Fonction dérivée Limites usuelles par
définition continuité dérivabilité taux d’accroissement
Constante R R R 0
In (x) R** R** R** . In(x)
— IIH} 1 =
X X —
lim 20O _oub >0
x X X _1
€ R R R e lim e—— = 1
x-0 X »
Iy =gt
—gi cos -1
cos (x) R R R sin (x) im (0-1_ .
X X
@@ __ e
x-a xX—a -
sin (x) R R R cos (x) 1 ™) _ a
x20 X
im SO =S @ oy
x=a X—a
i T T t
tan (x) R\G +kn/keZ} | R\G+kn/keZ} | R\G+kn/ke€Z} | 14 pan?(x) = — T l6D)
cos (x) tan’(cx_)?tan (Jz(i)
lim—=——==1+ tan’a
v oua € Digy
n n-1 n_aqn
x™ tqn € N\{0} R R R nx lim =% 1
x—a X —Qa
x " tqn € N\{0} R* R* R —nx "1 lim e e
x-a X —a
1 s + +x -
_ = R R R T 1T1, 1T 1| ri-+va 1 _
\/??—xz ﬂzzxz =Ex2 )151% P —2\/_51a>0
n—- _ R* sin pair,n > 2 R* sin pair,n > 2 R*™ si n pair,n = 2 1 1_, _ Nx=Va 1 1,
\/E_xn tanN\ R si n impair,n = 2 R si n impair,n = 2 R* si n impair,n = 2 Ex(n ) )lcT}z x—a n
{0,1} sia € Df’
x* aveca € Q\N, Df Df\{0} ax®t tim *e = 2% _ et
constante v x>a x—h
sib € Df'
x| R R R* { 1six>0
—1six<0
|x] R R\Z R\Z 0
Arcsin(x) [-1,1] [—1,1] 1-11] 1
1— x2
Arccos(x) [-1,1] [—1,1] 1-11] -1
Vv 1-— xz v
Arctan(x) R R R 1
1+ x2
v
ch(x) R R R sh(x)
1
=5 (e*+e™)
sh(x) R R R ch(x)
=-(e*—e™)
x% = galn (@) R** Rt* R** ax® ! lim X —b® = a b1
Ou a constante x=b X —
. oub € R*.
réelle
Yheo arx® R R R Yo kagx
ol ay,..,a,
constantes
Fonction




v(ax + b)
oluaeth
constantes réelles.

sin(u(x))

cos (u(x))

tan (u(x))

lu(x)l

u(x)*

1 p—
u()"

Vu@) =

u(x)”
ou a constante

In(lu(x)])

exp(u(x)) = e*®

ch(u(x))

sh(u(x))

Arcsin(u(x))

Arccos(u(x))

Arctan(u(x))

Exemples :
1)  Soit f: (x = Ve* — 4 ). Etudions la dérivabilité de f et calculons le cas échéant f'(x).
e Df? f(x)existe @ e*—420oe* 24 x21In(4) =2In(2).Donc Df = [2In(2), +oo].
. D.? f est continue sur Df puisque I'expression de f n’est constituée que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition.
. Dy, ? Dans I'expression de f, seule la fonction racine carrée n’est pas dérivable sur son propre domaine de définition. La fonction racine carrée n’est
dérivable que sur R**(= E). Cherchons donc le domaine D de Df tel que Vx € D,e* — 4 € R**. Or, e* > 4 & x > 21In(2). Donc Vx €

121In(2), +oo[, u(x) = e* — 4 € R*™™. Et par suite, f est dérivable au moins sur ]2In(2), +oo[. Et Vx €]21In(2) , +oo[, f'(x) = u'(x) X 2 __

2uCx)  2Ve*—2
Etude de la dérivabilité de f en 21In(2) : il s’agit d’étudier I'existence et la valeur de lim f@)-f(2In(z))

x-2In(2) x-2In(2)
f()-f(2In(2))
x—21n(2)
f)-f2In(2)) _ Ve*—a _ Ve*—a e¥-4 1 e¥-—2@ li 1
x—2In(2)  x-2In(2)  e*-4 x-2In(2) Ve -4 x—2In(2) or, x-»zllry{l(z) Ve*—2

ex

1¢ méthode : Revenons a la définition , étudions la limite de quand x - 21n(2).

Vx €]21In(2),+oo],

= +o00. Et, comme la fonction exponentielle est dérivable en

21n(2), xelzilrr?(z) %;12;) = exp'(2In(2)) = e?"® = 4. Et par conséquent, x_)lzilrgl(z) %j}gz)) =+
2°me méthode : f étant continue en 21n(2) et dérivable au moins sur ]21n(2) , +oo[, je peux utiliser le théoréme 9 : j’étudie donc la limite de f'(x) = %
quand x = 2In(2).0r, lim == +o00. Donc le théoréme assure que  lim f-f@n2) _ +o0
x-2In (2) 2Ve¥~4 x-2In(2) x-2In(2)
j’en conclus que f n’est pas dérivable a 21n(2) et Cf a une tangente verticale en A(21n(2),0). Et ainsi, Dy, =]2In(2),+oo[ et Et Vx € Dy, f'(x) = 2%.

cos(x)—-1

2) Soitf: (x - { e =1 ) Etudions la dérivabilité de f et calculons le cas échéant f'(x).
Osix=#0
f est une fonction définie par morceaux. Df = R. Posons g(x) = Cos(xﬁ Dg = R* et f et g coincident (sont égales) sur R". Par conséquent, f et g

coincident sur un voisinage de chaque réel non nul. Comme g n’est constituée que de fonctions continues et dérivables sur leur propre domaine de définition, g
est continue et dérivable sur Dg = R*. Soit un réel a non nul. Comme f et g coincident sur un voisinage de a et par conséquent, sur ce voisinage, f(x) =
f@-f@) _ g®-g(@ f&O-f@ _ lim 9(x)-g(a)

x—a x—a x—a x-»a X-a
—asin(a)—cos(a)+1
2

glx) et et par suite, lim f(x) =lim g(x) = g(a) = f(a) et lim =g'(a) € R donc f est dérivable en a et f’(a) =
x—-a x—-a x—-a

T . - . . . o —xsin(x)— +1
g'(a) = " . Ainsi, je peux conclure que f est continue et dérivable au moins sur R*et Vx € R*, f'(x) = M




20

AN

N

20

Continuité en 0 ? Je vois que cost)-1 _ Cos(xiizos © Comme cos est dérivable en 0, lim% =cos'(0) = —sin(0) = 0 = f(0). Donc f est continue en 0.
- x-0
cos(x)-1 —
Dérivabilité en 0 ? Vx # 0, f(x)ig(o) = ; = Cosix) 1 Nous avons montré dans le TD 3 que llmcosi# =- %.]'en conclus que f est dérivable en 0 et
- x-0
—xsin(x)—cos(x)+1 six#0
f'(0) =- 2 Ainsi f est dérivable sur R et Vx € R*, f’(x) = xz
2 —= 51 x=0
3/9sin(x)—1+In(Z)-2
3) Calculons lim min(”) ]
x>k 2x-T
i fosinm-i-zex _ F-1(E) _ 17e-1(%)
_3 : — 2x\ T . T\ _ 9sin(x)-1-2em _ JX)-f\5) 1775
Posons f(x) =3/9 51;1((;)6) 1+1In (n()) 2.Je remarque que f (2) existe, f (2) =0 et P~ = Z(x_g) =3 (x_g) X
h(x

Dans I'expression de f, seule la fonction In n’est pas définie sur R mais uniquement sur R**et seule la fonction /. n’est pas dérivable sur tout son domaine de
définition mais uniqguement en tout point de R*.

2
D’une part, Vx E]— —[ =X > 0 donc h et, par suite, f sont définies sur ]— —[ h est dérivable au moins sur ] - —[ et Vx E]— —[ W) =4%= i
D’autre part, Vx E]—,—[, sin(x) E]—,l] donc u(x) =9sin(x) — 1 E]— 8] c R*. Par conséquent, g et donc f sont dérivables au moins sur]g 5:’T[,et par

conséquent en —(pwsque— ]E 5—"[) Et, Vx E]E 5—n[ gx)=u (X)[ (u(x)) ] = 9C05(X) (9 sin(x) — 1)3 = 3cos(x) ,/m

5 - 1 - , 3 . 12, s
Donc, Vx e]f —"[ f'(x) = 3cos(x) 3/ (9 sin(x) — 1)2 +o Alors, en particulier, f (g) = 3cos (g) (9 sin (g) - 1) + ? = ;.J en déduis que
f(x)—f(;)

) 2 L. . 3/9 sin(x)—1+ln(2;x)—2 1
lim 2> = —. Et enfin, je peux conclure que : lim ———&— =~
ot (x-5) ™ P 2x-1 n
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APPLICATION DE LA CONTINUITE ET DE LA DERIVATION AUX VARIATIONS DES FONCTIONS DERIVABLES

La tangente a Cf au point A4 est la droite la plus proche de Cf au voisinage de 4, la courbe Cf vient se confondre avec cette
tangente au voisinage de A. La tangente va donc indiquer la direction de Cfet par suite les variations de f au voisinage 4 : si sa
pente f’(a) est positive (resp. négative), la fonction est croissante (resp. décroissante) au voisinage de a. Plus précisément,

Théoréme (admis pour le moment) :

e Sif est dérivable sur_lintervalle I et f' est positive (resp. néagative) sur [ alors f est croissante (resp. décroissante))sur I.

e Sif est continue sur l'intervalle I et dérivable au moins surl I'intérieur de [ et f’ est positive (resp. négative) sur I alors f est
croissante (resp. décroissante) sur I.

e Sif est dérivable sur l'intervalle I et f' est positive (resp. négative) sur I et ne s’annule qu’en des points isolés alors f est
strictement croissante (resp. décroissante) sur I. o

e Si f est continue sur l'intervalle I et dérivable au moins surl I'intérieur de [ et f' est positive (resp. négative) surI alors f est
croissante (resp. décroissante) sur I.

e Sif est dérivable sur l'intervalle I et f' est nulle sur I alors ]zest constante sur .

0
e Sif est continue sur lintervalle I et dérivable au moins sur I'intérieur de I et f' est nulle sur I alors f est constante sur I.

ATTENTION il faut travailler sur un intervalle. Trouver une fonction usuelle f dont la dérivée est négative sur Df mais qui n’est
pas décroissante sur Df.

Conséquence : Soit f et g deux fonctions définies et continue sur un méme intervalle I et dérivable sur I'intérieur de cet
intervalle. SiVx € I, f'(x) = g'(x) alors il existe une constante réelle ¢ telle que : Vx € I, f(x) = g(x) + c.

Exemple : Montrons que f et g définies par: f(x) = Arcsm(\/—) et g(x) = —Arctan 2 ont la méme dérivée sur 10,1[. Qu’en déduit-on ?

vx €]0,1[,vx €]0,1[c][—1,1], donc f(x) existe. De plus, u: (x - \/—) est dérivable sur ]R** donc sur]0,1[ et Vx €]0,1[,v/x €]0,1[c] — 1,1[. Comme Arcsin

est dérivable sur | — 1,1[, par composition, f est dérivable sur |0, 1[

Et Vx €]0,1[, f'(x) = u'(x)Arcsin’ (u(x)) = L =L

FW_\F

Vx E]O,l[,l_Tx € R** donc g(x) existe. De plus, u: (x = \/E) est dérivable sur R** donc t: (x— /PTX) est dérivable sur]0,1[ et par suite, g est dérivable sur

10,1[. Et vx €]0,1[, g'(x) = —t'(x)Arctan’(t(x)) = mlalc)

1+t(x)?
_1-x — o s'(x) _1x 1 ’ — 2 _21 3
Et en posant s(x) = —t (x) =s"(u’ (s(x)) oG avee s(x) = —=x ldoncs'(x) = —x"2= = Par conséquent,
car x>0

o) = 3; et 1-x>0 4 1

T = 2x2y1=x  2xyxyi-x

1 1 1 1 1 1

Par suite, g (x) —t'(x) x —— 1+[(X)2 VA XA = PN X g = z\/‘ﬁ Ainsi, Vx €]0,1[, f'(x) = g'(x).Comme nous travaillons sur I'intervalle

10,1, j’en déduis qu'’il existe une constante c réelle telle que Vx €]0,1[, f (x) = g(x) + c. En particulier, c = f G) -g G) = Arcsin (\E) + Arctan(\/T).
i 1) = in (L) = 1'uni 4 _rr i i_r

Or, Arcsin <\E) = Arcsin (ﬁ) = l'unique réel de [ 2 2] dans le sinus vaut N

Et, Arctan(ﬁ) = Arctan(1) = l'unique réel de ]—g,g[ dans la tangente vaut 1 = %.

Ainsi, ¢ = get finalement, Vx €]0,1[, f(x) = g(x) +g i.e. vx €]0,1[, Arcsin(vx) :% — Arctan ’t—x




29 Pour s’entrainer pendant les vacances :
Ex 1: Donner le domaine de définition Df et I'expression de la dérivée de chacune des fonctions f suivantes en expliquant quelles formules
vous appliquez et sur quel domaine D vous avez le droit de I'appliquer . Pour chacune des fonctions suivantes, donner I'équation de la
tangente en a et étudier la dérivabilité.en b.

1. fx) = m h=2 7. fo) = e@’ a=bh :% 12. f(x) = Arcsin(1 —12x) ,b=1

2. f(x)= x—72 — 10 ex1 8 f(x)= 1::/(;) — tan G) 13. f(x) = Arccos (W)

3. f()= xe(ﬁ) 9. F(x) = sin () 14. f(x) = Arctan G) + Arctan(x)

4. f)=In(1+Vx>+4),a=0 10. f(x) =In (In(In(x))) 15. f(x) = Arcsin (%),b =-1.

5 f() =x{y2—cos*(x),a=m 11. fx)=5+In (;) ‘;‘2 —23x +2 16. f(x) = Arctan(sin (x)) — Arcsin(tan (x))
6. f(x)= (caTlx)-{-S)ﬁ =0=

Ex 2 Déterminer les limites suivantes :

x_ 2022 _ 2_ 2 g1
1 lir% e . 1 5 lil‘rix — 1 8. ll%w{w 11 1 cos(;x)
x— x— - x— . . 1
Y - F-2 P ER-2 x=1emn
T oxo1 x-1 6. lim—= 9. lim———— 12. lim
. x4 x°—16 x—4 VEX-2 " oxo1 Vx-1
3. limTCOS (;C) 7 lim eV _g 10. li e*—1 13 sin (x)
Xt x-= -om— ' x>0tan (x) © x50 Arcsin(x)
4.  lim 2™an (27"x)
n—-+oo
. eXy1-x2-1 P . L
Ex 3 Calculer lim————— et en déduire lim exVx2—1—x.
X-0 xX—+00
Vxsix €[0,1]
E i ion ré . —Jax?+bx+1six €]1,2]
x 4 Soit f la fonction réelle définie par : f(x) = el
x3+3x2-16x+12 .
— o, Six> 2
1. Déterminer une relation entre a et b pour que : f soit continueen 1.
Désormais a et b vérifie cette relation.
2. Déterminera et b pour que f soit dérivable en 1. Désormais a et b prennent ces valeurs.
3. f est-elle continue ? dérivable en 2 ?
4. Endéduire Df' et 'expression de f’(x).
. . 1) _ 1
Ex 5 Montrer que pour tout réel x > 0, Arcsin (ﬁ) = Arctan (ﬁ)
Ex 6 Chercher une primitive des fonctions suivantes (on ne cherchera aucun domaine ) : PR
5. 7 1 1 In (x) )
1. f(x) =T7e>* —4\/} 7. f(x) = ;4_()(_3)2 13. f(x) = — . u(x)
1 — —_ integre
2. f= e 8. fG) =1 14. f(x) = cos (x)sin (x)" =l
3. f@ =1 9. f(x)=(1—2x)"ouneN 15 f() =tan (1) ¥ @) ()"
4. f(x) = cos (1 - 3x) 10. f(x) = ¥x—5oun € N\{0,1} 16. f() = mydrctan(x)| | awcazol
5. f(x) = sin(x) e®s® 11 Fx) = — intigre (u:?)l N
6. f(x)= xin oun € N* -3

12. f(x) =

xin(x)



