Corrigé du DL 11.

Limite de (57— )ns1-

A. Premiére méthode par les polyndmes
Soit n un entier strictement positif et P, = %[(X + )2 — (X — )2
1. Montrer que P, appartient a R [X]. Préciser le terme dominant de P,.

2. Montrer que P, est scindé sur R (dans R [X]) et déterminer sa forme scindée.
3. Montrer qu’il existe un polynéme @Q,, de R[X] tel que P,(X) = Q,,(X?).
4. Factoriser Q,, sous forme scindée dans R [X].
5. Calculer 0 S, = ¥, cotan® (=Z) et T, = ¥ —m .

alculer les sommes : S, = Y.¢-; cotan (2n+ ) et T, k_lsinz(%)

) 2 1

6. Prouver linégalité suivante : ZVx E]O [ cotan®(x) <x2 S

En déduire hm Zk=1§=%.
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J'en déduis que B, est a coefficients réels (et méme entiers) et deg B, = 2n et codom(B,) = (

9. Soit z un nombre complexe.

_ N2n+1 _ \2n+1 (z+i)2nt1 _ z+i ntl _ z+i : eme ’ Py
P(z2)=0= (z+1) = (z i) S e = le — =le —, estracine (2n + 1)°™e de l'unité

2n+1

) )=2n+1.
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< 3k € [0,2n], Z—H = e?m+1 < Ik € [0,2n], z(l —e 2n+1> = (—i) (1 + eZLﬁ)

= 3k € [1,2n], z (1 —e 2n+1> = (=) (1 +e 2n+1>
e
car l'égalité
est impossible
pour k=0
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< 3k e1,2n],z = — =
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e
)e 2n+1

Or, Vk € [1,2n], k—" € 10, n[\{z} De plus, tan est injective sur |0, n[\{E} (puisque strictement croissante et positive sur

tan(2n+1)

donc 2n racines distinctes de B,. Comme deg(P,) = 2n, ces racines sont toutes simples dans B, et P, est scindée sur

R:P, = (2n+ D2, (X

]0 [et strlctement crmssante et négative sur] ,[). Donc, les réels tq € [1,2n] sont tous distincts et sont

1

()
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10. By = Zeo (5 4 1) COPXPOP =52, (501 1) (CLPOO)P = @, () avee @00 =
2n+1
n (_1)p (n-p)
p=o0 (1) (2p+1)X :
an—p

z?racinede Q, & Q,(z) =0 = P,(z2) =0 = 3k € [1,2n],z = = Donc les réels u, = L
an(2n+1) tan 2’;%
[1,2n] sont racines de Q,,. Ces racines ne peuvent pas étre distinctes car deg(Q,) = n donc Q,, a au plus n racines
distinctes.
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Mais ! = = = L .Doncu, = JUy = 1 ey U =
tan((2n+1_k)n)2 tan(n+(_k)n)2 tan((_k)n) ( tan(zﬁﬂ))z tan( km )2 Uq Uon, Uy Uzn-1 Up—1

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

> telsque k €

Uzn—(n—1)- D€ plus, tan est strictement croissante et positive sur ]0 [et vk € [1, n]] T € ]0 [ Donc les réels u;, =

s tels que k € [1,n] sont distinctes. Ainsi les réels u;, = > tels que k € [[1, n] sont n racines distinctes de

an(z) tan(zi)

Q,,. Comme deg(Q,,) = n,les réelsﬁ tels que k € [1,n] sont les seules racines de Q,, et sont toutes simples
tan

2n+1

dans Q. Enfin, codom(Q,,) = codom(B,) = 2n+ 1. Ainsi, @, = 2n + 1) [[F-; (X = j)

(et
2n+1
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1. S, = Y-, cotan (2n+1 somme des racines de Q, = - (_1)0(2n1+1) P p—v)
ou
2n+1
an-p=(-1) (2p+1)
coeff. de Qn
n(2n-1)
3 . k k k
. [ [ y[3
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. cos?(x) 2 2 2 i
. =. — = < < = <x< .
12. Soitx € ]0, 2[ pryon e szx sin?(x) < x tan®(x) S sin(x) < x < tan(x)

carsin(x)=0
et tan (x)20

Or, sin est concave sur ]Og[ et tan est convexe sur ]0,%[(car VX € ]0,%[,sin”(x) = —sin(x) < 0 et tan”(x) =

2(1 + tanz(x)) tan(x) > 0). Donc sur ]0 E[ la courbe de sin est en-dessous de sa tangente en 0 et la courbe de tan
cos?(x)

T = cotan®(x) < 5 <

est au-dessus de sa tangente en 0. Ainsi, car Vx € ]0 [ sin(x) < x < tan(x)et flnalement
1

sin2x’
k 1 1
13. Soit n € N*. D’aprés ce qui précéde, comme Vk € [1, n]] E]O [ cotan? (anl) S—Y——=<—FTmy
Gog) s (2n+1)
T 1 1 . (2n+1)? 1 n(2n-1)m? 1
<y ——— <y < =< —— =<
Alors, ¥7_, cotan? (2 +1) k=172 S kzlsinz( ,m)l.e. Th<—3 Yro1 172 < Sn- Ainsi, s = Zk=172 <
(zn+1) 2n+1
2n(n+1)m?
3(2n+1)?
n(2n-1)n? 2n2n? _ 2 2n(n+1)m? 2n?m? _ m? . .
Or,, D2 T 3ans 6 S aenin? Tt sant 6 Dong, les deux suites qui encadrent Y3 _, 2tendant vers la
2 2
A S ) - n 1 _ 7w
méme limite . .J’en conclus que nllrfw Yr=1 =z

B. Deuxieme méthode par Uintégration
On pose S,, = chl:l%
1. Justifier que la suite (S,,) converge.
2. Prouver que si f est une fonction réelle de classe C'sur [a, b] alors nlirlqm f:f(x) sin(nx)dx =0

3. Montrer que: @: (t {sm ® it €lo, ]
1sit=0
Trouver une fonction polynomiale h de degré 2 et telle que h(0) = 0 et Vn € N*, f: h(t) cos(nt) dt = %
t2

Soitn € N. Montrer que : Vt € [0, 7], h(t) X}, cos(kt) = (i = 1) @ (é) sin (2n2+1 t) —= (— - t)

2 \2m

s Q
> est de classe C? sur [O’E]’ on donnera une expression @' .

En déduire que : S, = 2 f(? (% - 1) ) sin((2n + Du) du — ; fon (% - t) dt.

1 2
En déduire que lim Y%_,—==—.
g n—>+oozk_1 k2 6

S O

1. vn>0, Sn+1 -S, = ni > 0. Donc la suite S est croissante. De plus, Vk € I\I\{O,l},kl—2 < (k—ll)k = ﬁ — %

=1- % Donc S, <2 — % < 2. Donc la suite S est majorée. J’en conclus que S est

Donc, Vn > 1,3k, < TP zk 1

convergente.
2. Soit f estune fonction de classe C'sur [a, b]. Soit n entier natruel non nul.

o fab f(x)sin(nx) dx = [f(x) %(nx)]b - fabf’(x) %(nx) dx = %f(a) cos(na) — %f(b) cos(nb) + % fabf’(x) cos (nx)dx
((cos(na)) ey est bornée donc, ((f(a)cos(na))neN est bornée De méme ((f (b)cos(nb)) ey est bornée. De plus,
lim l = 0.J'en déduis que llm f(a) cos(na) = 0 et llm f(b) cos(nb) =0

|fa f (X) cos (nx)dx| = fa |f (x)COS (nx)| dx. Or |f" (X)COS (mx)| = If')lcos (nx)| < [f' ()]
Donc f;lf’(x)cos (nx)| dx < f:lf’(x)l dx et aisni |f;f’(x) cos (nx)dx | < f:lf’(x)l dx .Donc
réem(en

(f:f’(x) cos (nx)dx) est bornée. Et par conséquent, lim lfb f'(x) cos (nx)dx = 0.
nen no+oon @

Tk

J’en conclus que lirP f:f(x) sin(nx) dx = 0.
n—-+oo
3. Appliquons le théoréme de caractérisation d’une fonction C*définie par morceaux.

Posons g(t) = Sint(t)
T

sin(t)—tcos(t)
Etvt €]0, ] g'@® = T en@? De plus, 11m (t)

.gestClsur]0 ,g] car (t » t)et(t » sin (t)) sont de classe C!sur]0 ,g] et sin ne s’annule pas sur

t3 3
- t+7+00(t )

=letg'(t)~, s

t3
3 td . '
~q2~,-donc, limg'(t) = 0.
£2 Otz 03 ,t—>0g()



. sin(t)—tcos(t) A E]O E]
Le critere de classe C! assure alors que @ est de classe C* sur [0, ;] eto'(t) = { sin (t)? T2 .
O0sit=0

4. Je cherche une fonction polynomiale h de degré 2 et telle que h(0) = 0 et Vn € N*, fon h(t) cos(nt) dt = % .
Je cherche donc deux réels a et b tels que Vn € N*, fon(at2 + bt) cos(nt) dt = %

Soitn € N*. fon(at2 + bt) cos(nt) dt = E (at? + bt) sin(nt)]z - %f:(Zat + b) sin(nt) dt

=0

= —%{[(Zat +b) (—%) cos(nt)]n + %J:Za cos(nt) dt}

0
s ) (=) 0 ] Prancuo)]

= ((2am + b)(=1)" — b) iz

Or, -5 = ((2am +b)(-=1)" = b) 15 &= (2am + b)(=1)" - b=1<={2a”+b=0<={a=i

b=—
Ainsi, Vn € N*, fon (ﬁ t? — t) cos(nt) dt = ni et h:(t— %tz — t) convient.

2

5. Soitn € N. Soitt €]0, r].
h(t) Tty cos(kt) = (5=t? — t) Th_y Re(e™) = (52 — t) Re(Tf_y ™).

m
ityn_q . int_q . 2isin(H)ez | sin(%) mn
Or Dfu e = Boy(e) = o o e BB o ) ()
car te]o,m]. e e ZLsm(t)eZ

donc elt#1
n_jetkt = S:;—(g))[cos ((nTH) t) + isin( n—+1 t)] :
. %t) cos((nTH)t) —y (Lt _ 1)%[Sin((n+%)t)—sin(£)]

Donc, h(t) X=, cos(kt) = (i t?— t) u t (it - 1) ol sin(3)

o)
RO By costk) =L (2¢ — 1) [w_ 1] - (e )sn((n+)e) - (Ee )
Ainsi, h(t) Y}_, cos(kt) = (L - 1) 1) (5) sin (2"“ t) _1 (ﬁ _ t).

sin(=
2

2

Pourt =0, h(0) Y %_,cos(k0) =0 = (_ _ 1) (pz(o)sln Eﬁo) %(; - 0).
Ainsi, Vt € [0,7], h(t) XR-; cos(kt) = (5 = 1) ® (}) sin (? t) _%(g a t)'

6. Sp=Yiag=Yr.y h®)costkt)dt = [ ¥R, h(t) cos(kt) dt
ltnéa;?téde
' opérateur
intégral

52~ (= 1) (9o (22) (5 e = [ (5=1)e(Dsn (22 7 (S )

Sp = 22 (— - 1) e) sin((2n + Du) du — —f (— - t) dt .
e
2
dans la 1ére
inétgrale
7. Posons], = [2 (% - 1) @(u) sin(nu) du.

6(w)
La fonction 8 , étant le produit de deux fonctions de classe C! sur [0,%], est de classe C! sur [0%] Alors la question
permet de conclure que lirP Jn = 1ir+n f: 6 (uw) sin(nu) du = 0. Par conséquent, lir+n Jans1 = 0 puisque (Jo41) est
n—-+oo n—-+oo n—+oo
extraite de (J,).

, - . 1w (P Y G Y L 2
Jendedwsquenl_lleSn——EfO (——t)dt———[———]o———[——7 Ainsi, lim S, n =g
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