
SUP PCSI 2023-2024  

Corrigé DL 11 

Partie 1 Pour vendredi 29 mars 2024  
Exercice  

1. Montrer que 𝑓 : ℝ4 → ℝ4 définie par :  𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)) = (𝑥 − 𝑦 + 𝑡, 𝑧 − 2𝑥, 𝑧 + 2𝑦 − 𝑡, 𝑡 + 𝑦) est bijective et donner 

une expression de 𝑓−1. 

2. Déduire du calcul précédent l’inversibilité et l’inverse de la matrice 𝑀 = (

1
−1
0
1

  

−2
0
1
0

  

0
2
1
−1

  

0
1
0
1

) ?  

 

Soit (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ ℝ4. Cherchons tous les antécédents de (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) par 𝑓 i.e. tous les (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4tels que :  

𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)) = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 

𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)) = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ⟺ (𝑥 − 𝑦 + 𝑡, 𝑧 − 2𝑥, 𝑧 + 2𝑦 − 𝑡, 𝑡 + 𝑦) = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ⟺ (𝑆): {

𝑥 − 𝑦 + 𝑡 = 𝑎
𝑧 − 2𝑥 = 𝑏

𝑧 + 2𝑦 − 𝑡 = 𝑐
𝑡 + 𝑦 = 𝑑

.  

 

⟺ {

𝑥 − 𝑦 + 𝑡 = 𝑎
𝑧 = 𝑏 + 2𝑥

𝑧 + 2𝑦 − 𝑡 = 𝑐
𝑡 = 𝑑 − 𝑦

⟺⏟
𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛

{

𝑥 − 𝑦 + 𝑑 − 𝑦 = 𝑎
𝑧 = 𝑏 + 2𝑥

𝑏 + 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑑 + 𝑦 = 𝑐
𝑡 = 𝑑 − 𝑦

⟺⏟
é𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒𝑠

{

𝑥 − 2𝑦 + 𝑑 = 𝑎
2𝑥 + 3𝑦 = 𝑐 + 𝑑 − 𝑏

𝑧 = 𝑏 + 2𝑥
𝑡 = 𝑑 − 𝑦

⟺

{

𝑥 − 2𝑦 = 𝑎 − 𝑑
2𝑥 + 3𝑦 = 𝑐 + 𝑑 − 𝑏

𝑧 = 𝑏 + 2𝑥
𝑡 = 𝑑 − 𝑦

⟺⏟
𝐿1←2𝐿1−𝐿2
𝐿2←3𝐿1+2𝐿2

{

−7𝑦 = 2𝑎 − 2𝑑 − 𝑐 − 𝑑 + 𝑏 = 2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 3𝑑
7𝑥 = 2𝑐 + 2𝑑 − 2𝑏 + 3𝑎 − 3𝑑 = 3𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 − 𝑑

𝑧 = 𝑏 + 2𝑥
𝑡 = 𝑑 − 𝑦

⟺

{
 
 

 
 𝑦 = −

1

7
[2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 3𝑑]

𝑥 =
1

7
[3𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 − 𝑑]

𝑧 = 𝑏 +
2

7
[3𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 − 𝑑] =

1

7
[6𝑎 + 3𝑏 + 4𝑐 − 2𝑑]

𝑡 = 𝑑 +
1

7
[2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 3𝑑] =

1

7
[2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 4𝑑]

.  

Donc il existe un unique quadruplet (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) qui vérifie 𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)) = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ; cet unique antécédent de  (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) est 

(
1

7
[3𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 − 𝑑],−

1

7
[2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 3𝑑],

1

7
[6𝑎 + 3𝑏 + 4𝑐 − 2𝑑],

1

7
[2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 4𝑑]).  

J’en déduis que 𝑓 est bijective de ℝ4 sur ℝ4 et pour tout (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) dans ℝ4,  

 𝑓−1((𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)) = de (
1

7
[3𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 − 𝑑],−

1

7
[2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 3𝑑],

1

7
[6𝑎 + 3𝑏 + 4𝑐 − 2𝑑],

1

7
[2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 4𝑑]) 

 

On remarque que, en posant 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

)  𝑒𝑡 𝑋 = (

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

) , (𝑆) ⟺ 𝑀𝑇𝑋 = 𝑌. Autrement dit, (𝑆) est associé à 𝑀𝑇 . Comme (𝑆) admet 

un unique solution , (𝑆) est de Cramer et par conséquent 𝑀𝑇 est inversible. De plus, (𝑆) ⟺ (

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) =

1

7
(

3
−2
6
2

  

−2
−1
3
1

  

2
1
4
−1

  

−1
3
−2
4

)(

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

) ⟺ 𝑋 = (𝑀𝑇)−1𝑌 . Donc, (𝑀𝑇)−1 =
1

7
(

3
−2
6
2

  

−2
−1
3
1

  

2
1
4
−1

  

−1
3
−2
4

).  

 Le cours assure alors que 𝑀 = (𝑀𝑇)𝑇 est aussi inversible ( puisque la transposée d’une matrice inversible est inversible) et 

𝑀−1 = ((𝑀𝑇)−1)𝑇  =
1

7
(

3
−2
2
−1

  

−2
−1
1
3

  

6
3
4
−2

  

2
1
−1
4

). 

 

 

 

 

 

 

 



 

PROBLEME :  

Soit 𝐴 = (
−7 0 −8
4 1 4
4 0 5

).  

Partie 𝑰 Puissances et inverse de 𝑨 par trois méthodes ! 

1. On pose 𝑉 =
1

4
(𝐴 + 3𝐼). Calculer 𝑉² et en déduire 𝑉𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

2. En déduire 𝐴𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. On donnera 𝐴𝑛 sous la forme d’une combinaison linéaire de 𝑉 et de 𝐼 puis sous la 

forme d’un tableau .  

3. Déterminer un polynôme annulateur de 𝐴. En déduire que 𝐴 est inversible et déterminer 𝐴−1.  

4. Retrouver à l’aide d’une division euclidienne bien choisie,  𝐴𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

5. Montrer que 𝑃 = (
−2 0 1
1 1 0
1 0 −1

) est inversible et déterminer 𝑃−1.  

6. Montrer que 𝑈 = 𝑃−1𝐴𝑃 est diagonale et déterminer sa diagonale.  

7. En déduire à nouveau 𝐴𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.  

8. Montrer que la formule précédente donnant 𝐴𝑛  pour 𝑛 ∈ ℕ est valable pour 𝑛 = −1.  

1.𝑉 =
1

4
(𝐴 + 3𝐼) =

1

4
(
−4 0 −8
4 4 4
4 0 8

) = (
−1 0 −2
1 1 1
1 0 2

).Donc, 𝑉2 = (
−1 0 −2
1 1 1
1 0 2

) = 𝐵. Donc  𝑉𝑛 = {
𝑉 𝑠𝑖 𝑛 ≥ 1
𝐼 𝑠𝑖 𝑛 = 0

. 

2. Alors 𝐴 = 4𝐵 − 3𝐼. Comme 𝐼 et 𝐵 commutent , 4𝐵 et −3𝐼 commutent et je peux appliquer la formule de binôme de Newton :  

𝐴𝑛 = (4𝑉 − 3𝐼)𝑛 =∑ (
𝑛
𝑘
) (4𝑉)𝑘(−3𝐼)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

=∑(
𝑛
𝑘
)4𝑘(−3)𝑛−𝑘𝑉𝑘

𝑛

𝑘=0

=∑(
𝑛
𝑘
)4𝑘(−3)𝑛−𝑘𝑉 +

𝑛

𝑘=1

(
𝑛
0
)40(−3)𝑛𝐼

= [∑(
𝑛
𝑘
) 4𝑘(−3)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

]𝑉 + (−3)𝑛𝐼 =⏟
𝑑é𝑡𝑎𝑖𝑙𝑠 (∗∗)

(1 − (−3)𝑛 )𝑉 + (−3)𝑛𝐼 

(∗∗)∑ (
𝑛
𝑘
)4𝑘(−3)𝑛−𝑘𝑛

𝑘=1 = ∑ (
𝑛
𝑘
)4𝑘(−3)𝑛−𝑘𝑛

𝑘=0 − (−3)𝑛 = (4 − 3)𝑛 − −(−3)𝑛 = 1 − (−3)𝑛 .  

Donc, 𝐴𝑛 = (

−1 + 2(−3)𝑛 0 −2(1 − (−3)𝑛)

1 − (−3)𝑛 1 1 − (−3)𝑛

1 − (−3)𝑛 0 2 − (−3)𝑛
). OK pour 𝑛 = 0 et 𝑛 = 1.  

3. 𝐴2 = −8𝐵 + 9𝐼 =
−8

4
(𝐴 + 3𝐼) + 9𝐼 = −2𝐴 + 3𝐼. Donc 𝑃(𝑋) = 𝑋2 + 2𝑋 − 3 est annulateur de 𝐴.  

Alors, 
1

3
(𝐴2 + 2𝐴) = 𝐼  et ainsi, 

1

3
(𝐴 + 2𝐼)𝐴 = 𝐼  . Donc 𝐴 est inversible et 𝐴−1 =

1

3
(𝐴 + 2𝐼) =

1

3
(
−5 0 −8
4 3 4
4 0 7

).  

4.Déterminons le reste de la division euclidienne de 𝑋𝑛 par 𝑃. Il existe Q et R deux uniques polynômes tels que :  
𝑋𝑛=𝑃(𝑋)𝑄(𝑋) + 𝑅(𝑋)𝑒𝑡 deg(𝑅) < deg(𝑃) = 2. Donc 𝑅(𝑋) = 𝑎𝑋 + 𝑏 .  
𝑋𝑛 = 𝑃(𝑋)𝑄(𝑋) + 𝑎𝑋 + 𝑏 = (𝑋 − 1)(𝑋 + 3)𝑄(𝑋) + 𝑎𝑋 + 𝑏.  

Donc en évaluant en 1 et en -3, j’obtiens : {
1 = 𝑎 + 𝑏

(−3)𝑛 = −3𝑎 + 𝑏
. Donc : {

𝑎 =
1

4
[1 − (−3)𝑛]

𝑏 =
1

4
[3 + (−3)𝑛]

.  

Ainsi, 𝑋𝑛 = 𝑃(𝑋)𝑄(𝑋) + 
1

4
[1 − (−3)𝑛]𝑋 +

1

4
[3 + (−3)𝑛].  

Et par conséquent, 𝐴𝑛 = 𝑃(𝐴)⏟
=0

𝑄(𝐴) + 
1

4
[1 − (−3)𝑛]𝐴 +

1

4
[3 + (−3)𝑛]𝐼 

Ainsi, 𝐴𝑛 =
1

4
[1 − (−3)𝑛]𝐴 +

1

4
[3 + (−3)𝑛]𝐼 =

1

4
(

−4+ 8(−3)𝑛 0 −8(1 − (−3)𝑛)

4(1 − (−3)𝑛) 4 4(1 − (−3)𝑛)

4(1 − (−3)𝑛) 0 8 − 4(−3)𝑛
) = (

−1+ 2(−3)𝑛 0 −2(1 − (−3)𝑛)

1 − (−3)𝑛 1 1 − (−3)𝑛

1 − (−3)𝑛 0 2 − (−3)𝑛
) .  

 

5.Soit 𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)   𝑒𝑡 𝑌 = (

𝑎
𝑏
𝑐
) . 𝑃𝑋 = 𝑌 ⟺  (

−2 0 1
1 1 0
1 0 −1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

𝑎
𝑏
𝑐
)  ⟺ {

−2𝑥 + 𝑧 = 𝑎
𝑥 + 𝑦 = 𝑏
𝑥 − 𝑧 = 𝑐

⟺ {
𝑥 = −𝑎 − 𝑐
𝑥 + 𝑦 = 𝑏
𝑧 = −𝑎 − 2𝑐

 

⟺ {
𝑥 = −𝑎 − 𝑐

𝑦 = 𝑏 + (𝑎 + 𝑐)
𝑧 = −𝑎 − 2𝑐

 . Donc 𝑟𝑔(𝑃) = 3 et 𝑃 est inversible .  

De plus, 𝑃𝑋 = 𝑌 ⟺ 𝑋 = (
−1 0 −1
1 1 1
−1 0 −2

)𝑌. Donc 𝑃−1 = (
−1 0 −1
1 1 1
−1 0 −2

).  Vérif : 𝑃𝑃−1 = 𝐼 𝑂𝐾  

6. 𝑈 = 𝑃−1𝐴𝑃 = (
−1 0 −1
1 1 1
−1 0 −2

)(
−7 0 −8
4 1 4
4 0 5

)(
−2 0 1
1 1 0
1 0 −1

) = (
−1 0 −1
1 1 1
−1 0 −2

)(
6 0 1
−3 1 0
−3 0 −1

) = (
−3 0 0
0 1 0
0 0 1

).  

7.Alors, 𝐴 = 𝑃𝑈𝑃−1 donc 𝐴𝑛 = 𝑃𝑈𝑛𝑃−1 = (
−2 0 1
1 1 0
1 0 −1

)(
(−3)𝑛 0 0
0 1 0
0 0 1

)(
−1 0 −1
1 1 1
−1 0 −2

) 

On retrouve 𝐴𝑛 = (

−1+ 2(−3)𝑛 0 −2(1 − (−3)𝑛)

1 − (−3)𝑛 1 1 − (−3)𝑛

1 − (−3)𝑛 0 2 − (−3)𝑛
).  



8.(

−1+ 2(−3)−1 0 −2(1 − (−3)−1)

1 − (−3)−1 1 1 − (−3)−1

1 − (−3)−1 0 2 − (−3)−1
) =

(

 
 
−1 −

2

3
0 −2(1 +

1

3
)

1 +
1

3
1 1 +

1

3

1 +
1

3
0 2 +

1

3 )

 
 
=

(

 
 

−5

3
0 −

8

3
4

3
1

4

3
4

3
0

7

3 )

 
 
= 𝐴−1. Donc la formule précédente est encore vraie 

pour 𝑛 = −1.  

 
Partie 𝑰𝑰 Deux applications .  

1. Soit 𝑢, 𝑣 et 𝑤 trois suites telles que : ∀𝑛 ∈ ℕ, {

𝑢𝑛+1 = −7𝑢𝑛 − 8𝑤𝑛
𝑣𝑛+1 = 4𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 + 4𝑤𝑛
𝑣𝑛+1 = 4𝑢𝑛 + 5𝑤𝑛

  et  𝑋𝑛 = (

𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛
). 

1.1. Trouver une relation entre 𝐴,𝑋𝑛  𝑒𝑡 𝑋𝑛+1.  
1.2. En déduire 𝑋𝑛en fonction de 𝐴, 𝑛 𝑒𝑡 𝑋0.  
1.3. Déterminer des expressions de 𝑢𝑛, 𝑣𝑛 et 𝑤𝑛 en fonction de 𝑛,  𝑢0, 𝑣0 et 𝑤0. 
1.4. Etudier les limites, si elles existent, des suites 𝑢, 𝑣 et 𝑤.  

 

1.1 (

𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛
)=(

−7𝑢𝑛 − 8𝑤𝑛
4𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 + 4𝑤𝑛
4𝑢𝑛 + 5𝑤𝑛

) = (
−7 0 −8
4 1 4
4 0 5

) (

𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛
). Donc  𝑋𝑛+1= 𝐴 𝑋𝑛 .  

1.2 Montrons par récurrence sur 𝑛 que : 𝑋𝑛= 𝐴𝑛 𝑋0.  
Initialisation : 𝑋𝑛=  𝐼3𝑋0 = 𝐴

0 𝑋0. 
Propagation : Soit 𝑛 un entier naturel . Supposons que 𝑋𝑛= 𝐴𝑛 𝑋0.Alors, 𝑋𝑛+1= 𝐴 𝑋𝑛 = 𝐴(𝐴

𝑛 𝑋0) = (𝐴𝐴𝑛 )𝑋0 = 𝐴
𝑛+1 𝑋0.  

Conclusion : le théorème de récurrence simple assure alors que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑋𝑛= 𝐴𝑛 𝑋0. 

1.3 Soit 𝑛 un entier naturel . (

𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛
) = (

−1 + 2(−3)𝑛 0 −2(1 − (−3)𝑛)

1 − (−3)𝑛 1 1 − (−3)𝑛

1 − (−3)𝑛 0 2 − (−3)𝑛
)(

𝑢0
𝑣0
𝑤0
).  

Donc, { 

𝑢𝑛 = (−1 + 2(−3)
𝑛)𝑢0 − 2(1 − (−3)

𝑛)𝑤0 = 2[𝑢0 + 𝑤0](−3)
𝑛 − 𝑢0 − 2𝑤0

𝑣𝑛 = (1 − (−3)
𝑛)𝑢0 + 𝑣0 + (1 − (−3)

𝑛)𝑤0 = −[𝑢0 + 𝑤0](−3)
𝑛 + 𝑢0 + 𝑣0 + 𝑤0

𝑤𝑛 = (1 − (−3)𝑛)𝑢0 + (2 − (−3)
𝑛)𝑤0 = −[𝑢0 + 𝑤0](−3)

𝑛 + 𝑢0 + 2𝑤0

.  

1.4     
1er cas 𝒖𝟎 +𝒘𝟎 = 𝟎 𝒊. 𝒆. 𝒘𝟎 = −𝒖𝟎. Alors les suites 𝑢, 𝑣 et 𝑤 sont constantes égales à leur limite respective :  
  lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −𝑢0 − 2𝑤0 = 𝑢0, lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 𝑢0 + 𝑣0 +𝑤0 = 𝑣0  et lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 𝑢0 + 2𝑤0 = −𝑢0.  

2ème cas 𝒖𝟎 + 𝒘𝟎 ≠ 𝟎 𝒊. 𝒆.𝒘𝟎 ≠ −𝒖𝟎. Alors  lim
𝑛→+∞

𝑢2𝑛 = 𝑠𝑔𝑛(𝑢0 + 𝑤0)∞𝑒𝑡 lim
𝑛→+∞

𝑢2𝑛+1 = −𝑠𝑔𝑛(𝑢0 + 𝑤0)∞ donc la suite u 

diverge sans limite et il en va de même pour 𝑣 et 𝑤.  
 


