SUP PCSI 2023-2024

Corrigé DL 11

Exercice
1. Montrer que f : R* > R* définie par: f((x, Y, Z, t)) =(x—y+tz—2xz+2y—tt+y) estbijective et donner
une expression de f~1.

1 -2 0 0
2. Déduire du calcul précédent I'inversibilité et I'inverse de la matrice M = _01 (1) % (1) ?
1 0 —-11

Soit (a, b, ¢c,d) € R*. Cherchons tous les antécédents de (a, b, c,d) par f i.e. tous les (x, v, z,t) € R*tels que :
f((xy,zt) =(ab,c,d)

xX—y+t=a
f((,y,zt)=(abcd) & x—y+tz—2x,z+2y—t,t+y) = (ab,cd) < (S): zi—;;ijzbc
t+y=d
x—y+t=a x—y+d-y=a x—2yt+d=a
PN z=b+2x N z=b+2x N 2x+3y=c+d->b
z+2y—t=c S )b+2x+2y—-d+y=c, N z=b+2x
_ substitution échange des lignes
t=d-y t=d-y t=d-—y
x—2y=a—d —7y=2a—2d—c—d+b=2a+b—c—3d
2x+3y=c+d-> N 7x=20+2d—2b+3a—3d=3a—2b+20—d(:}
z=b+ 2x —— z=b+ 2x
Lyi<2L1—-Ly _
t=d—y Lye3Li+2Ly t=d—y

y=—>[2a+b—c—3d]
x =—[3a—2b+2c—d]
z=b+§[3a—2b+2c—d] =§[6a+3b+4c—2d]'
t=d+-[2a+b—c—3d] =-[2a+b—c+4d]
Donc il existe un unique quadruplet (x, v, z, t) qui vérifie f((x, Y, Z, t)) = (a, b, c,d) ; cet unique antécédent de (a,b,c,d) est
(§[3a— 2b+2c —d],—>[2a+ b —c —3d],>[6a+3b + 4c — 2d], 3 [2a + b — ¢ +4d]).
Jen déduis que f est bijective de R* sur R* et pour tout (a, b, ¢, d) dans R,
f((a,b,c,d)) = de (3[3a—2b+2c—d],—>[2a+ b — c — 3d],5[6a + 3b + 4c — 2d],2[2a + b — c + 4d])

X a
On remarque que, en posant X = 321 etX = lg ,(S) © MTX =Y. Autrement dit, (S) est associé 3 MT. Comme (S) admet
t d
x
un unique solution , (S) est de Cramer et par conséquent M7 est inversible. De plus, (S) )Z’ =
t
3 =2 2 -1\ /a 3 -2 2 -1
1if-2-11 3 b — (TY-1 ™n-1_1[-2-1 1 3
6 3 2 9llc = X = WM"Y . Donc, (MT) =l 6 3 4 o)
2 1 -1 4/ \d 2 1 -1 4
Le cours assure alors que M = (MT)T est aussi inversible ( puisque la transposée d’une matrice inversible est inversible) et
3 -2 6 2
=1 _ Tv-1y7 1 —2 -1 3 1
M=M= 1 4 4

-1 3 -2 4



PROBLEME :

-7 0 -8
SoitA=| 4 1 4 |
4 0 5

Partie I Puissances et inverse de A par trois méthodes !
1. OnposeV = %(A + 31). Calculer V2 et en déduire V™ pour tout n € N.
2. Endéduire A™ pour tout n € N. On donnera A™ sous la forme d’une combinaison linéaire de V et de I puis sous la
forme d’un tableau .
3. Déterminer un polynéme annulateur de A. En déduire que A est inversible et déterminer A~
4. Retrouver a I'aide d’une division euclidienne bien choisie, A™ pour tout n € N.

-2 0 1
5. Montrer que P = ( 1 1 0 ) est inversible et déterminer P~1.
1 0 -1

6. Montrer que U = P 1AP est diagonale et déterminer sa diagonale.
7. Endéduire a nouveau A™ pour tout n € N.

8. Montrer que la formule précédente donnant A™ pour n € N est valable pour n = —1.
L . -4 0 -8 -1 0 -2 -1 0 -2 Vsin>1
w=UA+3n=%{4 4 4)={1 1 1 )Doncv2=(1 1 1 |=B.Donc Vn={ stn 21
4 4 Isin=0
4 0 8 1 0 2 1 0 2

2. Alors A = 4B — 31. Comme I et B commutent , 4B et —31 commutent et je peux appliquer la formule de bindme de Newton :
n n n

A" = (4V — 3" = Z (Z) (4V)k(=30)"k = Z (2) 4k (=3)n—kyk = Z ( )4k (=3 Ry +( )4°(=3)1
k=0

' k=0 k=1
- [Z () 4 (=3)m*

V+(=3)" = A -(E=3)m)V +(=3)M

détails (xx)
G iy (1) 44 (=3 = iy () 45 (=3)" K = (=3)" = (4= 3)" = =(=3)" = 1 = (=3)".
—1+2(=3)" o —2(1-(-3)M)
Donc, A" = 1—-(-3)" 1 1—(—3)" | OKpourn=0etn=1.

1-(=3)" 0 2-(-3)"
3.42=-8B+09] = _TS(A +31) +91 = =24 + 31.Donc P(X) = X% + 2X — 3 est annulateur de 4.

-5 0 -8
Alors, %(A2 + 24) =1 etainsi, %(A +20)A =1 .Donc Aestinversibleet A1 = %(A +2I) = %( 4 3 4 )

4 0 7
4.Déterminons le reste de la division euclidienne de X™ par P. Il existe Q et R deux uniques polynémes tels que :
X"=P(X)Q(X) + R(X)et deg(R) < deg(P) =2.DoncR(X) =aX +b.
X"=PX)QX)+aX+b=X—-1DX+3)QX)+aX +b.

l=a+b =31 (3]
éval -3, j'obti : n= at . : e .
Donc en évaluant en 1 et en -3, jobtiens {(_3) - 3a+b Donc b= %[3 +(=3)]
Ainsi, X" = P(X)Q(X) + 3 [1 = (=3)"]X +2[3 + (=3)"].
Et par conséquent, A™ = 1\’_(i1/) QA) + i [1-(-3)"]A+ i [3+ (-3)"I
- —4+8(=3)" 0 —8(1-(=3M)\ [—1+2(=3)" 0 —2(1-(=3)"
Ainsi, A" = 2[1 = (=3)"JA+5[3+ (=3)" 1 =7( 40— (=3)") 4 4(1-(=3)" |=| 1-(=3)* 1 1-(-3)"
41-(=3)") 0 8—4(-3)" 1-(=3)" 0 2-(-3)"

x a -2 0 1\ a —2x+z=a xX=—-a-c
5.SoitX=<y> etY=<b>.PX=Y=><1 1 0)<y>=<b>(=>{x+y=b @{x+y=b
z c 1 0 -1/ 'z c xX—z=c z=—-a—2c
xX=-a—c
@{y=b+(a+c).Doncrg(P)=3etPestinversibIe.
z=—-a—2c

-1 0 -1 —1 0 -1
Deplus, PX=YeoX=(1 1 1 Y.Donc P! = 1 1 . Vérif : PP~ =1 0K

—10—1—70—8—20 10—1601 -3 0 O
6.U=P‘1AP=<1 1 1)(4 1 4>< 1 ) (1 1 )(3 1 0)=<0 1 0).
-1 0 -2 4 0 5 0 1 0 - 3 0 -1 0 0 1
2 0 -3)" 0 1
0 0>< 1 1)
0 1 10 2

0
7.Alors, A = PUP~ 1 donc A® = PU"P~1 = ( 1 ) ( 1
0 0
S142(=3)" 0 —2(1— (=3)")
Onretrouve A" =| 1—-(-3)" 1 1—(=3)"

1-(=3)" 0 2—(=3)"



2 1

—1+2(=3)"1 0 -2(1—-(=3) (‘1_5 0 _2(1+§)\ 3

8 1-(=3)7" 1 1-(=3)" |=| 143 1 143

1-(=3)"1 0 2-(-3)" \1+1 0 24l /
3 3

\‘ = A7, Donc la formule précédente est encore vraie

I
-~
o r o

)
W|-§W|-§W|m
wiNwl s

pourn = —1.
Partie 11 Deux applications .

Upy1 = —7U, — 8wy, Up
1. Soitu, v et w trois suites telles que : Vn € N, {vnﬂ =4u, +v, +4w, et X, = <Vn>.
Vi1 = 4u, + 5w,
1.1. Trouver une relation entre 4, X, et X,,.1.
1.2. En déduire X,,en fonction de A, n et Xj.
1.3. Déterminer des expressions de u,, v, et w,, en fonction de n, uy, vy et wy.
1.4. Etudier les limites, si elles existent, des suites u, v et w.

Uy —7u, — 8w, -7 0 =8\ [/Un
11 (Vn |5l dup+ v +4w, = 4 1 4 Un ). Donc X,,.1=AX,,.
Wn 4u, + 5Wn 4 0 5 Wn

1.2 Montrons par récurrence sur n que : X,= A™ X,.
Initialisation : X,,= I3X, = A% X,.
Propagation : Soit n un entier naturel . Supposons que X,,= A" X,.Alors, X, ,1=A X, = A(A™ X)) = (AA™)X, = A**1 X,,.
Conclusion : le théoreme de récurrence simple assure alors que pour tout entier naturel n, X,,= A™ X,.
Un -1+2(=3)" 0 -2(1-(=3)") /%o
1.3 Soitn un entier naturel . (Vn> = 1-(=3)" 1 1—(=3)" (Uo)
Wp, 1-(=3)" o0 2—(-3)" Wo
Uy = (=1+2(=3)"ug — 2(1 = (=3)")w, = 2[ug + wp](=3)" — ug — 2w,
Dong, { v, = (1 — (=3)ugy + vy + (1 = (=3)Iwy = —[ug + wo](=3)™ + uy + vy + wy,.
wy, = (1= (=3)ug + (2 = (=3)wp = —[ug + wo](=3)" + uy + 2w,

14
1*"casuy + wy = 0i.e.wy = —uy. Alors les suites u, v et w sont constantes égales a leur limite respective :
lim u, = —uy — 2wy = ug, lim v, = uy+ vy +wy = v, et lim w, = u, + 2wy, = —u,.
n—-+oo n—-+oo n—-+o
2°M casuy + wy # 0i.e.wy # —ugy. Alors  lim u,, = sgn(ugy + wo)ooet lim Uy, = —sgn(uy + wy)oo donc la suite u
n-+oo n-+oo

diverge sans limite et il en va de méme pour v et w.



