Méthode pour trouver le domaine de dérivabilité et I’expression de la dérivée
A. Les fonctions non définies par morceaux.

3 phases distinctes :

1. Domaine D ou j’ai le droit d’appliquer les formules de dérivation. D c D, c Df.
2. Expression de cette dérivée sur ce domaine D.
3. Etude de la dérivabilité de f aux points de D f\D ou f est continue.

1. Premieére phase : deux situations .

a) Chercher Df. Vous pouvez aussi chercher

le domaine de D, de continuité de f car

Df' c D, (théoréme 7 interlude2)

b) deux situations possibles :

1%re sjtuation : L'expression de f ne contient que

des fonctions dérivables sur leur propre domaine

de définition, alors f est dérivable sur Df et par

suite, la troisieme phase n’existe pas et je peux

conclure que Df' = Df.

2&me sjtuation : L'expression de f contient des

fonctions qui ne sont pas dérivables sur leur

propre domaine de définition. Il faut

» identifier clairement ces fonctions et leur
domaine de dérivabilité.

» trouver le domaine sur lequel vous

pouvez utiliser les formules de dérivation. La

situation la plus fréquente : I'expression de f

contient v o u avec v qui n’est pas dérivable sur

tout D,,. Si v est dérivable sur E, il faut trouver

les réels x de Df (ou D) tels que u(x) € E.

(théoreme 15 interlude 2) . Il faut donc

résoudre 'inéquation u(x) € E d’inconnue x €

Df. On trouve alors un domaine D tel que Vx €

D,u(x) € E. ATTENTION : aprés cette étape, je

ne peux pas encore savoir qui est Dfr. On peut

juste dire que D € Df’. Il faut attendre la

troisieme phase pour conclure.

NB : les fonctions usuelles non dérivables sur leur

propre domaine définition sont :

N, Arcsin, Arccos, valeur absolue et
partie entiere.

2. Deuxieme phase : expression de f’ sur D.

a) Identifier clairement les opérations (somme,
produit, composée...) entre les fonctions qui
constituent f .

b) Donner des noms a des fonctions
intermédiaires pour décomposer les calculs.

c) Appliquer pas a pas les formules : organiser
votre calcul.

3. Troisieme phase : dérivabilité de f aux
points de Df\D.
En chacun de ces points, j'ai deux options pour
étudier la dérivabilité.
1ére option (définition 2 interlude 2)
fx)-f(a)
x—a
Avantage : permet toujours de conclure
Inconvénients : le calcul de limite est souvent
plus compliqué...
2&me gption (théoreme 9 interlude 2)
» Justifier la continuité de f en a.
> Etudierimf’(x).

>  Etudier lim
x—a

Avantages : ele calcul de )lcl_l:% f'(x) est souvent
f(Xi:i(a). 00 & 3151_13(]1 f(x;:g(a)
est finie, on gagne la dérivabilité de f en a et
aussi la continuité de f” en a.

Inconvénients : si la 3151—1331 f' (x) n’existe pas, alors

plus facile que lim
x—a

on ne peut rien conclure et il faut étudier
fx)-f(a)

x—a

lim
x—a
NB : a la fin de cette étape, Df’ est I'ensemble D
auquel on ajoute les points de Df\D étudiés
dans cette troisieme phase et en lesquels f est
dérivable.

fi(x > Ve*—4).

oD ? f(x)existe @ e*—420=2e*24d=x2
In(4) = 2In(2). Donc Df = [2In(2), +oo].

oD ? f est continue sur Df puisque I'expression de f
n’est constituée que de fonctions continues sur leur
propre domaine de définition.

*Dsr ? Dans I’expression de f,

seule la fonction racine carrée n’est pas dérivable sur
son propre domaine de définition. La fonction racine
carrée n’est dérivable que sur R**. Cherchons donc le
domaine D (c Df) tel que Vx € D,e* — 4 € R**. Or,
e* >4 < x> 2In(2). Donc Vx €

121n(2),4+oo[, u(x) = e* — 4 € R*™*. Et par suite, [
est dérivable au moins sur D =]21n(2), +oo.
ATTENTION : je ne peux pas encore savoir qui est Dgr.
Jesaisque D c Dgr.

Calcul de f’(x) pour x €D :
Vx €]21In(2), +oo, f(x) = Julx) = (\/_o u)(x)

avec u(x) = e* — 4.

Donc, f'(x) =u'(x) x %(u(x))%_1

Vx €]21In(2), +of,
1 ex

f’(x) = u’(x) X—F——== ﬁ.

2 Ju(x)

Etude de la dérivabilité de f aux points de Df\D

Etude de la dérivabilité de f en 21n(2) :il s’agit
d’étudier I'existence et la valeur
de lim fx)-f(21In(2))
x-2In(2)  x-2In(2)
1% méthode : Revenons a la définition , étudions la
f(x)-f(21In(2))
x-21n(2)

limite de quand x - 21n(2).

f)-f2In@) _ Ve*=a _
Vx €]2In(2), +oo, = o= = s =

VeX—4 e*-4 1 eX—e2ln@ . 1
= .0r, lim ——=
eX—4 x-21n(2) Ve*X—4 x-21n(2) x-21In(2) Ve*-4

+00. Et, comme la fonction exponentielle est dérivable
x_p2In(2)
en2In(2), lim <= =exp' (2In(2)) =

x-21n(2) x—2In(2)
f(x)—-f(2In(2)) -
x—-21n(2)

€2 = 4 par conséquent, lim
x-21n(2)

+o0o.
2éme méthode : f étant continue en 21n(2) et
dérivable au moins sur ]21n(2), +o[, je peux utiliser

le théoréme 9 : j’étudie donc la limite de f'(x) =
EX

mquand xx—> 21n(2).

Or, lim —%__ = +00. Donc le théoréme assure
x-2In(2) 2vVe¥-4

que lim f)-f@2In@) _ +o0
x-2In(2) x-2In(2)

j’en conclus que f n’est pas dérivable a 2In(2) et Cf a

une tangente verticale en A(21n(2),0). Et ainsi, Dy =

2 _ e*
121In(2), +oo[ et Vx € Dyr, f'(x) = =




fx) = —5x+2
e Df?
2 est racine évidente

x3—5x +2 2 (x—2)(x*+2x—-1)

3 =5x+2=(—-2(x+1+vV2)(x+1-v2)
Avec un tableau de signes, j'obtiens :

¥ —5x+220=x€[1-v2,2]U[l+V2,+of.

Ainsi, Df = [1—+v2,2] U [1 + V2, +oo].
oD ? f est continue sur Df puisque I'expression de f
n’est constituée que de fonctions continues sur leur
propre domaine de définition.
*D;1? Dans I'expression de f,
seule lafonction ¥ n’est pas dérivable sur son propre
domaine de définition : elle n’est dérivable que sur
R**. Cherchons donc le domaine D (c Df) tel que
Vx € D,x3 —5x + 2 € R**. DM aprés 7' étude
de Df,DoncVx € x € |1 —v2,2[u]1+
\/§,+oo[,u(x) = x3— 5x + 2 € R**. Et par suite, f est
dérivable au moins sur D = |1 —v/2,2[ U |1 + V2, +oo| .
Je ne peux pas encore savoir qui est Dfr. Je sais
seulement que D Dy,

Calcul de f’(x) pour x € D :
vx €D, f(x) = Yulx) = u@))*= (V¥ ow)x)

avec u(x) = x3 — 5x + 2. Dong,
£ =00 x 2 () =u'(0) x5 (u) ™
vx € |1-v2,2[ U]1 + V2, +],

g ' 1 3x%-5
fO=u@X g7 =————r.
4Vu@t 43 (x375x+2)4

Etude de la dérivabilité de f aux points de Df\D
Soita € {2,1 +v2,1 -2}

2éme méthode : f étant continue en a et dérivable au
moins sur D , je peux utiliser le théoréme 9 : j’étudie

. ' _ 3x%-5
donc la limite de f'(x) = e e quand x - a.
2_ +oosia €12,1+ V2
Or, lim 33X75 e { \/—} Donc le
x—a 43/ (x3-5x+2)% —wsia=1-+2

théoréme assure que :

Lim f@=f@ _ {+oo sia€{21++2} _

o0 x-a —wosia=1-+2
j’en conclus que f n’est pas dérivable a a et Cf a une
tangente verticale en A(a, 0). Et ainsi, Dfr =DetVx €

0 _ 3x2%2-5
Df,'f (X) - 43/(3=5x+2)*

f(x) =—=—-10 ex x—1

Df = R\{O,l}

f est continue et dérivable sur Df puisque I'expression
de f n’est constituée que de fonctions continues et
dérivables sur leur propre domaine de définition. Ainsi,

Df’ = Df.

Calcul de f’(x) pour x € Df :
of(x) = 7g(x) — 10 h(x)

avec g(x) = = = x~2et h(x) = ex1.
Donc f’(") = 7g () =10 k' (x)
eg(x) =5 =x"%donc g'(x) = —2x"*1 = _x2_3_

eh(x) = ex—l = exp(u(x)) tq u(x) = ;:_1dc h(x) =

(x-1)— -1
u' ()e*® et u'(x) = fx 1)2x = oo
Finalement, h'(x) = ﬁ ex-1,
o
eAlors, f'(x) = 7(——) - 10(x et
Ainsi, Vx € Df, f'(x) = W Tl—g.

fx)= xe(7=)

oDf =R\{-1,1}

o f est continue et dérivable sur Df puisque
I'expression de f n’est constituée que de fonctions

continues et dérivables sur leur propre domaine de
définition. Ainsi, Df' = Df.

Calcul de f’(x) pour x € Df :

of(x) = g(x) X h(x)

avec g(x) = x et h(x) = e(?x—_i)
Donc f'(x) = g'(x)h(x) + g(x)h'(x)
eg(x) =xdoncg'(x) =1

X
o h(x) = ex?-1 = exp(u(x)) tq u(x) = —= —-Donc,
_ u(x) _ (x2-1)- 2x2 _ —1-x?
h(x) =u'(x)e*Met u'(x) = oD = G
1 X
Ainsi, h'(x) = (x;%)ze?fl
ey — (o (-1-x?)
eAlors, f'(x) = e(ffl) +x 2 ex?-1
oy _ (2= 4 (mxma®) X
f ) = We;fl
4 _ 43 _ 2_ X
VxEDf,f’(x):x x3—2x2—x+1 =h

(x2-1)2

f(x) = Arcsin(1 — 2x)

NB: Arcsin est définie et continue sur [—1,1] mais
dérivable uniquement sur | — 1,1].

oDf? 1-2x€e[-11]&-1<1-2x<1

S -25-2x<0e12x20.

Donc, Df = [0,1].

eD.? f est continue sur Df puisque I’expression de f
n’est constituée que de fonctions continues sur leur
propre domaine de définition.

*D;r 7 Dans I'expression de f,

seule la fonction Arcsin n’est pas dérivable sur son
propre domaine de définition : elle n’est dérivable que
sur | — 1,1[. Cherchons donc le domaine D (c Df) tel
que Vx € D,u(x) =1 — 2x € |—1,1[.D’aprés I'étude
de Df, je peux affirmer que Vx €]0,1[,1 — 2x €
]—1,1[. Par suite, f est au moins dérivable sur D =
10,1[.

Calcul de f’(x) pour x € D =]0,1[
of (x) = Arcsin(u(x)) avecu(x) = 1 — 2x.
Donc f'(x) = u'(x) X Arcsin’(u(x))

avecu'® = -2 et Arcsm ) = ﬁ
Ainsi, f'(x) = u'(x) = u(x)z =(= )J1 (1 2x)?
vx €]0,1[, f'(x) = (— Z)W Vi—xZ'

Etude de la dérivabilité de f aux points de Df\D
Soit a € {0,1}

2éme méthode : f étant continue en a et dérivable au
moins sur D , je peux utiliser le théoreme 9 : j’étudie

donc la limite de f'(x) = %quand X - a.

-1 S
Or, 11m —— = —o0. Donc le théoréme assure que :

x—a Vx—x2
Lim fx)-f(a) (x) fla) _
X—0a x—a

j’en conclus que f n’est pas dérivable a a et Cf a une
tangente verticale en A(a, 0). Et ainsi, D;r =]0,1[ et

Vx € Dpr, f'(x) =

=il
Vx—x2"




fGx) =In(1+Vx2+4)

eDf? Vx € R,x2 4 4 > 0 donc Vx2 + 4 existe
etVxZ+4 > 0etparsuite1+\/m> 1>0.
Donc, Vx € R, f(x) € R. Ainsi, Df = R.

eDc? f est continue sur Df (= R) puisque I'expression
de f n’est constituée que de fonctions continues sur
leur propre domaine de définition.

*D;: ? Dans I'expression de f, seule la fonction v
n’est pas dérivable sur son propre domaine de déf° :
elle n’est dérivable que sur R**.0r, Vx € R,x? + 4 >
0. Par conséquent, (x = Vx2 4+ 4) est dérivable sur R
etj’en conclus que f est dérivable sur R.

Calcul de f’(x) pour x € R
o f(x) = ln(u(x)) avecu(x) =1++Vx2+4.

Donc f'(x) = u' () In'(u(x)) = ]i((x?

u(x) =1+ (t(x))% avec t(x) = x% + 4

Let t'(x) = 2x.

x

1
Donc, u'(x) =0 +%t’(x)(t(x))2
1
Alors, u'(x) = l2x(xZ +4)z=

VxZ+a'
2 X X
Ainsi, f'(x e = b
f( ) 1+Vx2+4 \/x2+4(1+‘/x2+4) Vx2+4+x2+4

f(x) = Arctan (%) + Arctan(x)

NB: Arctan est définie, continue et dérivable sur R.
eDf? Df = R"

eDc? f est continue sur Df (= R*) puisque
I'expression de f n’est constituée que de fonctions
continues sur leur propre domaine de définition.
oDy ? f est dérivable sur Df (= R*) puisque
I'expression de f n’est constituée que de fonctions
dérivables sur leur propre domaine de définition. j’en
conclus que f est dérivable sur R*.

Calcul de f’(x) pour x € R*.
of(x) = g(x) + Arctan(x) ou g(x) = Arctan (l)
Donc f'(x) = g'(x) + Arctan’(x) = g "(x) +

1+x2

eg(x) = Arctan(u(x)) avec u(x) = ;

Donc g'(x) = u’(x)ArCtan’(u(x))

vecu'(x) = ;—21 et Arctan’ (t) =
1

Alors g "(x) = _Ti)z = —m

e Ainsi, Vx € R*, f'(x) = — 1+1x2 == 0.

oEn appliquant le théoréme 21, j’en déduis que sur
chaque INTERVALLE R** et R™*, la fonction f est
constante. Il existe donc deux constantes réelles
cetdtq:Vx e R, f(x) =cetVx e R f(x) =d
En particulier,
c=f(1)=2 Arctan(1)

Naihtgthd e

leréel de]fg,g[

dont la tangente vaut 1
d=f(-1)=2 Arctan(-1) =2x (——) =—-.
2
leréel de]fg,g[
dontla tangente vaut —1

—six>0

1+t2°

+

s s
=2X-=-
4 2

Ainsi, Vx € R, f(x) =
f ——Slx<0

f(x) = In(In(In(x)))
x>0 x>0
oeDf ? f(x)existe & { In(x) >0 < {x > 1.
In(n(x)) >0 {(x>e

Donc Df =]e,+oo[
eDc? f est continue sur Df puisque son expression ...

*D1? f est dérivable sur Df puisque son expression ...

Calcul de f’(x)
fx) = ln(u(x)) avec u(x) = In(In(x))

Donc £ (x) = X% = y/(x) x

) u( )

Et u'(x) = In' (x)ln (In(x)) = ln(x)
1

Donc, f'(x) = x1n<x)@
11 d

Vx €le, +oof, f'(x) = G M(nG)

1
(x) = Arccos (—)

f V1 + 50
ODf"VxE]R\/1+x2>1donc = €]0,1].
Donc Df = R.
eDc? f estcontinue sur R puisque |'expression de f
n’est constituée que de fonctions continues sur leur
propre domaine de définition.
oD ?Dans I'expression de f,
seules les fonctions Vet Arccos ne sont pas
dérivables sur tout leur propre domaine de
définition -V n’est dérivable que sur R** et Arccos
n’est dérivable quesur ]| — 1,1[.Vx € R,1 +x% >0
donc (x = V1 + x2) est dérivable sur ]R

Cherchons le domaine D tq : Vx € D,— =€ 1-1,1].

WE] 11[<:>J;¢14:>x¢0 AIors Vx €
\/WE ]—1,1[ et par suite, f est au moins

dérivable sur D = R".

Calcul de f'(x) pour x € D

fx) = Arccos(u(x)) ounu(x) = ﬁ
Donc f'(x) = u'(x)Arccos’' (u(x)) = u (x)ﬁlm2
Etu(x) =1+ xz)_% = (v(x))_% avec v(x) = 1 +x?

Doncu'(x) = —%v’(x)(v(x))_%_1 = —%Zx(l + xz)"%

X

u'(x)=— 3.
(1+x2)2
- x -1 x 1
Ainsi, f,(X) = 25 T 25 [1+x2-1
(1+x2)2 \/1——1+x2 (1+x )Z\ITHZ
1

£ = /Tx’_i 1 1erzswc>0

= =" .

ez V2T T | T g

1+x2

six>0 ' ;
£ = {sz { Arctan’(x) six >0 Alors

L six<o (HArctan’(x)six <0

il existe deux constantes réelles c et d telles que sur

I'intervalle R**, f(x) = Arctan(x) + ¢

et sur l'intervalle R™, f(x) = —Arctan(x) +d.

Alors ¢ = f(1) — Arctan(1)

¢ = Arccos (L) — Arctan(l) =Z-Z=0
V2 —_— 4 4

le réel ]—g,g[ dont

la tangente vaut 1

—_—
le réel [0,m]dont
. 1

le cosinus vaut 5

Etd = f(—1) + Arctan(-1)
1 ™ ™
= Arccos (E) + Arctan(-1) = i 0

le réel ]—— —[ dont
la tangente vaut—1

—_—
le réel [0,]dont
. 1

le cosinus vaut

Dérivabilité de f en 0 ?

2éme méthode : f étant continue en 0 et dérivable au

moins sur R*, je peux utiliser le théoreme 9 : j’étudie

donc la limite de f'(x) quand x — 0% puis quand x —
0.

. P! . _
or,six>0,f"(x) = et ,C]LI(I)L i 1. Doncle
théoréme 9 assure que : lim % =1
Etstx<0f(x)— 5 = —1.Doncle

théoréme assure que : 11m M =-1
x—=0~ x=0

j’en conclus que f n’est pas dérivable 3 0 et Cf a deux
demi-tangente en 0(0,0) d’équations :

{x>0e {x< 0
y=x ly=-x

>six >0
Etainsi, Dy = R* et Vx € Dyr, f'(x) = 1+’1‘

1+




B. Les fonctions définies par morceaux. f(x) =

2 ou 3 phases distinctes :

gxX)six>a

h(x)six<a

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R\{a}

2. Etudier la continuité de f en a.
Et si f est continue en a alors
3. Etudier dérivabilité de f ena

msix=a . (avecm = f(a) € R).

1ére phase : continuité et dérivabilité de f sur
R\{a}
1. Etudier, avec la méthode vue au 4, la
continuité et la dérivabilité de g sur ]a, +oo[ et
de h sur] — oo, a[ et déterminer les
expressions de g’(x) et de h’(x).
2. Déduire de ce qui précede la dérivabilité
de f sur R\{a} et 'expression de la dérivée de
fsur]a,+o[etsur] —oo,a[: fetg
coincident sur un voisinage de chaque réel de
]a, +oo[ donc la dérivabilité de g entraine celle
de fetVx € Dy, f'(x) = g’ (x).

Idem pour f et hsur] — oo, a.

2éme phase : continuité de f en a

Etudier la limite de g en a® et celle de

h en a” pour obtenir la limite a gauche en a et
limite a droiteena de f .

f est continue en a sietssi

Limg(x) =m = lim h(x).

x-a
x>a x<a

3éme phase : dérivabilité de f en a

étudier les limites a gauche et a droite du taux
d’accroissement de f en a

v'  soit en appliquant la définition 2: étude
gx)-f(a) ot

de I'existence et la valeur de lim
x-at x—a

del Jim 2=
x-a~ xX—a
v' soit en appliquant le théoréme 9 : étude
de I'existence et la valeur de
lim g'(x) et lim h'(x).
x—-at x-a~
(mais cette deuxieme méthode ne fonctionne
pas si I'une de ces limites n’existent pas)

cos(x)-1 .
Soitf:(xH{ x szx—O).

Osix+0
f est une fonction définie par morceaux. Df = R.
cos(x)—1

Posons g(x) = T.(ici g=nh).

Dg = R* Comme g n’est constituée que de
fonctions continues et dérivables sur leur propre
domaine de définition, g est continue et dérivable
sur Dg = R*.

Soit a € R*. f et g coincident en a et sur tout un
voisinage de a dans R*. Donc, sur ce voisinage,

f(x)=g(x)et w = 9029@ o bar suite,

xX—a x—a
lim f(x) =lim g(x) =g(a) = f(a) et
x—-a x—a
lim L@y, 9= =g'(a) € R donc f est
x-a Xx—a x-a Xx—a
continue et dérivable en a et f’(a) = g'(a) =
—asin(a)—cos(a)+1

= . Ainsi, je peux conclure que f est

continue et dérivable au moins sur R*et Vx €
o /D —x sin(x)—cos(x)+1
R ff(x) =——————

B

Continuité en 0 ?
cos(x)=1 _ cos(x)—cos (0)

Jeremarque que = . Comme
L. . -1
cos est dérivable en 0, 111’1’(1)% =cos'(0) =

Pt
—sin(0) = 0 = £(0). Donc f est continue en 0.

Dérivabilité en 0 ?

FOI-£(0) cos(x)-1

1% méthode Vx # 0, ——— = —~—=
x—0 x )
coss _ 20G) _ awe) (@)’
G WO A
lim 3O = L op im X = 0. Donc par
x>0 t 2 x—02
sin(’zf)

composition, lim = 1.J’en conclus que
x-0

G

lim Z27© _ _ if est dérivable en 0 et f'(0) =

x-0 x—0
1 . . ;o
-5 Ainsi f est dérivable sur R et
—xsin(x)—cos(x)+1

Vx € R, f'(x) = “
—Esix=0

2

six#0




