Sup PCSI 2023-2024

Corrigé DL 12

Exercice : Dans R,[X], on pose Py, = 1 et Vk € [1,n], P, = %X(X — k)k1,

a. Montrer que (Py);—0_n€st une base de R, [X].

b. Montrer que Vj € [0,n], vk € [0,], P{* (X) = P;_(X — k).

c. Endéduire que P](.k) (k) = 0 pour tous j et k distincts dans [0, n].

d. Déterminer les composantes d’un polynéme P de R, [X] dans cette base.
a. Tous les polyndmes P, sont a coefficients réels.

De plus, deg(Py) = 0 < net Vk € [1,n],deg(P,) = deg(%X) +deg((X —k)*1) =1+ (k—1) = k < n.Donctous les
polyndmes P, sont éléments de R, [X]. De plus, cette famille B = (Py)y=o..n €St échelonnée en degré sans polyndme nul
donc est libre dans R, [X]. Enfin, card(B) = (n + 1) = dimR,[X]. J’en conclus que B est une base de R, [X].

b. PLO(X) = Py(X) = Py(X — 0).

Soitj € [1,n].P; = j—l!x(x - i

(-1-1

Donc, B = 2[(X = )7+ (= DX = )2 = 22— )t 4 (- ] = S22 [y - 1] = CUD[x g
Ainsi, P!(X) = Py_y (X — 1) (++).

Montrons par récurrence finie sur k que : Vk € [0, /], [P;.(k)(X) =Pk (X — )] =nq)-

Initialisation : H(0)est évidemment vraie et H(1) estvraie d’ aprés ce qui précéde.

Propagation : Soit k un entier naturel strictement inférieur a j. Supposons que P.(k) X) = P (X — k).

Aors PED(X) = P/ (X =) = Piea(X =k = 1) = Pj_eysy(X — (k + 1)). Donc H(k + 1) est vraie dés que

drapres (x*)

H (k) estvraie.
Conclusion Yk € [1,/1, 2% (X) = P;_x (X — k). Etfinalement, Vk € [0,/1, B (X) = P,_i(X — k).
c. Sik < j, B® (k)=P;_.(0) = 0. Etsik > j, B = 0 (puisque degP; = j < k)donc P"(k) = 0.

car j—k>0
donc Pj_j admet
0 comme racine.

d. Soit P € R,[X]. Comme B est une base de R, [X], P s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des P;. il
existe donc des uniques réels ay, a4, ..., a, telsque P = qyPy + a,P; + -+ a, P, = Z}‘ 0 @;P;.

Alors Vk € [0,n], P® = 3" ;P et PO (k) = ¥ a;5,® (k) = a,P, " (k) = a5 . Donc a, = P® (k).

Ainsi, P = 3 PO () P;.

PROBLEME

1 ,x g
= t)dt 0
Atoute fonction f € C°(RR,R), on associe la fonction T (f) définie sur R par: T(f) (x) = {x foff((o)) ) St x0¢ .
six =

Partie | : Exemples. Déterminer T( f ) dans les cas suivants

1. f(@) = t3cos (t3 — 1)
2. f (@) = cos(2t) sin®(t)
3. f@) =t?et
G f@ = tzt+t_:2
1. f estbien continue sur R. Donc T(f) est bien définie. Et pour tout réel x non nul,
* 1r* 1
J- t?cos(t® —1)dt = §f 3t%cos(t3 —1)dt = 3 [sin(x3 — 1) + sin (1)].
0 0
[sin(x3—1)+sin ] .
Donc, T(A&) = {—3x D
O0six=0

2. f estbiencontinue sur R. Donc T(f) est bien définie. De plus,

e2it 4 g=2it\ it _ o=it\3 Q2it 4 o=2it\ /i3t _ it 4 3o=it _ it
cos(2t) sin3(t) = - = -
2 2i 2 -8i

= ———(e5t — 33t 4 3pit — p7it 4 @it _ 3p7il 4 o3It _ p=5it) — —g(sin(St) — 3sin(3t) + 4 sin(t)).
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1 os(Sx)——cos(3x)+—cos(x)— )
Donc, T(f)(x) = { x six#0,
Osix=0
3. festbien continue sur R. Donc T(f) est bien définie. Et pour tout réel x non nul, fox t’e~tdt = [—t?e '] +
fox 2te~tdt = —x%e ™ + 2[—te ']¥ + fox 2e7tdt = —x%e™¥ —2xe ™ —2e™¥ 4+ 2.
—x —x  2(e7*-1) .
Donc,T(f)(x)={_xe —2e - Slx#-'O‘
0 six=0
4. f estbien continue sur R (puisque le dénominateur de discriminant strictement négatif ne s’annule jamais). Donc

T(f) est bien définie.

division euclidienne
det3-1 par t2++2

t3-1 - (t-D)(t2+t+2)-t+1 _ _ _ 1 2t41 3 1

vt, t+t+2 - t+t+2 - ( D t2+t+2 =@-1- 2t2+t+§c+ 262+t42°

xi _1) 121 3% = _;_1 2 3t
fO t2+t+2 f (t 1) 2t2+t+2 dt + 2f0 t2+t+2 dt [2 t zln(t Tttt 2)]0 + 270 z[(2t+1)2+1] dt

4\ V7

cv

_2t+1

V7, 2x+1

X

= ——x——ln(x +x+2)+- ln(2)+\/_f1 2+1dt

x? 2x+1 3 1
=5 —Xx= —ln(x +x+2)+-= ln(Z) += Arctan( \/—2 2 — fArctan (ﬁ)

—ln(2)——ln(x +x+2)+ Arctan(Z2Y)+ L arctan
x_ ) (‘ﬁ)sixth
Donc, T(f)(x) = 2 . .
—= six=0.

2

Partie Il : Etude de T sur E,,. Soit n un entier naturel. On note E,, , 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égalan .

1. Donner une base et la dimension de E,, .

2. Montrer que E,, eststable par T. On note T,, 'endomorphisme de E,, induitparT.
3. Montrer que T, est un automorphisme de E,,.

4.
5
1

Déterminer tous les réels tels que l’équation T,, (P) = AP, d’inconnue P € E,,, admet une solution non nulle.

. Pour chacune des valeurs de A trouvées précédemment, donner une base de Ker(T,, — Ald).

Les fonctions fo: (x — 1), fi: (x = x), f5: (x » x2), ..., f: (x = x™) forment une famille libre car échelonnée en degré
et sans fonctions nulles et génératrice de E,,, par défintino des fonctions polynomiales de degré inférieur a n. Donc la
famille B = (fi)x=0..n €St une base de E,. Alors, dimE,, = n + 1.

Tout d’abord, T est linéaire car : V(f, g) € C°(R,R),V(a, b) € R?,

1 X 1 X X a X b X
vx % 0, T(af + bg)(x) = ;fo af 8) + bg(Ddt = — [afo FOdt + bfo g(t)dt] - ;fo FOdt + ;fo g(O)dt

= aT(f)(x) + bT (f) (x).
Et,T(af + bg)(0) = af (0) + bg(0) = aT(f)(0) + bT(g)(0). V’en conclus que T(af + bg) = aT(f) + bT(g).
Ensuite, fixons k € [0,n]. Vx # 0, T(f)(x) = —f thdt = —[tkk% g m et T(f,)(0) = 0. DoncVx € R,,T(f;,)(x) =
kka1 k+1fk(x) Je peux ainsi, conclure que ,T(fi) = k+1fk € E,.

Enfin, Soit ¢ € E, . Alors il existe des uniques réels a, ..., atels que @ = Y.Fo A fr-

Donc, T(@) = T R=0 arfic) = Yreo @ T(fi) =XR-0 ax ﬁfk. T (¢)est donc une combinaison linéaire des
T estcl?érnarei

fonctions de B. Nous pouvons donc affirmer que T (@) € E,. Ainsi, E, est stable par T.

E,
Donc Ty: (f o T(f)

Comme E), est de dimension finien + 1, T,est un automorphisme de E, sietssi Ty,est surjective sietssi Im(T,) = E|

Or, Im(T,,) = vect(T(fp), T(f1), ...,T(f)) = vect(fo,%fl,éfz, fn) vect(fo, fi, f2r -, fn) = En-Jen conclus que
T,est un automorphisme de E,,.

Soit A un réel.

’équation T, (P) = AP, d’inconnue P € E,,, admet une solution non nulle

©léquation (T, — Ald)(P) = 0, d’inconnue P € E,,, admet une solution non nulle

<Ker(T, — AId) contient une fonction non nulle

< T, — Ald n’est pas injective

< (T, — Ad)(fi)) k=o.n €St lige.

Or, (T = Ad)(fi) = Ta(fi) = Afie) = 5 fie = Mie = (o = D

k+1
111

Sile { SR ,m} alors la famille ((T,, — AId) (f.)) k=0.n CONtient la fonction nulle donc est lie.

) est un endomorphisme de E,,.

"n+1



. 111 1
Sid {1——— o, —
& ’2’3’4, ln+1

degré donc est libre.

} alors la famille ((T,, — M d)(fi,))k=0.n N€ contient pas la fonction nulle et est échelonnée en

J’en conclus que l'équation T,, (P) = AP, d’inconnue P € E,, admet une solution non nulle= A € {1%&% ﬁ}
. 111 1) . 1
Soit1 € {1,5,5,2, ....,m}.L.e.Hko € [[O,Tl]]/ﬂ = m.
Alors, T, (fko) = ﬁfko i.e fi, € Ker(T,, — Ald). Et par suite vect(fy,) © Ker(T,, — AId) (car Ker(T,, — Ald) estun ss-
e-vde E},).

Quels sont les autres vecteurs de Ker(T,, — AId) ?
. 1
Soit ¢ € E, telque ¢ = Y }_,axfx-Donc, T(@p) = Y7o ax k—ka.

Alors, ¢ € Ker (T, — Ald) & T(9) = Ap & T i fie = A Zi=0 Gufie © Tieo tuls = Dfie = 0

evkelonla| o=—1 | =0 vk e [0,n\k} a = 0 & ¢ = ay,fe,= ¢ € vect(fy,):

k+1
#0 si k#kg
) 1
Ains, vect(fi,) = Ker (T, — Ald) = Ker (Tn Tk +11d)
0

Partie lll : Etude de T dans C°(R, R). Soit f € C°(R, R).

ll &1 S Y[ =

Montrer que T( f ) est dérivable sur R" et est solution sur R" de I'équation différentielle : xy’ + y = f(x) d’inconnue y.
Etudier la continuité de T( f ) en 0.

Montrer que T définit un endomorphisme sur C°(R, R).

Justifier que T est injective mais n’est pas surjective.

Déterminer Ker (T = %Id).

Soit f € C°(R,R). Alors, le théoréeme fondamental de Uintégration assure que F: (x = foxf(t)dt) est la primitive de f
qui s’annule en 0. Donc F est de classe C'sur R. Alors (x o ?) estde classe Clsur R*. Donc T(f) estde classe

ClsurR*etvx # 0, T(f) (x) = P _F&) _ @ _ @donc xT(f) (x) + T(f)(x) = f(x).Ainsi, T(f) est solution

x x2 x

sur R" de ’équation différentielle : xy’ + y = f(x).
vx % 0,T(f)(x) = “2 = @;ﬁ F'(0) = £(0) = T(f)(0). Donc T(f) est continue en 0.

car F est dérivable en 0
T est linéaire d’apres la partie précédente et Vf € C°(R,R), T(f) est dérivable donc continue sur R*et T(f) est
continue en 0 donc T(f) est continue sur R. Ainsi, T définit un endomorphisme sur C°(R, R).
La fonction (x » |x — 1|) est continue sur R, dérivable sur R\{1} mais n’est pas dérivable en 1. Or, toute image par T
est dérivable sur R* donc en 1. Par conséquent, la fonction (x — |x — 1|) n’est pas une image par T i.e. n’a pas
d’antécédent par T. Donc, T n’est pas surjective de C°(R,R) sur C°(R,R).
T étant linéaire, étudions son noyau pour étudier son injectivité :
Soit f € C°(R,R). D’apres 1.,Vx = 0, xT(f)' (x) + T(F)(x) = f(x).
Donc, T(f) =0 =>Vx#0,xx0+ 0=f(x) >Vx#0,f(x)=0 = Vx € R, f(x) = 0. Donc, Ker(f) = {0}.

car f est
continue en 0

Ker (T =21d) = {f € CO(R,R)/ T(f) =3 f}={f € CORR)/ Vx # 0,2 [ f(t)dt =2 f(x) et f(0) =2 £ (0)}
Ker (T —21d)={f € CO(RR)/ vx # 0,2 [ f(t)dt = 2 £ (x) et £(0) = 0)}.

Soit f € C°(R,R) tel que f(0) = 0 et F sa primitive qui s’annule en 0.

vx # 0, [ f()dt = f(x) & Vx # 0,~F(x) = 5 F'(x)

S Vx#0,F(x) -2 F(x) =0

< 3(ky, k) € R?2/Vx > 0,F(x) = kyx?et Vx < 0,F(x) = k,x?(et F(0) = 0) « une telle F est dérivable sur R
S 3(ky, k) €ERZ/Vx >0, f(x) = 2k x et Vx <0, f(x) = 2k,x (et £(0) = 0) « une telle f est continue sur R
< 3(ay,a,) ERZ/Vx >0, f(x) = ayx et Vx <0, f(x) = ax (et £(0) =0)

R-> R R—->R 1
H . i . i 0 - —
Soitu: (x - {x six = 0) et v: (x o {0 Six = 0) .Alors u et v sontdans C°(R,R) et Ker (T zld)—vect(u,v).

De plus (u,v) estlibre car au + bv = 0 = Vx, au(x) + bv(x) = 0 = {

0six<0 xsix <0
a=0(pourx=1)

b=0(pourx=-1)

Donc (u,v) est une base de Ker (T = ;Id).



