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TD 19
Applications linéaires.

Ex 1 Sont-elles linéaires ? Si oui, trouver une base du noyau et une base de I'image.

f définie sur R[X] par : f(P) = P(2)P'(1).

u définie sur C1(R, C)par : u(f) = f' + 2f.

u définie sur M, (Q)par : u(M) = det (M).

Soit D = diag(a, b) ou a et b complexes fixés et u définie sur M,(C) par: u(M) = DMT.
¥ définie sur R?par : ¥((x,y)) = (x — 3y,2x2 — y).

f définie sur R[X] par : f(P) = P+ XP' + 1.

f définie sur R[X] par : f(P) = P + P'(1)X.

u définie sur C2(R, C)par : u(f) = 2f(0)f".

Y définie sur R* par : lI’((x, Y, 2, t)) =4y —x+t.
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Ex 2 Montrer que f est linéaire et déterminer Kerf, Imfetrgf. f est-elle injective ? surjective ? f est-elle un
automorphisme ? un isomorphisme ?
Soit @ : CO(R,R) » CY(R,R) par: ¢(f) = g telle que Vx € R, g(x) = fox tf (t)dt.
Soit £ = {u € RN/ u convergente} et ¢ définie sur E par: ¢((up)nen) = lirP Up.
n—-+oo
Soit ¢ définie sur R[X] par : @(P) = P'(2) + 4P®)(2).
Soit A = (i _31) et @ application définie sur M2(R) par: (X)) = AX — XA.
Soit ¢ application définie sur Mn(R) par : @ (M) = tr(M).
Soit ¢ application définie sur M3(R) par: (M) = M — tr(M)I .
Soit ¢ application définie sur Ma(R) par: 9(M) =M — MT .
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Ex 3 1.Soit E un K-e-v de dimension 3 rapporté a une base (€1, €3,€3,) etu €L (E) telle que :
u(ér) = 48y — 285 — 483,u(@s) = —ép — 6 + &3 et u(é3) = 56p — é3 — 583.

a. Déterminer le rang de u.

b. Ker(u) et Im(u) sont ils supplémentaires dans E ?

c. Ker(u?) et Im(u?) sontils supplémentaires dans E ?

2. Soit ¢ I'’endomorphisme de R3 canoniquement associé a | la matrice carrée d’ordre 3 dont tous les coefficients valent 1.
a. Montrer que ker(f) @ Im(f) = R3.
b. Soit p la projection sur Kerf et parallelement a Imf et q la projection associée. Déterminer p(x,y,z) et q(x,y, z).

Ex4

1. Déterminer I'unique forme linéaire sur R3telle que: f((l,l,l)) = O,f((Z,O,l)) =1let f((1,2,3)) =4,

3. Trouver un endomorphisme de R3 dont le noyau est vect((l,0,0), (1,1,1).

4. Soit H = {(x,y,z,t) € R*/x = y = z = t}. Existe-t-il des applications linéaires de R* dans R? dont le noyau est H ?

Ex 5 Soit u définie sur Ry[X] par : u(P) = P + (1 - X)P'.

1. Montrer que u est un endomorphisme de R;[X]..

2. Montrer que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires dans R;[X]-.

3. Calculer u*(P). Montrer que Im(u) = Im(u?).

4. Déterminer s(A + bX + cX? 4+ dX?) ou s est la symétrie par rapport 3 Im(w) et parallélement 3 Ker(w).

Ex 6 Soit u définie par :¥P € R, [X], u(P) = P(X +1) + P(X — 1) — 2P(X).

1. Montrerque u € ~ (R,[X]).

2. Déterminer une base de Im(u) et une base de Ker(u).

3. Soit Q € Im(u). Démontrer qu'il existe un unique polynéme P € R, [X] tel que : u(P) = Q et P(0) = P’(0) = 0.

Ex 7 Pour tout polynéme P, ¢(P)(X) = (X2 — 1)P"(X) — 2XP'(X).

Montrer que I’on définit ainsi un endomorphisme ¢ de R[X].

Pour tout P dans R[X], déterminer le degré de ¢(P) en fonction de celui de P .

En déduire que ¢ n’est ni injective ni surjective de R[X]sur R[X] .

Justifier que @ induit un endomorphisme sur R, [X] noté g . g est-il un automorphisme ?

Déterminer I'image et le noyau de g .

Montrer que g — Aid est un automorphisme de R, [X], sauf pour un nombre fini de valeurs de A que I'on précisera
(comment appelle t-ton ces valeurs ?).

7. Pour ces valeurs particuliéres, déterminer le noyau de g — Aid.
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Ex 8 Soit B = (e;,€5,..,8,) une base de E
1. Montrer que @: E* —» K™ définie par: ¢ (f) = (f(e1), f(€3),.., f(en)) est un isomorphisme. Qu’en déduit-on sur E*?
2. Pourtout k € [1,n] e,* I'application définie sur E par : e;(X) = la composante de X selone, dans B.

Montrer que (e7, e3,.., ;) est une base de E™.
P(t)

3. Ici E = R,_{[X]. On considére n réels ay, ..., a,_4 et f la forme linéaire sur E définie par: f(P) = f—11m .

Montrer que 3(4g, 44,..,4,_1) € R*/ VP € R,,_1[X], f(P) = AyP(ay) + 11P(a))+.. +1,,_1P(a,_1)-

Ex 9Soit F et G deux ss-e-vde E . Soit ¢: F X G - E telle que : 9((X,7)) = ¥ + ¥ . Montrer que ¢ est linéaire . Décrire son
noyau et son image. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit injective puis surjective puis bijective.

Ex 10 Soit f €L (E) . Soit a et b deux scalaires distincts.

1. Montrer que : Kerf=Kerf* < Imfn kerf = {5}

2. Montrer que : Imf?*=Imf < Imf + Kerf = E.

3. Démontrer que Ker(f — a.id) et Ker(f — b.id) sont stables par f et en somme directe.

Ex 11 Soitf €L (E) tel qu’il existe un entier naturel p tel que fP"1#0etfP =0.
1. Soitx € E tel que fP~1(X) # 0. Montrer que : B =(%, f (), f2(2), ..., fP~1())est libre.
2. SiE est de dimension finie n ,comparern et p .Quedirede B sip=n?

Ex12 Soit f € ~ (E) telle que f2 + 6f — 7id; = O
1. Montrer que f est un automorphisme de E et déterminer f~ten fonction de f et id.
2. Montrer que :(f — id) o (f + 7id) = 0.En déduire que Im(f — id) < Ker(f + 7id)et Im(f + 7id) < Ker(f — id).
3. Démontrer enfin que Ker(f + 7id) @ Ker(f —id) =E.
4. Montrer que Ker(f + 7id) et Ker(f — id) sont stables par f . On note h et g les endomorphismes induits par f sur
respectivement Ker(f + 7id) et Ker(f — id).Reconnaitre g et h .
5. Soit p la projection sur Ker(f + 7id) et parallélementa Ker(f — id) et q I'autre projection associée.
a. Montrerque f = =7p + q.
b. En déduire que f* = (=7)"p +q.

Ex 13 Soit f un endomorphisme d'un K-e-v E tel que f3 = f. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

Ex 14 Soit f € ~ (E).
1. Montrer quessi F et G sont deux ss-e-v de E stables par f alors F + G et F N G sont stables f.
2. Montrer que si g est un endomorphisme de E tel que f o g = g o f alors Ker(g) et Im(g) sont stables par f .

Ex 15 Soit f € E* telle que f non nulle.
1. Montrer que f est surjective.
2. Soitd € E\Ker(f). Montrer que Ker(f) @ vect(a) = E . Que peut-on alors dire de Ker(f) ?

Ex 16 Soit (u,v) €L (E)?telle que : v o u = idg . Montrer que E = Ker(v) @ Im(u).

Ex 17 Soit u et v deux endomorphismes d’un K-e-v E de dimension finie n.
1. Soit B = (ej,e,..,€,) une base de E. Montrer que : u # 0 & 3i, € {1, ...,n}/u(e_m’) # 0.
2. Montrer que:

e rglu+t+v)<rg)+rg).

o rgw) —rgWI <rg(u—w).

Ex 18 Soit E de dimension finie n . Soit (1, v) €L (E)2.

1. Onsupposeicique : E = Im(u) + Im(v) = Ker(u) + Ker(v).Montrer que ces deux sommes sont directes.

2. Montrer que Im(u) = Ker(u) © u? = 0 et 2rg(u) = n.

3. Onsuppose ici que u® + 2u = 0 . Montrer que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires dans E et que u induit un
automorphisme sur Im(u).

Im(w?) = Im(w)
4. On suppose que rg(u?) = rg(u). Montrer que : < Ker(u?) = Ker(u) .
Im(u) @ Ker(u) = E
Ex 19 Soit E de dimension finie n.
a. Montrer que les suites (Im(u¥)) ey et (Ker(uk)),ey sont stationnaires.
b. Soit p le plus petit entier tel que Im(u?r) =Im(ur*!). Montrer que Vk > p, Im(uk) =Im(ur) et Ker(u¥) =Ker(u?).
c. Montrer que Im(u?) @ Ker(ur) = E.




Ex 20 Soit E un C -espace vectoriel. On étudie sur des cas particuliers les solutions de I’équation

(eq): (f +idg)?™ =id ou f € L(E) est I'inconnue.

Déterminer les homothéties vectorielles sur E qui sont solutions de (eq)

Soit s une symétrie. Exprimer(s + id)?" — id fonction de s et idg. En déduire les symétries solutions de (eq).
Déterminer les projections vectorielles de E solutions de (eq).

Ex 21 Soit E un K-e-v et u un vecteur de E et p un projecteur et s une involution dans E .
1. Résoudre I’équation x + p(x) = u d’inconnue x élément de E .
2. Résoudre I’équation x + s(x) = u d’inconnue x élément de E .

Ex 22 Soit p et g deux projecteurs d’un K-e-v E pas forcément associés tels que Im(p) = Im(q)et gep =poq

Montrer que p = q.
Ex 23 Soit n € N\{0,1}et f : R, [X] » R**! telle que: f(P) = (P(O),P’(O),..,P(")(O)). Montrer que f est un isomorphisme
et préciser f 1.

Ex 24 Soit f et g deux endomorphismes d’un K-e-v E tels que : f o g = idg. Montrer que Ker(f) = Ker(g ° f) et Im(f) =
Im(g -~ f).

Quelques problemes :

Ex 25 On note ¢“ le R-e-v des fonctions continues sur R et a valeurs dans R.
Pourtout f € “, on note U(f) , I'application de R dans R, définie par: Vx € R, U(f)(x) = f;_1f(t)dt-

1. Soit f € 7, T-périodique. Montrer que Va € R, f;HTf(t)dt = fon(t)dt.
2. Soit f une fonction dérivable sur R.
a) Montrer quesi f est T-périodique alors f’ I’est aussi .
b) Justifier que la réciproque est fausse.

3. Montrer que pour tout f € ¢ , U(f) est de classe C* sur R et calculer sa dérivée.

4. Montrer que U: ( )est un endomorphisme de .

-
feUlf)
Soient n € N\{0} .On note E,, , 'ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n et
0= (for fu for-» f2) OU fi: (& > t¥) est la base canonique de E,,.

5.1 Montrer que U induit un endomorphisme sur E,, noté U,,.

L4

5.2 Montrer que U, est un automorphisme de E,,.
6. Justifier que silI'élément fde “ est dans Ker(U) alors

M Jf, f@®dt=0.

(i) f est 1 — périodique.
7. At-onKer(U) ={f € ¢ /f est1 —périodique et folf(t)dt = 0}?
8. Donner explicitement une fonction non nulle et élément de KerU et en donner une représentation graphique sur [—1,2].
9. L’endomorphisme U est -il surjectif ?

10. Soit a un réel non nul et £, la fonction définie sur R par : f,(t) = e®.
10.1Déterminer F, = U(f,).

xX_
10.2Dresser le tableau des variations de g: (x = 671)

10.3En déduire que pour tout réel A strictement positif, il existe une fonction f non nulle telle que U(f) = Af.

Ex 26 Soit I'application A définie sur R[X] par: A(P) = P(X + 1) — P(X).

Montrer que si (B,)est une suite de polynémes telle que: ¥n, deg (B,) = n alors (B,)ney €St une base de R[X].
Montrer que A est un endomorphisme de R[X].

Déterminer Ker(A) et Im(A).

Montrer qu’il existe une et une seule famille (H,,),en telle que : Hy = 1 et ¥n € N*,A(H,) = H,,_; et H,(0) = 0.
Montrer que (H,, ) eyest une base de R[X].

Soitp € Net P € R,[X]. Montrer que P = ¥ _ (A™(P))(0)H, .

Montrer que : A*(P) = Y1_,(—1)"* (Z) P(X + k) puis (A™P)(0) = Xr_,(—1)"Fk (Z) P(k).
Montrer que ¥Yn € N, H,, = %X(X - DX -2)..X—-n+1).
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Ex27 Soit ¥ I'application qui, & une fonction f, associe sa dérivéef”.

1.
2.

Montrer que ¥ est un endomorphisme de C* (R, R).
Est-ce un automorphisme de C* (R, R) ?

Soit E L’ensemble des fonctions de la forme (x - P(x) cos(x) + Q(x)sin (x))ou P et Q sont deux polyndmes de Ry[X] .

3.
4.
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Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C* (R, R).

Montrer que B = (f3, f5, f3, f4) est une base de E.

ou fi: (x » sin(x)) fo: (x » xsin(x)) fz: (x » cos(x)) et fi: (x » xcos(x)).

Montrer que E est stable par . On note D I'endomorphisme de E induit par ¥. On note Id; I'application identité sur E.
Déterminer Ker (D). En déduire que D est un automorphisme de E .

Déterminer, selon les valeurs du réel A, le rang de D? — Aldj,.

Déterminer une base et la dimension du noyau et de I'image de D? + Idj.

En déduire que D* + 2D? + Idj est I'application nuIIe deE.

Retrouver alors que D est bijective et calculer D~! en fonction de D.

On note V le sous-espace de ~ (E) engendré par Id; et D2

11.
12.
13.
14.
15.
16.

Vérifier que V est stable par composition.

Montrer que les éléments de V bijectifs sont les éléments de la forme : aldy + f D? tel que a et f scalaires distincts.
Résoudre dans R I'équation différentielle : y” +y =

Déterminer le noyau de ¥? + Id.

Montrer que E est le noyau de (¥ + Idy)>.

Conclure que E est exactement I'ensemble des solutions de I’équation différentielle : y* + 2y +y =0



COURS :
Une application linéaire de E dans F est une application ... ...... ... ... .QUi VErifie 1 ... ..o oo e i dOU it e e et e e e e e e e
.Onnote ... ... ... ... ... 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Un endomorphisme de E estune ......... ... o oo o o e e e v e e, ON NOTE e I’'ensemble des endomorphismes de E.

Un isomorphisme de E SUI F €St c..ccccceceuiieiceiiiiicieecie s cecsenenasenes P T 1 Lo ] =T I’ensemble des isomorphismes de E.

Un automorphisme de E €St ....coccoveeeineiincnrniiinsiecccicinnenns 7 I (S oo I’'ensemble des automorphismes de E.

Une forme linéaire sur E est une ... I’'ensemble des formes linéaires sur E.

SiB = (e;)ies est une base de E et F = (f;);esest une famille de vecteurs de F alors il €XiSte ......ccccccevccuvenns A2 (EAE) Kol CERmm——————————
SIE=E @ E;,uy € L(E,F)etuy € L(Ey F). Alorsil existe .......ccoouvvuuvuievee. AER Y () R ellClq lIc] R ——

Soitu €L (E,F)
V(aq, .o, @) € K™V (X4, ..., Xm) € E™ u(@) = et U @) =
et rg(u) = oo

Ker(u) = .......c.cc. .. .estun ... et Im(u) =

Si B = (e;)ies est une base de E alors Im(u) = =+ e cev . o

rgw) < et TgUOV) S

rg(w) =rg(uev) =rg(wou) dés que ....ccccceevecrne

Si H estunss-e-vde E alors f(H) = ..cooviniiiniiciicncnns (X AT 1 Siu € Isom(E,F)alorsdimf( H) = -+ ...
SiG estunss-e-vde Falors f 1(G) = ccooeccireivcccnreicennnes €SE UN oo Siu € Isom(E, F) alors dimf ' (G) = - ...

Soitu €L (E) et Hunss-e-vde E. H est stableparu & ... ... ... ...... Alors uy: (32.—:) ) est 'endomorphisme de H induit par u.
Soitu €L (E,F).

u est injective ©Ker(u) = - = [(e))icrbasede E = - .........] e rg(u) = ...
valable si valable si
E posséde une base E est de dim finie
u est surjective ©Im(u) = -+ ... ... e [(e;)icy basede E = - ...... ... ]. e rg(u) = ...
valable si valable si
E posséde une base F estde dim finie

Ker(u) = ---..

u est isomorphisme ©3v €F (F,E)/ . ucv =idpetvou = ldEcb{ Im(u) = - .

o [edebasedeE 5] @ { festdenn
valable si valable si
E posséde une base E est de dim finie
E et F sont isomorphes & -« ... ... oo v veece e cve e e v e = dim(E) = -+ .. ..
Sidim(E) = dim(F) < +o etu E;(E,F) alors : u estisomorphisme&u.......cccceecuee. 2 L W () I
Soitu € L(E,F).
Im(u) estisomorphe a .....cccccceeuvcvcecncee
SiEestde .ooooinincnicnccns alors dim(Ker(u)) F o= e e (théoréme du rang).
Si b € Im(w) alors |es VECLUrS £ tels QUE W(X) = B SONT woovvivoivoooeooee oot et
Si (u,v) EL (E, F)? et (a,b) € K?alors, (au + bV) . E.evvevevvecercrrree
Siu€L (E,F) etv€ f(F,G) alors voue€ .........etf[veu=0& .. .............JetKer(u).. et Im(v)

Si (u,v) €L (E,F)?>,w €L (F,G) etz€L (G,E)et(ab,c) EK3 (au+bv) = oot (@U+bv)oCczZ=""coceoereee e en.
L (E,F)est .ccorrrue F(E,F)

Siu € Isom (E,F) alors

Soit (u, v) €L (E)? et (a,b) € K?.

au+bv € - ... .. etVoUE . .ne. .
ul = etVneN Ut = . .. ......= .
0 090 090 500 00
n fois

u est nilpotent d’indice p lorsque ... ... ... ... ... oo .

SiP =Y oaX¥alors P(w) = oo oo

Sinov=voualorsVneN,(u+v)* = .................. et Vn € N",u" —p" = ---
Ker(u) = ---..

ue€ GL(E)(:){ _ = [(e))ic;basede E = -+ ................]ulE
Im(u) = ... valable si

E posséde une base

u € GL(E) e U.oo. . e Uu.... e rg(u) = - ..
valable si valable si valable si

E est de dim finie E est de dim finie E est de dim finie



