CORRIGE Ex27TD 19
Ex27 Soit ¥ 'application qui, & une fonction f, associe sa dérivéef'.
1. Montrer que W est un endomorphisme de F = C®(R, R).
2. Est-ce un automorphisme de C*(R,R) ?

Soit E L’ensemble des fonctions de la forme (x ~ P(x) cos(x) + Q(x)sin (x))ou P et Q sont deux polynémes de Ry[X] .

3. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C” (R, R).

4. Montrerque B = (fy, f>, f3, fa) estune base de E.

ol fi: (x b sin(x)) fa: (x » xsin(x)) fz: (x = cos(x)) et fy: (x = xcos(x)).

Montrer que E est stable par Y. On note D ’endomorphisme de E induit par ¥. On note Idg application identité sur E.

Montrer que D est un automorphisme de E .

Déterminer, selon les valeurs du réel A, le rang de D? — Aldg.

Déterminer une base et la dimension du noyau et de l'image de D? + Id.

9. Endéduire que D* + 2D? + Idj est ’application nulle de E.

10. Retrouver alors que D est bijective et calculer D=1 en fonction de D.

On note V le sous-espace de / (E) engendré par Idy et D.

11. Déterminerla dimension de V.

12. Veérifier que V est stable par composition.

13. Montrer que les éléments de V' bijectifs sont les éléments de la forme : aldy + B D? tel que a et B réels distincts.

14. Résoudre dans R 'équation différentielle : y” +y = 0.

15. Déterminer le noyau de Y2 + Idp.

16. Montrer que E est le noyau de (W2 + Idp)2.

17. Conclure que E est exactement 'ensemble des solutions de 'équation différentielle : y® + 2y@ +y = 0.

1. VfeC®RR),f" € C®(R R).Soit (f,g) € C*(R,R)? et a, et b réels , ¥ (af + bf) = (af + bg)' = af’ + bg'f) = a¥(f) +
bY¥(g). Ainsi, ¥ est un endomorphisme de C* (R, R).

2. Non, ¥ n’est pas un automorphisme de C® (R, R) car ¥(0) = ¥(1) = 0 donc ¥ n’es pas injective.

3. E= {(x = P(x) cos(x) + 0(x) sin(x))/ P,Q e Rq[X]}={ (x » (ax + b) cos(x) + (cx + d) sin(x))/a, b, ¢, d réels}

E ={af, +bfz+ cf, +dfi/a,b,c,dréels}. Ainsi, E = vect(fy, f2, f3, fa). Comme (fi, f2, f3, f4) est une famille de vecteurs de

C”(R,R),E est le ss-e-vde C*(R,R) engendré par (f1, f2, f3, fa)-

4. Montrons que (fi, f2, f3, fa) est libre : Soit a, b, ¢, d réels tels que af; + bf, + cf3 + df,=0.

Alors, Vx € R, asin (x) + bxsin(x) + ccos(x) + dxcos(x) = 0.

En particulier pour x = 0, ¢ = 0.Puis pourx =, —c — dn = 0 donc d = 0. Puis pourx = g puis x = —g,a + bg= Oet—a+ bg =

0docna = b = 0.Ainsi, (f1, f2, fs, f4) est libre et est une base de E. J’en déduis que dim(E) = 4.

5. Soitf unélémentdeE. Alorsilexistea, b, cetd réelstelsque: f = (af; + bf, + cf3 + dfy).

¥ étantlinéaire, ¥ (afy + bfy + cfs + dfy) = a¥P(f1) + bY(f2) + c¥ (f3) + d¥ (fo).

on¥(f1) =f3,¥Y(f2) = i+ fu ¥ (fz) = —fret ¥(fa) = —f2 + f3. Donc, ¥ (f1), ¥ (f2), ¥ (f3) et ¥(fy) sontdans E.
Comme E est stable par combinaison linéaire, , ¥ (af; + bf, + cfs + dfy) = a¥(fy) + b¥(f2) + c¥(f3) + d¥(f1).€ E. V’en conclus que
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E est stable par ¥. Par conséquent D: (f :f') est ’endomorphisme de E induit par ¥ .
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6. 1°°méthode matricielle: M = matzD = 10 0 1 M~ 10 0 0 .DoncrgM = 4. Donc M est inversible et ainsiD est
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un automorphisme de E.
7. 2°m méthode par le noyau : Ker(D) contient la fonction nulle w car D (w) = @' = w. Soit f un élémentde E. Alorsilexiste a, b, c et d
réelstelsque: f = (afy + bfy + cfs + dfy) et ¥(f) = w.
Y étantlinéaire, ¥ (f) = Y(afy + bfy + cfs + dfy) = a¥?(f1) + DY (f2) + cP(f3) + d¥Y(fy) = afs + bfy + bfy — cfi—df, + dfs.
Alors, (a+d)fs + (b —¢)f; + bfy—df, = w. Comme Best libre, nécessairement,a+d =b—c=b=—d =0etparsuite,a=b=c=
d = 0. Ainsi, Ker(D) = {w}. D est donc injective. Comme E est de dimension finie et d est un endomorphisme de E, Uinjectivité de D
suffit a conclure que ainsi D est un automorphisme de E.
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triangulaire inférieure
Si A= —1alorsrgD? — Aldg = 1 car M? — Al,ne contient qu’une colonne non nulle.
SiA # —1lalorsrgD? — Aldy = 4. Car M? — Al est triangulaire avec aucun coeff. de la diagonale nul.
9. rgD? + Idg = 1. Donc le théoréme du rang assure que dim Ker(D? + Idg) = 3.
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extraite de la famille libre B , est libre aussi et maximale dans Ker(D? + Idg). Ainsi, ( f1, f3, f2) €st une base de Ker (D? + Idg).
De plus, (D% + Idg)(f,) = 2f; donc (D? + Idg) (%fz) = f;3 . Ainsi, f3 € Im(D? + Idg). Comme f3 est non nul, (f3 ) est libre et maximale
dans Im(D? + Idg).Ainsi (f3 ) est une base de Im(D? + Idg).
10. Comme f3 € Ker(D? + Idg),vect(f;) = Im(D? + 1dg) c Ker(D? + Idg) (car Ker(D? + Idg) est table par c.l.).)’en déduis que
que (D? + Idg) o (D? + 1dg) = 0 ce quidonne : D* + 2D% + Idg = 0.
Rque : on aurait pu démontrer ce résultat matriciellement en prouvant, par le calcul, que M* + 2M? + Idg = 0.
11. Alors, (=D3 —2DY) oD =1Idg = D o (—D3 — 2D'). Donc D bijectifet D=t = (=D3 — 2D1).

De plus, matgD? + Idg = M?> + 1, = .Donc, fi, fs, f4 sont éléments de Ker(D? + Idg). De pkus, la famille, (f1, f3, fa) étant



12. V = vect(D?,id). Comme D> et id sont des éléments de de ~/ (E),V estun ss-e-vde  (E), est le ss-e-vde  (E) engendré par D?
etldg. De plus, D? et Idg ne sont pas colinéaires puisque M? et I, ne le sont pas ; ainsi, (D?,id) est une base de V. Donc dimV =
2.

13. (aD? + bidg) o (a'D? + b'idg) = aa'D* + (ab’ + a'b)D? + bb'idg = ad'(idg — 2D?) + (ab’ + a’b)D?* + bb'idy

= (—2aa’+ ab' + a’b)D?* + (aa’ + bb")id € V. Donc V est stable par composition.

14. Soitu = aD? + bidg € V.

—a+b 0 0 0
matgu = aM? + bl, = 8 —at b _a0+ A 0 |.Et det(aM? +b1,) = (b — a)*. Donc
0 0 0 —a+bh

Alors, u bijective < aM? + bl, inversible < det(aM? + bl,) # 0 & b # a.

Ainsi, les éléments bijectifs de V sont les endomorphismes aD? + bidg tq b # a.

15. Les solutions de y” + y = 0 sont toutes les fonctions de la forme acos + Bsin tq a, § réels . Ce sont donc toutes les combinaisons
linéaires de f; et f3. Toutes les solutions de cette équation différentielles sont dans F = C* (R, R).

16. Soitf € F.

fEKer(W? +1dp) & f" + f =0 f € vect(f, f5). Ainsi, Ker(? + Idg) = vect(fy, f3).

17. Soitf € F.

f € Ker((W? +1dp)?) & (p* + 2% + 1dp)(f) = 0 & 2 + 1dp) (@? + 1dp) (f)) =0 & @2 + 1dp)(f) € Ker(y? + Idg)

& (Y* + 1dp)(f) € vect(fy, f3).

©3(a,p) ER*/f"+f=afy +Bfs.

< 3(a, B) ER?/Vx ER, f"(x) + f(x) = asin (x) + B cos (x)

Sol(edl2H) = vect(fy, f3)-

Solution particuliere ?

Cherchons une solution particuliere de (edl2)de la forme g: (x = (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x)) tq 4, B, C, D réels a déterminer.

Vx € R, g"(x) + g(x) = asin(x) + B cos(x)
&Vx ER, (24— D — Cx) cos(x) — (2C + B + Ax) sin(x) + (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x) = a sin(x) + B cos(x)
©Vx €ER, (24— B)cos(x) — (2C + a)sin(x) =0
car la famille

(cos,sinleistlibre 24 — ﬁ -0 A= %[;

= =
20+a=0"|c=1q4
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différentielle (edi2). Ainsi, les solutions de (ed[2) sont toutes les fonctions de la forme (x +— (%ﬁx + k) sin(x) + G ax + k’) cos(x)) tq
k et k' réels .

Alors, f € Ker((¥? + 1dp)?) © 3(a, B) € R?eta(k, k') € R?/Vx ER, f(x) = Gﬁx + k) sin(x) + (% ax + k’) cos(x)

= 3(a,B") € R?eta(k, k') € R?/Vx € R, f(x) = (B'x + k) sin(x) + (a'x + k') cos(x)

o f € vect(fy, f2, f3, fa)-

Ainsi, Ker (2 + Idg)*) = vect(fi, f2, f3,f2) = E.

18. Tout d’abord , on montre facilement par récurrence qu’une solution de (edl4) = f® + 2f@ + f = 0 est de classe C®sur R.
Soitf EF.fW +2f@D 4 f = 0. (Y*+ 2¢2 +1dp)(f) = 0 & f € Ker (Y2 + Idp)?). Donc, Ker (Y2 + Idp)?) est 'ensemble des
solutions de (edl4) . Alors d’aprés la question précédente, je peux conclure que E est exactement 'ensemble des solutions de f(4) +
2f@ + f = 0. Ainsi, Sol(edl4) = vect(fi, f>,fs.fu) = E

.Donc, g: (x = Gﬁx) sin(x) + (% ax) cos(x)) est une solution particuliére de notre équation



