
CORRIGE Ex 27 TD 19  
Ex27 Soit 𝛹 l’application qui, à une fonction 𝑓, associe sa dérivée𝑓′. 
1. Montrer que  est un endomorphisme de 𝐹 = 𝐶∞(ℝ,ℝ). 
2. Est-ce un automorphisme de 𝐶∞(ℝ,ℝ) ? 
Soit  𝐸 L’ensemble des fonctions de la forme (𝑥 ↦ 𝑃̃(𝑥) cos(𝑥) + 𝑄̃(𝑥)sin (𝑥))où 𝑃 𝑒𝑡 𝑄 sont deux polynômes de ℝ𝟏[𝑋] .  
3. Montrer que 𝐸 est un sous-espace vectoriel de 𝐶∞(ℝ,ℝ). 
4. Montrer que 𝐵 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) est une base de 𝐸. 

où 𝑓1: (𝑥 ↦ 𝑠𝑖𝑛(𝑥)) 𝑓2: (𝑥 ↦ 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥)) 𝑓3: (𝑥 ↦ cos(𝑥)) 𝑒𝑡  𝑓4: (𝑥 ↦ 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥)) . 
5. Montrer que 𝐸 est stable par  . On note 𝐷 l’endomorphisme de 𝐸 induit par 𝛹.  On note 𝐼𝑑𝐸  l’application identité sur 𝐸. 
6. Montrer que 𝐷 est un automorphisme de 𝐸 . 
7. Déterminer, selon les valeurs du réel  , le rang de 𝐷² − 𝐼𝑑𝐸. 
8. Déterminer une base et la dimension du noyau et de l’image de 𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸 . 
9. En déduire que 𝐷4 + 2𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸  est l’application nulle de 𝐸. 
10. Retrouver alors que 𝐷 est bijective et calculer 𝐷−1 en fonction de 𝐷. 
On note 𝑉 le sous-espace de L  (𝐸) engendré par 𝐼𝑑𝐸  et 𝐷2. 
11. Déterminer la dimension de 𝑉.  
12. Vérifier que 𝑉 est stable par composition. 
13. Montrer que les éléments de 𝑉  bijectifs sont les éléments de la forme : 𝛼𝐼𝑑𝐸 + 𝛽 𝐷2 tel que 𝛼 𝑒𝑡 𝛽 réels distincts.  
14. Résoudre dans R l’équation différentielle : 𝑦’’ + 𝑦 =  0. 
15. Déterminer le noyau de 𝛹² + 𝐼𝑑𝐹 . 
16. Montrer que 𝐸 est le noyau de (𝛹² + 𝐼𝑑𝐹)2. 
17. Conclure que 𝐸 est exactement l’ensemble des solutions de l’équation différentielle : 𝑦(4) + 2𝑦(2) + 𝑦 = 0 .  
1. ∀𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ,ℝ), 𝑓′ ∈ 𝐶∞(ℝ,ℝ). Soit  (𝑓, 𝑔) ∈ 𝐶∞(ℝ,ℝ)2 𝑒𝑡 𝑎, 𝑒𝑡 𝑏 𝑟é𝑒𝑙𝑠 ,(af + bf) = (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)′ = 𝑎𝑓′ + 𝑏𝑔′𝑓) = 𝑎(f) +

𝑏(g). Ainsi,  est un endomorphisme de 𝐶∞(ℝ,ℝ).  
2. Non,  n’est pas un automorphisme de 𝐶∞(ℝ,ℝ) car (0) = (1) = 0 donc  n’es pas injective.  
3. 𝐸 = {(𝑥 ↦ 𝑃̃(𝑥) cos(𝑥) + 𝑄̃(𝑥) sin(𝑥))/ 𝑃 , 𝑄 ∈ ℝ𝟏[𝑋]}={ (𝑥 ↦ (𝑎𝑥 + 𝑏) cos(𝑥) + (𝑐𝑥 + 𝑑) sin(𝑥))/𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 réels} 
𝐸 = {𝑎𝑓4 + 𝑏𝑓3 + 𝑐𝑓2 + 𝑑𝑓1/𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 réels }.  Ainsi, 𝐸 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4). Comme (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) est une famille de vecteurs de 
𝐶∞(ℝ,ℝ), 𝐸 est le ss-e-v de 𝐶∞(ℝ,ℝ) engendré par (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4).  
4. Montrons que (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) est libre : Soit 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 réels  tels que 𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3 + 𝑑𝑓4=0.  
Alors, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑎𝑠𝑖𝑛 (𝑥) + 𝑏𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑑𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 0.  
En particulier pour 𝑥 = 0, 𝑐 = 0.Puis pour 𝑥 = 𝜋,−𝑐 − 𝑑𝜋 = 0 donc 𝑑 = 0. Puis pour 𝑥 = 𝜋
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0 docn 𝑎 = 𝑏 = 0. Ainsi, (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) est libre et est une base de 𝐸. J’en déduis que dim(𝐸) = 4.  
5. Soit 𝑓 un élément de E. Alors il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 réels tels que :  𝑓 = (𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3 + 𝑑𝑓4).  
 𝛹 étant linéaire, 𝛹(𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3 + 𝑑𝑓4) = 𝑎𝛹(𝑓1) + 𝑏𝛹(𝑓2) + 𝑐𝛹(𝑓3) + 𝑑𝛹(𝑓4).  
Or, 𝛹(𝑓1) = 𝑓3 , 𝛹(𝑓2) = 𝑓1 + 𝑓4, 𝛹(𝑓3) = −𝑓1 𝑒𝑡 𝛹(𝑓4) = −𝑓2 + 𝑓3. Donc, 𝛹(𝑓1),𝛹(𝑓2),𝛹(𝑓3) 𝑒𝑡 𝛹(𝑓4) sont dans 𝐸.  
Comme 𝐸 est stable par combinaison linéaire, , 𝛹(𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3 + 𝑑𝑓4) = 𝑎𝛹(𝑓1) + 𝑏𝛹(𝑓2) + 𝑐𝛹(𝑓3) + 𝑑𝛹(𝑓4).∈ 𝐸. J’en conclus que 

𝐸 est stable par 𝛹. Par conséquent 𝐷: (
𝐸 → 𝐸
𝑓 ↦ 𝑓′

) est l’endomorphisme de 𝐸 induit par 𝛹 . 

6. 1ère méthode matricielle :  𝑀 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝐷 = (
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). Donc 𝑟𝑔𝑀 = 4. Donc 𝑀 est inversible et ainsi 𝐷 est 

un automorphisme de 𝐸.  
7. 2ème méthode par le noyau : Ker(D) contient la fonction nulle 𝜔 car 𝐷 (𝜔) = 𝜔′ = 𝜔. Soit 𝑓 un élément de 𝐸. Alors il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 

réels tels que :  𝑓 = (𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3 + 𝑑𝑓4) 𝑒𝑡 𝛹(𝑓) = 𝜔. 
 𝛹 étant linéaire, 𝛹(𝑓) = 𝛹(𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2 + 𝑐𝑓3 + 𝑑𝑓4) = 𝑎𝛹(𝑓1) + 𝑏𝛹(𝑓2) + 𝑐𝛹(𝑓3) + 𝑑𝛹(𝑓4) = 𝑎𝑓3 + 𝑏𝑓1 + 𝑏𝑓4 − 𝑐𝑓1−𝑑𝑓2 + 𝑑𝑓3.  
Alors, (𝑎 + 𝑑)𝑓3 + (𝑏 − 𝑐)𝑓1 + 𝑏𝑓4−𝑑𝑓2 = 𝜔. Comme 𝐵est libre, nécessairement, 𝑎 + 𝑑 = 𝑏 − 𝑐 = 𝑏 = −𝑑 = 0 et par suite, 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 =
𝑑 = 0. Ainsi, 𝐾𝑒𝑟(𝐷) = {𝜔}. 𝐷 est donc injective. Comme 𝐸 est de dimension finie et 𝑑 est un endomorphisme de 𝐸, l’injectivité de 𝐷 
suffit à conclure que ainsi 𝐷 est un automorphisme de 𝐸.  

8. 𝑚𝑎𝑡𝐵(𝐷
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2 − 𝜆𝐼4 = (

−1
0
0
0

  

0
−1
2
0

  

0
0
−1
0

  

0
0
0
−1

) − 𝜆𝐼4 = (

−1 − 𝜆
0
0
0

  

0
−1 − 𝜆
2
0

  

0
0

−1 − 𝜆
0

  

0
0
0

−1 − 𝜆

)

⏟                      
triangulaire inférieure

.  

𝑆𝑖 𝜆 = −1 alors 𝑟𝑔𝐷2 − 𝐼𝑑𝐸 = 1 car 𝑀2 − 𝜆𝐼4ne contient qu’une colonne non nulle.  
Si 𝜆 ≠ −1 alors 𝑟𝑔𝐷2 − 𝐼𝑑𝐸 = 4. Car 𝑀2 − 𝜆𝐼4est triangulaire avec aucun coeff. de la diagonale nul.  

9. 𝑟𝑔𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸 = 1. Donc le théorème du rang assure que dim𝐾𝑒𝑟(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸) = 3.  

De plus, 𝑚𝑎𝑡𝐵𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸 = 𝑀2 + 𝐼4 = (
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). Donc, 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4 𝑠𝑜𝑛𝑡 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑒 𝐾𝑒𝑟(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸). De pkus, la famille , (𝑓1, 𝑓3, 𝑓4) étant 

extraite de la famille libre 𝐵 , est libre aussi  et maximale dans 𝐾𝑒𝑟(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸).  Ainsi, ( 𝑓1, 𝑓3, 𝑓4) est une base de 𝐾𝑒𝑟(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸). 

De plus, (𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸)(𝑓2) = 2𝑓3  donc (𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸) (
1

2
𝑓2) = 𝑓3  . Ainsi, 𝑓3 ∈ 𝐼𝑚(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸). Comme 𝑓3 est non nul , (𝑓3 ) est libre et maximale 

dans 𝐼𝑚(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸).Ainsi (𝑓3 ) est une base de 𝐼𝑚(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸).  
10. Comme 𝑓3 ∈  𝐾𝑒𝑟(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸), 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓3) =  𝐼𝑚(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸) ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸) ( 𝑐𝑎𝑟  𝐾𝑒𝑟(𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸) 𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑝𝑎𝑟 𝑐. 𝑙. ). J’en déduis que 

que (𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸) ∘ (𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸) = 0 ce qui donne : 𝐷4 + 2𝐷2 + 𝐼𝑑𝐸 = 0.  
Rque : on aurait pu démontrer ce résultat matriciellement en prouvant, par le calcul,  que 𝑀4 + 2𝑀2 + 𝐼𝑑𝐸 = 0.  

11. Alors, (−𝐷3 − 2𝐷1) ∘ 𝐷 = 𝐼𝑑𝐸 = 𝐷 ∘ (−𝐷3 − 2𝐷1). Donc 𝐷 bijectif et 𝐷−1 = (−𝐷3 − 2𝐷1). 



12. 𝑉 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐷2, 𝑖𝑑). Comme D² et id sont des éléments de de L  (𝐸), V est un ss-e-v de L  (𝐸), est le ss-e-v de L  (𝐸) engendré par 𝐷² 
et 𝐼𝑑𝐸. De plus,  𝐷² et 𝐼𝑑𝐸  ne sont pas colinéaires puisque 𝑀² et 𝐼4 ne le sont pas ;  ainsi, (𝐷2, 𝑖𝑑) est une base de 𝑉. Donc 𝑑𝑖𝑚𝑉 =
2.  

13. (𝑎𝐷2 + 𝑏𝑖𝑑𝐸) ∘ (𝑎′𝐷2 + 𝑏′𝑖𝑑𝐸) = 𝑎𝑎′𝐷4 + (𝑎𝑏′ + 𝑎′𝑏)𝐷² + 𝑏𝑏′𝑖𝑑𝐸 = 𝑎𝑎′(𝑖𝑑𝐸 − 2𝐷2) + (𝑎𝑏′ + 𝑎′𝑏)𝐷² + 𝑏𝑏′𝑖𝑑𝐸  
= (−2𝑎𝑎’+ 𝑎𝑏′ + 𝑎′𝑏)𝐷² + (𝑎𝑎′ + 𝑏𝑏′)𝑖𝑑 ∈ 𝑉.  Donc 𝑉 est stable par composition.  
14. Soit 𝑢 = 𝑎𝐷2 + 𝑏𝑖𝑑𝐸 ∈ 𝑉.  

𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢 = 𝑎𝑀
2 + 𝑏𝐼4 = (
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) . 𝐸𝑡  det(𝑎𝑀2 + 𝑏𝐼4) = (𝑏 − 𝑎)
4. Donc  

Alors, 𝑢 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 ⟺ 𝑎𝑀2 + 𝑏𝐼4 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟺ det(𝑎𝑀2 + 𝑏𝐼4) ≠ 0 ⟺ 𝑏 ≠ 𝑎.  
Ainsi, les éléments bijectifs de 𝑉 sont les endomorphismes 𝑎𝐷2 + 𝑏𝑖𝑑𝐸 𝑡𝑞 𝑏 ≠ 𝑎.  
15. Les solutions de 𝑦’’ + 𝑦 = 0 sont toutes les fonctions de la forme 𝛼𝑐𝑜𝑠 + 𝛽𝑠𝑖𝑛 tq 𝛼, 𝛽 réels . Ce sont donc toutes les combinaisons 

linéaires de 𝑓1 𝑒𝑡 𝑓3. Toutes les solutions de cette équation différentielles sont dans 𝐹 = 𝐶∞(ℝ,ℝ). 
16. Soit 𝑓 ∈ 𝐹.  
𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹) ⟺ 𝑓′′ + 𝑓 = 0⟺ 𝑓 ∈ 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1 , 𝑓3).  Ainsi, 𝐾𝑒𝑟(𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1 , 𝑓3).   
17. Soit 𝑓 ∈ 𝐹.  
𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟((𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)

2) ⟺ (𝜓4 + 2𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)(𝑓) = 0 ⟺ (𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)((𝜓
2 + 𝐼𝑑𝐹) (𝑓)) = 0 ⟺ (𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)(𝑓) ∈  𝐾𝑒𝑟(𝜓

2 + 𝐼𝑑𝐹) 
⟺ (𝜓2+ 𝐼𝑑𝐹)(𝑓) ∈ 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1 , 𝑓3).   
⟺ ∃(𝛼, 𝛽) ∈ ℝ2/𝑓′′ + 𝑓 = 𝛼𝑓1  + 𝛽 𝑓3.   
⟺ ∃(𝛼, 𝛽) ∈ ℝ2/∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝛼sin (𝑥) + 𝛽 cos (𝑥)   
Résolvons l’équation différentielle : (𝑒𝑑𝑙2): 𝑦′′ + 𝑦 = 𝛼 sin(𝑥) + 𝛽 cos(𝑥) 
𝑆𝑜𝑙(𝑒𝑑𝑙2𝐻) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1 , 𝑓3).   
Solution particulière ? 
Cherchons une solution particulière de  (𝑒𝑑𝑙2)de la forme 𝑔: (𝑥 ↦ (𝐴𝑥 + 𝐵) sin(𝑥) + (𝐶𝑥 + 𝐷) cos(𝑥)) tq 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 réels à déterminer.  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔′′(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝛼 sin(𝑥) + 𝛽 cos(𝑥) 
⟺∀𝑥 ∈ ℝ, (2𝐴 − 𝐷 − 𝐶𝑥) cos(𝑥) − (2𝐶 + 𝐵 + 𝐴𝑥) sin(𝑥) + (𝐴𝑥 + 𝐵) sin(𝑥) + (𝐶𝑥 + 𝐷) cos(𝑥) = 𝛼 sin(𝑥) + 𝛽 cos(𝑥)  
⟺∀𝑥 ∈ ℝ, ( 2𝐴 − 𝛽) cos(𝑥) − (2𝐶 + 𝛼) sin(𝑥) = 0 

⟺⏞

𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑓𝑎𝑚𝑖𝑙𝑙𝑒
(𝑐𝑜𝑠,sin)𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒

{
2𝐴 − 𝛽 = 0
2𝐶 + 𝛼 = 0

 ⟺{
𝐴 =

1

2
𝛽

𝐶 =
1

2
𝛼

. Donc, 𝑔: (𝑥 ↦ (
1

2
𝛽𝑥) sin(𝑥) + (

1

2
𝛼𝑥) cos(𝑥)) est une solution particulière de notre équation 

différentielle  (𝑒𝑑𝑙2). Ainsi, les solutions de (𝑒𝑑𝑙2) sont toutes les fonctions de la forme  (𝑥 ↦ (
1

2
𝛽𝑥 + 𝑘) sin(𝑥) + (

1

2
𝛼𝑥 + 𝑘′) cos(𝑥)) tq 

𝑘 et 𝑘′ réels .  

Alors, 𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟((𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)
2) ⟺ ∃(𝛼, 𝛽) ∈ ℝ2𝑒𝑡∃(𝑘, 𝑘′) ∈ ℝ2/∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = (

1

2
𝛽𝑥 + 𝑘) sin(𝑥) + (

1

2
𝛼𝑥 + 𝑘′) cos(𝑥) 

⟺ ∃(𝛼′, 𝛽′) ∈ ℝ2𝑒𝑡∃(𝑘, 𝑘′) ∈ ℝ2/∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = (𝛽′𝑥 + 𝑘) sin(𝑥) + (𝛼′𝑥 + 𝑘′) cos(𝑥) 
⟺ 𝑓 ∈ 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1, 𝑓2 , 𝑓3, 𝑓4).   
Ainsi, 𝐾𝑒𝑟(𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)²) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1, 𝑓2 , 𝑓3, 𝑓4) = 𝐸.   
18. Tout d’abord , on montre facilement par récurrence qu’une solution de (𝑒𝑑𝑙4) =  𝑓(4) + 2𝑓(2) + 𝑓 = 0 est de classe 𝐶∞𝑠𝑢𝑟 ℝ. 
Soit 𝑓 ∈ 𝐹. 𝑓(4) + 2𝑓(2) + 𝑓 = 0.⟺ (𝜓4 + 2𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)(𝑓) = 0 ⟺ 𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟((𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)

2). Donc, 𝐾𝑒𝑟((𝜓2 + 𝐼𝑑𝐹)2) est l’ensemble des 
solutions de (𝑒𝑑𝑙4) . Alors d’après la question précédente , je peux conclure que E est exactement l’ensemble des solutions de  𝑓(4) +
2𝑓(2) + 𝑓 = 0.  Ainsi , 𝑆𝑜𝑙(𝑒𝑑𝑙4) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1, 𝑓2 , 𝑓3, 𝑓4) = 𝐸 

 
 


