
Corrigé Ex 25 TD 19 
On note E  le ℝ-e-v des fonctions continues sur ℝ et à valeurs dans ℝ. 

Pour tout 𝑓 ∈ E , on note 𝑈(𝑓) , l’application de ℝ dans ℝ , définie par : ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑈(𝑓)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

𝑥−1
 

1. Soit 𝑓 ∈ E , 𝑇-périodique. Montrer que ∀𝑎 ∈ ℝ,∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎+𝑇

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0
. 

2. Soit 𝑓 une fonction dérivable sur ℝ. 
a) Montrer que si 𝑓 est 𝑇-périodique alors 𝑓’ l’est aussi . 
b) Justifier que la réciproque est fausse. 

3. Montrer que pour tout 𝑓 ∈ E   , 𝑈(𝑓) est de classe 𝐶1 sur ℝ et calculer sa dérivée. 
4. Montrer que 𝑈 qui à 𝑓 ∈ E    associe 𝑈(𝑓) est un endomorphisme de E. 
5. Soient 𝑛 ∈ ℕ\{0} .On note 𝐸𝑛 , l’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à 𝑛  

et B 𝑛 = ( 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . , 𝑓𝑛) où 𝑓𝑘: (𝑡 ↦ 𝑡𝑘) est la base canonique de 𝐸𝑛  
5.1 Montrer que 𝑈 induit un endomorphisme sur 𝐸𝑛 que l’on note 𝑈𝑛. 
5.2 Ecrire la matrice 𝑀 de 𝑈𝑛 dans B 𝑛. 
5.3 𝑈𝑛 est-il bijectif ?  
5.4 Démontrer que 𝑈𝑛 − 𝑖𝑑𝐸𝑛  est nilpotent.  

5.5 Soit 𝜆 ∈ ℝ. Démontrer que :  𝐾𝑒𝑟(𝑈𝑛 − 𝜆𝑖𝑑𝐸𝑛) ≠ {𝑂} ⟺ 𝜆 = 1.  
6. Justifier que si l’élément 𝑓deE  est dans 𝐾𝑒𝑟(𝑈)  alors.  

(i) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0
1

0
. 

(ii) 𝑓 𝑒𝑠𝑡 1 − 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒.  

7. A-t-on 𝐾𝑒𝑟(𝑈) = {𝑓 ∈  E   /𝑓 est 1 −périodique et ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0}
1

0
 ?  

8. Donner explicitement une fonction non nulle et élément de 𝐾𝑒𝑟𝑈 et en donner une représentation graphique sur [−1,2]. 
9. L’endomorphisme 𝑈 est -il surjectif ? 
10. Soit 𝑎 un réel non nul et 𝑓𝑎 la fonction définie sur ℝ par : 𝑓𝑎(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡 . 

10.1 Déterminer 𝐹𝑎 = 𝑈(𝑓𝑎).   

10.2 Dresser le tableau des variations de 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑒𝑥−1

𝑥
). 

10.3 En déduire que pour tout réel 𝜆 strictement positif, il existe une fonction 𝑓 non nulle telle que 𝑈(𝑓) = 𝜆𝑓. 

1. Soit 𝑎 ∈ ℝ.  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎+𝑇

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

0

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0
+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+𝑇

𝑇⏟        

𝐶𝑉 𝑢=𝑡−𝑇
→       

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
0

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0
+ ∫ 𝑓(𝑢 + 𝑇)𝑑𝑡

𝑎

0
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0
. 

2. Soit 𝑓 une fonction dérivable sur ℝ. Alors 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑓(𝑥 + 𝑇))𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ 
c) Supposons que 𝑓 est 𝑇-périodique. Alors ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) donc 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥)  𝑖. 𝑒. 𝑓′(𝑥 + 𝑇) = 𝑓′(𝑥). Ains, 𝑓’  est 𝑇-

périodique.  
d) Trouvons un contre-exemple. Prenons 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) + 𝑥. Alors, ∀𝑥 ∈ ℝ 𝑓′(𝑥) = cos(𝑥) + 1.  

Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑓′(𝑥 + 2𝜋) = cos(𝑥 + 2𝜋) + 1 = cos(𝑥) + 1 = 𝑓′(𝑥) mais 𝑓(𝑥 + 2𝜋) = sin(𝑥 + 2𝜋) + 𝑥 + 2𝜋 = 𝑓(𝑥) + 2𝜋 ≠ 𝑓(𝑥). Donc 
𝑓’ est 2𝜋 −périodique mais 𝑓 ne l’est pas.  
3. Soit𝑓 ∈ E   ; Alors le cours assure que  𝑓 admet une primitive 𝐹 sur ℝ et : ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑈(𝑓)(𝑥) = 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑥 − 1). Alors,  
comme 𝐹 et (𝑥 ↦ 𝑥 − 1) sont de classe 𝐶1 sur ℝ, 𝑈(𝑓) est de classe 𝐶1 sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ,  

(𝑈(𝑓))
′
(𝑥) = 𝐹′(𝑥) − 𝐹′(𝑥 − 1) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1).  

4.Pour tout 𝑓 ∈ E   , 𝑈(𝑓) ∈ 𝐶1(ℝ,ℝ) ⊂ E .  
De plus, ∀(𝑓, 𝑔) ∈  E  2 , ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑈(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝑥) = ∫ (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥−1
= 𝑎 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑥−1
+ 𝑏∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎𝑈(𝑓)(𝑥) + 𝑏𝑈(𝑔)(𝑥)

𝑥

𝑥−1
= [𝑎𝑈(𝑓) + 𝑏𝑈(𝑔)](𝑥). 

Donc  𝑈(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑈(𝑓) + 𝑏𝑈(𝑔) 
Ainsi, 𝑈 est un endomorphisme de E .  

5.1.𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑈(𝑓𝑘)(𝑥) = ∫ 𝑡𝑘𝑑𝑡
𝑥

𝑥−1
=

1

𝑘+1
[𝑥𝑘+1 − (𝑥 − 1)𝑘+1] =

1

𝑘+1
[−∑ (

𝑘 + 1
𝑗
) (−1)𝑘+1−𝑗𝑥𝑗𝑘

𝑗=0 ] =

1

𝑘+1
[∑ (

𝑘 + 1
𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑥𝑗𝑘

𝑗=0 ]. Donc 𝑑𝑒𝑔(𝑈(𝑓𝑘)) ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Par conséquent, par linéarité de 𝑈,  l’image par 𝑈 de toute combinaison 

linéaire des 𝑓𝑘 tq 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ est une combinaison linéaire des 𝑓𝑘 tq 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. Ainsi, 𝐸𝑛est stable par 𝑈 et par suite 𝑈 induit sur 𝐸𝑛 un 
endomorphisme noté 𝑈𝑛.  

5.2.∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑈𝑛(𝑓𝑘)(𝑥) =
1

𝑘+1
[∑ (

𝑘 + 1
𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑥𝑗𝑘

𝑗=0 ] =
1

𝑘+1
[(𝑘 + 1)𝑥𝑘 + ∑ (

𝑘 + 1
𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑥𝑗𝑘−1

𝑗=0 ] 

= 𝑥𝑘 + ∑
1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑥𝑗𝑘−1

𝑗=0 = 𝑓𝑘(𝑥) + ∑
1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑓𝑗(𝑥)

𝑘−1
𝑗=0 .  

Donc, 𝑈𝑛(𝑓𝑘) = 𝑓𝑘 + ∑
1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑓𝑗

𝑘−1
𝑗=0 .  



Donc 𝑀 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
0

⋮

0

⏞
𝑈𝑛(𝑓0)

  

1/2 
1
0

⋮

0

⏞

𝑈𝑛(𝑓1)

         

1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
0
)

1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
1
)

1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
𝑘 − 1

)

1
0
⋮
0

⏞      
𝑈𝑛(𝑓𝑘)

     

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
0
)

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
1
)

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
𝑛 − 1

)

1

⏞      
𝑈𝑛(𝑓𝑛)

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑓0
𝑓1

𝑓𝑛

.  

5.3.det(𝑀) = 1 donc 𝑀 est inversible et par suite 𝑈𝑛est un automorphisme de 𝐸𝑛. 

5.3. 𝑁 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐(𝑈𝑛 − 𝐼𝑑𝐸𝑛) = 𝑀 − 𝐼𝑛+1 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
0

⋮

0

⏞
(𝑈𝑛−𝑖𝑑)(𝑓0)

  

1/2
0
0

⋮

0

⏞
(𝑈𝑛−𝑖𝑑)(𝑓1)

         

1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
0
)

1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
1
)

1

𝑘+1
(
𝑘 + 1
𝑘 − 1

)

0
0
⋮
0

⏞      
(𝑈𝑛−𝑖𝑑)(𝑓𝑘)

     

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
0
)

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
1
)

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
𝑛 − 1

)

0

⏞      
(𝑈𝑛−𝑖𝑑)(𝑓𝑛)

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑓0
𝑓1

𝑓𝑛

. 

Soit 𝐻(𝑘) la propriété : (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)𝑘(𝑓𝑘) = 0. Montrons par une récurrence forte et finie que ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧,𝐻(𝑘) est vraie.  
Initialisation : D’après la matrice 𝑁 , (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)0(𝑓0) = 0. 
Propagation : Soit 𝑘 un entier naturel inférieur à 𝑛 − 1. Supposons que : ∀𝑗 ∈ ⟦0, 𝑘⟧, (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)𝑗(𝑓𝑗) = 0. Montrons que 

(𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)
𝑘+1(𝑓𝑘+1) = 0.  

(𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)
𝑘+1(𝑓𝑘+1) = (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)

𝑘 ( (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑) (𝑓𝑘+1)⏟          
 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑏𝑖.𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒 

𝑑𝑒𝑠 𝑓0,𝑓1,…,𝑓𝑘

) = (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)
𝑘(∑ 𝑎𝑗𝑓𝑗

𝑘
𝑗=0 ) = ∑ 𝑎𝑗 (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)

𝑘(𝑓𝑗⏟        
=0(∗∗)

𝑘
𝑗=0 ) = 0 OK!! 

(∗∗)puisque 
= 0 𝑐𝑎𝑟 

∀𝑗 ∈ ⟦0, 𝑘⟧, (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)
𝑘(𝑓𝑗) =⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑗≤𝑘

(𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)
𝑘−𝑗((𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)

𝑗(𝑓𝑗)) = (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)
𝑘−𝑗(0) = 0.  

CCL : ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧,𝐻(𝑘) est vraie.Et par suite , ∀𝑗 ∈ ⟦0, 𝑘⟧, (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)𝑛(𝑓𝑗) = 0. 𝐿′𝑒𝑛𝑑𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚𝑒 (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)𝑛 envoie tous les vecteurs de  
la base canonique sur 0. J’en dédeuis que l’endomorphisme (𝑈𝑛 − 𝑖𝑑)𝑛𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑢𝑙.  𝑈𝑛 − 𝑖𝑑 est donc nilpotent.  
5.4.Soit 𝜆 ∈ ℝ. 
 𝐾𝑒𝑟(𝑈𝑛 − 𝜆𝑖𝑑𝐸𝑛) ≠ {𝑂} ⟺ 𝑈𝑛 − 𝜆𝑖𝑑𝐸𝑛𝑛

′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 ⟺ 𝑈𝑛 − 𝜆𝑖𝑑𝐸𝑛𝑛
′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓 ⟺ det (𝑀 − 𝜆𝐼𝑛+1) = 0 

⟺

|

|

|

1 − 𝜆
0

⋮

0

  

1/2 
1 − 𝜆
0

⋮

0

              

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
0
)

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
1
)

1

𝑛+1
(
𝑛 + 1
𝑛 − 1

)

1 − 𝜆

|

|

|

= 0 ⟺ (1 − 𝜆)𝑛+1 = 0⟺ 𝜆 = 1.  

 

6.𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑈) ⟺ ∀𝑥 ∈ ℝ,∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥−1
= 0 ⟹⏟

𝑒𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 𝑥=1

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= 0.  

𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑈) ⟺ ∀𝑥 ∈ ℝ,∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥−1

= 0 ⟺⏟
𝑜ù 𝐹 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑡𝑖𝑝𝑣𝑒 𝑑𝑒 𝑓 𝑠𝑢𝑟 ℝ
(𝐹 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ)

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑥 − 1) = 0 ⟺ 𝐹 𝑒𝑠𝑡 1 − 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒 ⟹⏟
𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠2) 

𝑓

= 𝐹′𝑒𝑠𝑡 1 − 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒. 
7. 

• On a montré dans la question 6. que 𝐾𝑒𝑟(𝑈) ⊂ {𝑓 ∈  E   /𝑓 est 1 −périodique et ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0}
1

0
.  

• Soit 𝑓 ∈  E   telle que 𝑓 est 1 −périodique et ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.
1

0
 Alors ∀𝑥 ∈ ℝ,  

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =⏟
𝑒𝑛 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡 1.  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑎=𝑥−1

𝑥

𝑥−1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.
1

0
Donc, 𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑈).  

Ainsi, {𝑓 ∈  E   /𝑓 est 1 −périodique et ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0} ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝑈)
1

0
 et finalement : 

 {𝑓 ∈  E   /𝑓 est 1 −périodique et ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0} = 𝐾𝑒𝑟(𝑈)
1

0
. 



8. (𝑥 ↦ sin (2𝜋𝑥) est continue sur ℝ, 1-périodique et d’intégrale nulle sur [0,1] donc appartient à 𝐾𝑒𝑟(𝑈).  

 8. 𝑈 n’est pas surjective de E sur E . En effet, nous avons prouvé que les images par 𝑈 sont des fonctions de classe 𝐶1 . Or un élément 
de E  n’est pas forcément de classe 𝐶1 : par exemple, la valeur absolue est un élément de E  qui n’est pas 𝐶1 car pas dérivable en 0. 
Donc la fonction valeur absolue n’a pas d’antécédent par 𝑈.  
 

10.1. ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹𝑎(𝑥) = 𝑈(𝑓𝑎)(𝑥) = ∫ 𝑒𝑎𝑡𝑑𝑡
𝑥

𝑥−1
=
1

𝑎
[𝑒𝑎𝑥 − 𝑒𝑎(𝑥−1)] = 𝑒𝑎𝑥 [

𝑒−𝑎−1

−𝑎
].  Donc 𝑈(𝑓𝑎) = [

𝑒−𝑎−1

−𝑎
] 𝑓𝑎 . 

10.2. 𝑔 : (𝑥 ↦
𝑒𝑥−1

𝑥
) est dérivable sur ℝ∗ 𝑒𝑡 ∀𝑥 ≠ 0, 𝑔′(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥−(𝑒𝑥−1)

𝑥2
=
(𝑥−1)𝑒𝑥+1

𝑥2
. Posons ℎ(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 1. ℎ est  dérivable sur ℝ 

et 𝑒𝑡 ∀𝑥, ℎ′(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥. Donc ℎ’(𝑥) > 0 ⟺ 𝑥 > 0. Par conséquent, ℎ est strictement croissante sur ℝ+∗ et strictement décroissante sur 
ℝ−∗. Comme ℎ(0) = 0, ℎ est positive et ne s’annule qu’en 0 . Et par suite 𝑔′ est strictement positive sur ℝ∗. Donc 𝑔 est strictement 

croissante sur ℝ+∗ et sur  ℝ−∗.  Comme de plus, lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) =⏞
𝑇.𝐴.

1, 𝑔 est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1 et son 

prolongement 𝑔̃ est strictement croissant sur ℝ. 
10.3. 𝑔̃ est continue et strictement croissant sur ℝ et lim

𝑥→−∞
𝑔̃ (𝑥) = 0  𝑒𝑡 lim

𝑥→+∞
𝑔̃ (𝑥) = +∞ . Par conséquent, 𝑔̃ est bijective de ℝ sur 

ℝ+∗.  

Soit 𝜆 ∈ ℝ+∗. Alors 𝜆admet un unique antécédent 𝑎′ par 𝑔 et s’écrit donc sous la forme 𝜆 = 𝑔(𝑎′) =⏟
𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 𝑎=−𝑎′

𝑔(−𝑎) =
𝑒−𝑎−1

−𝑎
. Alors, 

𝑓𝑎vérifie 𝑈(𝑓𝑎) = [
𝑒−𝑎−1

−𝑎
] 𝑓𝑎 = 𝜆𝑓𝑎 .  Ainsi, pour tout réel 𝜆 strictement positif, il existe une fonction 𝑓 non nulle telle que 𝑈(𝑓) = 𝜆𝑓. 

 


