Corrigé Ex25TD 19

a+T

1.Soita € R. [ f(Ddt = f: f(Odt + fon(t)dt + fT"+Tf(t)dt = f; fOdt + fOTf(t)dt + [ flu+T)dt = fOTf(t)dt.
—
CV u=t-T

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Alors g: (x & flx+ T))est dérivable sur R

c) Supposons que f est T-périodique. Alors Vx € R, g(x) = f(x) donc g'(x) = f'(x) i.e.f'(x + T) = f'(x). Ains, f" estT-

périodique.

d) Trouvons un contre-exemple. Prenons f(x) = sin(x) + x. Alors,Vx € R f'(x) = cos(x) + 1.
Donc,Vx € R, f'(x + 2m) = cos(x + 2m) + 1 = cos(x) + 1 = f'(x) mais f(x + 2m) = sin(x + 2m) + x + 2w = f(x) + 2w # f(x). Donc
f’ est 2w —périodique mais f ne Uest pas.
3. Soitf € ¢ ; Alors le cours assure que f admet une primitive F sur Ret:Vx € R, U(f)(x) = F(x) — F(x — 1). Alors,
comme F et (x » x — 1) sont de classe C! sur R, U(f) estde classe C' sur Ret Vx € R,

W) @ =F' @ - F'(x—1) = f(x) - fx — 1.

4.Pourtoutf € ¢ ,U(f) e CY(R,R) c /.
Deplus, V(f,g) € « %,¥(a,b) € R?,
vx €R, U(af +bg)(x) = [ (af + bg)(D)dt = a [;_, f(O)dt + b [ g()dt = aU(f)(x) + bU(g)(x) = [aU(f) + bU(9)] ().
Donc U(af +bg) = aU(f) + bU(g)
Ainsi, U est un endomorphisme de /*.

5.1.50it k € [0,n].¥x € R U(F)G) = [ thdt = - [xk+ - (r — 1)F+1] = L [— I (" +1

— |20 . —1)*JxJ|. Donc de 1)) < k < n.Parconséquent, par linéarité de U, U'image par e toute combinaison
kilzfok;rl 1)*JxJ |. Donc deg(U(f)) < k <n.P t deU, | ud b
linéaire des fi, tq k € [0,n] est une combinaison linéaire des f;, tq k € [0, n]. Ainsi, E,est stable par U et par suite U induit sur E,, un
endomorphisme noté U,,.

5.2.vk € [0,n],¥x € R, Uy (fi)(x) = ﬁ[z};o(

k+1

N ] = [ ek g () ]

=g (TN cve = aw i () coine
Done, Un(f) = i+ iz (1) v
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5.3.det(M) = 1 donc M est inversible et par suite U, est un automorphisme de E,,.

(Un-i:i)(fo) (Un—id)(fy) Un—id)(fi) (Un—id)(f)
0 ’173 1 (k+1 1 m+1
o T EE =)
0 L(k+1) L(n+1) L
k+1 1 n+1 1
5.3.N = matg (Uy — Idg,) =M — Iy = ;(k + 1)
k+1\k —1
0
0 1 m+1
: n+1 (n — 1)
0 0 0 0 fn

Soit H(k) la propriété : (U, — id)*(f,) = 0. Montrons par une récurrence forte et finie que Yk € [0,n], H (k) est vraie.
Initialisation : D’aprés la matrice N , (U, — id)°(f,) = 0.

Propagation : Soit k un entier naturel inférieur a n — 1. Supposons que : Vj € [0, k], (U,, — id)j(fj) = 0. Montrons que
(Un = id)*** (fis1) = 0.

(Up = id)* (fier1) = (Un = id)* | (Un —id) (fiesr)

est une combi.linéaire
des fo,f1,fk
=0car

(Un = id)* ((Un = id)/ (f)) = (Up — id)*7/ (0) = 0.

= (U —id)*(Z¥ 0 aifj) = Tk_o a; (U, — id)*(f;) = 0 OK!!
=0(%%)

(+#)puisque Vj € [0, k], (U, — id)*(f;) o

car jsk
CCL:Vk € [0,n], H(k) est vraie.Et par suite , Vj € [0, k], (U, — id)”(fj) = 0. L'endomorphisme (U, — id)™ envoie tous les vecteurs de
la base canonique sur 0. J’en dédeuis que ’endomorphisme (U, — id)"est nul. U, — id est donc nilpotent.
5.4.S0it A € R.
Ker (U, — Aidg, ) # {0} © U, — Aidg, n'est pas injectif < Uy — Aidg, n'est pas bijectif < det (M — Al41) =0

1-1 1/2 L(n+1)
0 1-2 n+1 0
0 1 m+1
E( 1 )
PR =leo(1-D)"'=0=1=1.

i)
1-2

6.f € Ker(U) & Vx €R, [ f()dt=0 =

enprenant x=1

folf(t)dt =0.

x
feKer(U)@VxeR,j f®)dt=0 s Vx ER,F(x) —F(x—1) =0 © F est 1 — périodique = f
x=1 OUF est une primtipve de f sur R d'apres2)

(F existe car f est continue sur R)
= F'est 1 — périodique.

7.
e Onamontré dans la question 6. que Ker(U) c {f € * /f est 1 —périodique et folf(t)dt = 0}.
e Soitf € “ telle que f est 1 —périodique et fol f(t)dt = 0.AlorsVx € R,

[E L fat = [, f(®)dt = 0.Donc, f € Ker (U).

enapplicaquant 1. avec a=x—1

Ainsi, {f € ¢ /f est1 —périodique et folf(t)dt = 0} c Ker(U) et finalement :
{f € © If est1 —périodique et folf(t)dt =0} = Ker(U).



8. (x ~ sin (2mx) est continue sur R, 1-périodique et d’intégrale nulle sur [0,1] donc appartient a Ker (U).
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8. U n’est pas surjective de “sur . En effet, nous avons prouvé que les images par U sont des fonctions de classe C!.Or un élément
de ¢ n’est pas forcément de classe C? : par exemple, la valeur absolue est un élément de - qui n’est pas C* car pas dérivable en 0.
Donc la fonction valeur absolue n’a pas d’antécédent par U.

-26-24-22 12 -18-16+-14-12 1 -08-06

10.1.Vx € R, F,(x) = U(f,)(x) = f:_l ettdt = %[ea" — ea D] = gax [e__aa_l]. Donc U(fy) = [e__ﬂ_l] fa-
10.2. g: (x - ?) est dérivable surR* et Vx # 0, g'(x) = xex_;jx_l) = (x—l;:"+1' Posons h(x) = (x — 1)e* + 1. h est dérivable sur R

etet Vx, h'(x) = xe*. Donc h’(x) > 0 & x > 0. Par conséquent, h est strictement croissante sur R** et strictement décroissante sur

R™*. Comme h(0) = 0, h est positive et ne s’annule qu’en 0. Et par suite g’ est strictement positive sur R*. Donc g est strictement
T.A.

croissante sur R** et sur R™*. Comme de plus, lirr(l) g(x) £ 1, g est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1 et son
X

prolongement g est strictement croissant sur R.
10.3. g est continue et strictement croissant sur Ret lim g (x) =0 et lir_{l g (x) = +oo . Par conséquent, g est bijective de R sur
X——00 X—>+0o

R**,

. « . . . . —a_1
Soit A € R**, Alors Aadmet un unique antécédent a’ par g et s’écrit donc sous la forme 1 = g(a’) = g(—a) = e_—a Alors,
enposant a=—a’

favérifie U(f,) = [%] fa = Afy. Ainsi, pour tout réel A strictement positif, il existe une fonction f non nulle telle que U(f) = Af.



