PROBLEMES CORRIGES D’ALGEBRE LINEAIRE

Probleme 1 On note * le R-e-v des fonctions continues sur R et a valeurs dans R.
Pourtout f € 7, on note U(f), Uapplication de R dans R, définie par: Vx € R, U(f)(x) = f;_lf(t)dt.

Soit f € /, T-périodique. Montrer que Va € R, fa+Tf(t)dt = fOTf(t)dt.
2. Soit f une fonction dérivable sur R.
a) Montrer que si f est T-périodique alors f’ ’est aussi .
b) Justifier que la réciproque est fausse.
3. Montrer que pourtout f € ¢ , U(f) estde classe C* sur R et calculer sa dérivée.
4. Montrerque U quiaf € ¢ associe U(f) est un endomorphisme de "
5. Soientn € N\{0} .On note E,, , ’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal an
= (forfir for--r f) OU fi: (£ > t¥) est la base canonique de Ej,
5.1 Montrer que U induit un endomorphisme sur E;, que l'on note U,,.
5.2 Ecrire la matrice M de U,, dans . 7,,.
5.3 U, est-il bijectif ?
5.4 Démontrer que U, — idg, est nilpotent.
5.5 SoitA € R. Démontrer que : Ker(U, — Aidg ) # {0} & 1 =1.
6. Justifier que sil’élément fde * est dans Ker(U) alors.
0) [} e = o.
(i) f est 1 —périodique.
7. A-t-onKer(U) ={f € ¢ /f est1—périodique et folf(t)dt =0}?
8. Donner explicitement une fonction non nulle et élément de KerU et en donner une représentation graphique sur [—1,2].
9. L’endomorphisme U est -il surjectif ?
10. Soita unréel non nul et f; la fonction définie sur R par: f, (t) = e%t.
10.1Déterminer E, = U(f,).

10.2Dresser le tableau des variations de g: (x - x_l)

10.3En déduire que pour tout réel A strictement positif, il existe une fonction f non nulle telle que U(f) = Af.

1.Soita € R. fa+Tf(t)dt = f F(O)de +f F(Ode + fa+Tf(t)dt = f;f(t)dt + fon(t)dt + [ fu+T)dt = fOTf(t)dt.
CV u=t-T

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Alors g: (x = f(x + T))est dérivable sur R

c) Supposons que f est T-périodique. Alors Vx € R, g(x) = f(x) donc g'(x) = f'(x) i.e.f'(x + T) = f'(x).Ains, f estT-

périodique.

d) Trouvons un contre-exemple. Prenons f(x) = sin(x) + x. Alors,Vx € R f'(x) = cos(x) + 1.
Donc,Vx € R, f'(x + 2m) = cos(x + 2m) + 1 = cos(x) + 1 = f'(x) mais f(x + 2m) = sin(x + 2m) + x + 27w = f(x) + 2w # f(x). Donc
f’ est 2w —périodique mais f ne U'est pas.
3. Soitf €  ; Alors le cours assure que f admet une primitive F sur Ret:Vx € R, U(f)(x) = F(x) — F(x — 1). Alors,
comme F et (x = x — 1) sont de classe C! sur R, U(f) estde classe C' sur Ret Vx € R,

!
W) @ =F@)-F(x—1)=f(x)—flx—1.

4.Pourtoutf € « ,U(f) ECY(R,R) CE.

vx €R, Ulaf +bg)(x) = [ (af + bg)(O)dt = a [, f(D)dt+b [ g(©)dt = aU(f)(x) + bU(g)(x) = [aU(f) + bU()](x).
Donc U(af + bg) = aU(f) + bU(g)
Ainsi, U est un endomorphisme de E .

5.1.50it k € [0,n].Vx € R U(f)(x) = [ thdt = =[x+ — (x = DF*1] = k+1[ i (k o

) ( 1)k+1 ]x]]
J
prel [Z] o (k + 1)( 1) fxf] Donc deg(U(fk)) < k < n.Par conséquent, par linéarité de U, 'image par U de toute combinaison

linéaire des fj tq k € [0,n] est une combinaison linéaire des f; tq k € [0, n]. Ainsi, E, est stable par U et par suite U induit sur E,, un
endomorphisme noté U,,.

5.2.vk € [0,n],Vx € R, U(fk)(x)_m[z (’”‘1)( 1)k-ix ;]z [(k+1)x . (kj—1)( 1y le]
= xk 4 ¥k &kil(k+1>( Dkixd = fi(x) + Tk 0k11<k+1)( 1)k £ ().

Donc, Up(fi) = fie + Lol — 1 (k + 1)( 1yk- ’fj:::-

J=0 k1



Un(fo) Un(f1) Un(fk) Un(fn)
=) ——
T 1/2 L(k+1) ;(n+1)
0 1 k+1 0 n+1 0
0 1 (k+1 1 m+1
Donc M = L(k'* 1)
k+1\k —1
1
0 1 m+1
;i)
0 0 1 f
5.3.det(M) = 1 donc M est inversible et par suite U, est un automorphisme de E,,.
Un=id)(fo) (Un—id)(f1) (Un—id)(fi) Un—id)(fn)
~ ——
0 L(k"‘l) L(n+1) fo
0 k+1 0 n+1 0 f;
i k+1 n+1y [

5.3.N = matg (Uy — Idg,) =M — Iy =

Soit H(k) la propriété : (U, — id)*(f,) = 0. Montrons par une récurrence forte et finie que Yk € [0,n], H (k) est vraie.
Initialisation : D’aprés la matrice N , (U, — id)°(f,) = 0.

Propagation : Soit k un entier naturel inférieur a n — 1. Supposons que : Vj € [0, k], (U,, — id)j(fj) = 0. Montrons que
(Un = id)*** (fis1) = 0.

(Un = id)** (fir1) = Up = id)* | (Un = id)~(fir1) | = Un —id)*(Zfo04iff) = Zfco @; (Un — id)*(f;) = 0 OK!

est une combi.linéaire =0/(%%)
des fo,f1,fk
= 0 car . .
()puisque Vj € [0,k], (Up — id)*(fj) = (Un—id)* I ((Up —id)/(f})) = (Un — id)*"/(0) = 0.
car jsk

CCL:Vk € [0,n], H(k) est vraie.Et par suite , Vj € [0, k], (U, — id)”(fj) = 0. L'endomorphisme (U, — id)™ envoie tous les vecteurs de
la base canonique sur 0. J’en dédeuis que ’endomorphisme (U, — id)"est nul. U, — id est donc nilpotent.

5.4.S0it A € R.

Ker (U, — Aidg, ) # {0} © U, — Aidg, n'est pas injectif < Uy — Aidg, n'est pas bijectif < det (M — Al41) =0

1-1 1/2 1 (n + 1)

(R ) nt1i\ 0

(1)

=leo(1-D)"'=0=1=1.

6.f € Ker(U) © Vx ER, f;‘_lf(t)dt =0 = folf(t)dt =0.

enprenant x=1

x
feKer(U)@VxeR,j f®)dt=0 s Vx ER,F(x) —F(x—1) =0 © F est 1 — périodique = f
x=1 OUF est une primtipve de f sur R d'apres2)

(F existe car f est continue sur R)
= F'est 1 — périodique.

e Onamontré dans la question 6. que Ker(U) c {f € * /f est 1 —périodique et folf(t)dt = 0}.
e Soitf € “ telle que f est 1 —périodique et fol f(t)dt = 0.AlorsVx € R,
[E L fat = [, f(®)dt = 0.Donc, f € Ker (U).

enapplicaquant 1. avec a=x—1

Ainsi, {f € ¢ /f est1 —périodique et folf(t)dt = 0} c Ker(U) et finalement :
{f € © If est1 —périodique et folf(t)dt =0} = Ker(U).



8. (x ~ sin (2mx) est continue sur R, 1-périodique et d’intégrale nulle sur [0,1] donc appartient a Ker (U).
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8. U n’est pas surjective de “sur . En effet, nous avons prouvé que les images par U sont des fonctions de classe C!.Or un élément
de ¢ n’est pas forcément de classe C? : par exemple, la valeur absolue est un élément de - qui n’est pas C* car pas dérivable en 0.
Donc la fonction valeur absolue n’a pas d’antécédent par U.

10.1.Vx € R, F,(x) = U(f,)(x) = f;_l ettdt = %[eax ed-D] = eax[ ] Donc U(f,) =

10.2. g: (X - ?) est dérivable sur R* et Vx # 0,g'(x) = = i i G 1336 *1 Posons h(x) = (x —1)e* + 1. hest dérivable sur R

x2

etet Vx, h'(x) = xe*. Donc h’(x) > 0 & x > 0. Par conséquent, h est strictement croissante sur R** et strictement décroissante sur

R™*. Comme h(0) = 0, h est positive et ne s’annule qu’en 0 . Et par suite g’ est strictement positive sur R*. Donc g est strictement
T.A.

croissante sur R** et sur R™*. Comme de plus, lirr(l) g(x) £ 1, g est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1 et son
X

prolongement g est strictement croissant sur R.
10.3. g est continue et strictement croissant sur Ret lim g (x) =0 et lir_P g (x) = +oo . Par conséquent, g est bijective de R sur
X——00 X—>+0o

R**,
. « . . . e . —a_1
Soit A € R**, Alors Aadmet un unique antécédent a’ par g et s’écrit donc sous la forme 1 = g(a’) = g(—a) = e_—a Alors,
enposant a=—a’

favérifie U(f,) = [%] fa = Afy. Ainsi, pour tout réel A strictement positif, il existe une fonction f non nulle telle que U(f) = Af.

Probleme 2

1 rx
= t)dt six #0
Atoute fonction f € C°(R,R), on associe la fonction T (f) définie sur R par : T(f)(x) = {x fo fOdt six .

f(0)six=0
Partie | : Exemples. Déterminer T( f ) dans les cas suivants :
1. f(t) = t?cos (t3 — 1) 3. o) =
2. f(t) = cos(2t) sin3(t) t2+

Partie Il : Etude de T sur E,,. Soitn un entier naturel. On note E,, ’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égalan.

Donner une base et la dimension de E}, .

Montrer que E,, est stable par T. On note T, 'endomorphisme de E,, induit par T'.

Montrer que T;, est un automorphisme de E;,.

Déterminer tous les réels A tels que : 3P € E,\{0}, T, (P) = AP.

Pour chacune des valeurs de A trouvées précédemment, donner une base de Ker(T,, — Ald).

Partle 11l : Etude de T dans C°(R, R). Soit f € C°(R, R).

1. Montrerque T( f) est dérivable sur R" et est solution sur R" de ’équation différentielle : xy’ + y = f(x) d’inconnue y .
Etudier la continuité de T( f ) en 0.

Montrer que T définit un endomorphisme sur C°(R, R).

Justifier que T est injective mais n’est pas surjective.

Déterminer Ker (T = %Id).
Partie1
1. Soitxunréel.
1% 5 3 _ .

T(f)(x) = {xfo thcos (7 — Ddt six # 0 pgp, f;‘ t2cos (t3 — 1)dt = if;‘ 3t2cos (t3 — 1)dt = %[sin (t3 — 1)]%. Donc,

0six=0
T(F) () = {i [sin(t® — 1) +sin(1)] six # 0

0 six=0

S

e > W



2. T()() = {ifo" cos(20) sin? ()t six %0

0 six=0 3
eizt 4 ei2t foit _ it -1 i i . . : i
cos(2t) sin®(t) = 5 T =T (e2t + e=i2t) (i3t — Beit 4 3e~it — gi31)
= _1_611 (eiSt — e—i5t _ 33it 4 3o-3it 4 goit _ 4e—it)

= 1__611' (2isin(5t) — 6isin(3t) + 8isin(t)) = l(3 sin(3t) — sin(5t) — 4 sin(t)).

B, T(f)(x)—{ ( cos(3x) + = cos(5x)+4cos(x)——)szx¢0
0 six=0

1x 1 .
=, dt six#0
Vt2+2
3 T(HE=1" 10
Ssix=
cv

u="L
vz

1 ~ 1 5 1 iz x x2 1
dt = [ ———dt = ﬁfoﬁm\/ﬁdu=[1n(u+\/u2+1)]é—=ln(‘/—7+ /7+1)=ln(x+ ¥ +2)-21n (2).

v2(5) +1
%(ln(x +Vx? + 2) — %ln(Z)) six#0
Donc, T(f)(x) = T
7 Six= 0

Jo v

PARTIE 2
1. Posons fi: (t = t*). Lafamille B = (fi)kefonest une base de E,, et dimE, =n+ 1.
2. T estlinéaire . En effet, soit (f,g) € C°(R,R)? et (a,b) € ]RZ Pour tout réel x,

1 (x . )
=[Taf(t) +bg(t)dt six #0 { f fO)dt + = f g®)dt six+0  (aT(f)(x) + bT(g)(x)six#0
T(af +bg)(x) = {x 70

(@f +bg)(x) { af(0) +bg(0) six =0 af(0) + bg(O) six=0 {aT(f)(O) +bT(g)(0) six=0

Donc, T(af + bg) = aT(f) + bT(g).

1 Kk 1 k+1
Deplus,SoitkE[[O,n]].T(fk)(x)={ ftdt stx#0 —{ x k+ Slxio
0p0urk>1et1p0urk—051x—0 0pourk>1et1pourk—0 szx_O
xk
{ 1 Six# 0 = mfk(x) Ainsi, Yk € [0,n], T(f) = mfk
Opourk >1etlpourk=0six=0

Par conséquent pour tout @ = Y.7_ ar f € En, il existe des réels agtels que ¢ = Y i_q arfx - Alors, T(@) =T Qh—o arfi) =
Yh=0akT(fi) = D=0 Ak ﬁfk heo k+1fk € E, puisque vect((fi)kefon]) = En.J’en conclus alors que Epest stable par T et T induit
un endomorphisme T, sur E;,.

3. Tyenvoie la base B sur la famille B’ = (ﬁf")k .
=0.n

Or B’ est aussi une base de E,,puisque multiplier chaque vecteur d’une famille par un scalaire non nul n’altére ni le caractére
générateur, ni la liberté de cette famille. T,,envoie donc une base de E,sur une base de E,. J’en déduis que T,est un automorphisme de
B
4. SoitAeK.
P € E,\{0}telsque T, (P) = AP
< 3P € E,\{0}tels que (T, — 2id)(P) = 0 & 3P € E,\{0}tels que P € Ker (T, — Aid)
< Ker (T, — id) # {0} © T, — Aid non injective < T, — Aid non bijective
& det (T, — Aid) = 0 & det (matg (T, — id)) =

Or, matg (T, — id)= matg(T,) — Amatg(id) =

< nt1

Donc, det (matg (T, — id)) = (1 = 2) (3= 1) (5= 2) .. (== — 2). Ainsi, 3P € E\(O} tels que T, (P) = APeod € L5451,

5. Soitj € [0,n] et A =j+%.SoitP = Yo Oufic € En.Alors, Ty (P) = Xp_o 7 fi.
Donc, P € Ker(T, — Aldg ) © Ty (P) = —P & fi = z A fYn a(l—l)f_O@vka 2 _1l=o

’ " En n j+1 k= °k+1 L k=0 k™7 Lake=0 Tk \je gy~ jy1) K K\ kr1 ™ j+1

#0sik#j
Ainsi, P € Ker (T, — Aldg,) ©< Vk # j,a; = 0. Autrement dit, Ker (Tn - j%lldEn) = {ajf]-/aj € IR} = vect .Ainsi, (fj) est
*0 donc
libre

1
une base de Ker (Tn = j+_11d5n)'
Partie 3
1. Comme f € C°(R,R), le cours assure que F:(x ~ fxf(t)dt) estde classe ClsurR et F’ = f .Par conséquent, T(f) est de
classe C'sur R* en tant que produit de deux fonctions F et (x - ) C'sur R*. De plus,

vx € R, T(f)'(x) = —;F(x) +;F (x) = —;T(f)(x) +;f(x). Donc Vx € R*xT(f)'(x) + T(f)(x) = f(x).en conclus
que T(f) est solution sur R" de ’équation différentielle : xy’ +y = f(x).



2. T(Hx) = if(ff(t)dt = w. Comme F estde classe Clsur Ret F’ = f,)lci_r)r(l) T(f)(x) = F'(0) = f(0) = T(f)(0). Ainsi
T (f) est continue en 0.

3. T estlinéaire et pourtout f € C°(R,R), T(f): (x - %f;‘f(t)dt) est de classe C'sur R*donc continue sur sur R*amis aussi
continue en 0 donc finalement et pour tout f € C°(R, R), T(f) € C°(R, R). Ainsi, T définit un endomorphisme sur C°(R, R).

4. T étant linéaire, décrivons le noyau de T pour étudier son injectivité. Ker(T)contient la fonction nulle. Soit f € C°(R, R).

Vx # 0,2 F(x) = 0 o {Vx #0,F(x)=0 {Vx #0,F'(x) =0 {Vx £0,f(x)=0
F(0)=0 f()=0 f(0)=0 f©)=0
Ainsi, Ker(T) ne contient que la fonction nulle. Donc T est injective.
Nous avons montré que toutes les images par T sont de classe Clsur R*. Par conséquent, la fonctionu: (x ~ |x — 1]) qui
appartient & C°(R, R) mais qui n’est pas de classe C'sur R*. Par conséquent, u n’a pas d’antécédent par T. T n’est donc pas
surjective de
C°(R,R)sur C°(R, R).

5. Soitf € C°(RR).f € Ker (T=3Id) & T(f) =1f <

fEKer(T)@T(f)zO(:){ = f=0.

1 1
vx #0,-F(x) =7 f(x) @{Vx #0,F'(x) —%F(x) =0 o {Elk € R/Vx # 0, F(x) = kx?
1 —— =
f(0) =370 f(© =0 a= f0) =0
A(x)==2In(x)=—1n(x2)
e—AX)=x2

Jk e R/Vx # 0, f(x) = 2kx

f(O) =0 en ;zgant
k'=2k

R
3k’ € —#0,f(x) = k'x = 3K’ € R/f = K'idg.

Ainsi, Ker (T — %Id) = vect(id).

Probléme 3 Soit l'application A définie sur R[X] par: A(P) = P(X + 1) — P(X).
Montrer que si (B,)est une suite de polynémes telle que: Vn, deg (B,) = n alors (B,)qen est une base de R[X].
Montrer que A est un endomorphisme de R[X].
Déterminer Ker(A) et Im(A).
Montrer qu’il existe une et une seule famille (Hy,) ey telle que : Hy = 1 et Vn € N*,A(H,) = H,_, et H,(0) = 0.
Montrer que (H,),enest une base de R[X].
Soitp e Net P € Rp[X] Montrer que P = ¥h_ (A™(P))(0)H, .
Montrer que : A™(P) = Xi_o(—1)"* (1) PXX + k) puis (A7P)(0) = X_o(-1)"* () P(K).
Montrer que Vn € N*,Hn = ;X(X - DX -2)..X—n+1).
1. Soit (B,) une suite de polyndmes telle que: Vn, deg(B,) = n. Montrons que (P,)nen est une base de R[X] i.e. (B,)nen est libre
et génératrice de R[X].
(P nen est une famille de vecteurs de R[X].
Liberté : Soitn € N. | a famille (Py)ke[onjétant échelonnée en degré et sans polynéme nul, cette famille est libre. J’en déduis que
(Pu)nen est libre. Ajoutons aussi que la famille (Py)efo,ng €5t une famille libre de vecteurs de R, [X] de cardinaln +
1, égala dim (R, [X]) ; en conséquence, la famille (Py)kepo,ng €St Une base de R, [X].
Genése: Soit P € R[X] . Considérons un entiern € N tel que n = deg(P). Alors P € Ry, [X]. Comme (Py)efo.n] €5t une base de R, [X],
P s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs (Py)ke[o,n]- Ainsi, tout polynéme de R[X] est bien une combinaison linéaire des
polynémes B, tq n € N. J’en conclus que (B,) ey est génératrice de R[X].
Ainsi, (P,)nen est une base de R[X]. En conséquence, tout polynéme de R[X] s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de (Py) pen -
2. VP eR[X], A(P) = P(X + 1) — P(X) € R[X].
Soit (P, Q) € R[X]? et (a,b) € RZ.
A(aP +bQ) = (aP(X +1) +bQ(X + 1)) — (aP(X) + bQ(X)) = a(P(X + 1) = P(X)) + b(Q(X + 1) — Q(X)) = a A(P) + b A(Q) .
Ainsi, A est un endomorphisme de R[X].
3. Im(A):Comme (X™),en est une base de R[X], (A(X™)),en €St une famille génératrice de Im(4).
n—1 (M k o — i
Or, AX™ = (X + " — X" =[5, (3 ) X*] - %7 = { k=0 E)ks)i); :LO” =1 Dponc, deg(a(x™) = {"_oolssilnnjol.
Par conséquent, (A(X™))nen- €St encore génératrice de Im(A). De plus, (A(X™))pen VéErifie : Vn € N¥, deg(A(X")) =n—1;dong,
d’aprés la premiére question, (A(X™)) ey est une base de R[X]. J’en conclus que Im(A) = vect (A(X™))ney = R[X]. S’en déduis que
A est surjective de R[X] sur R[X].
Ker(A) : Ilest évident que tout polyndme P constant vérifie P(X + 1) — P(X) = 0 et se trouve dans Ker(A). De plus, imaginons un
instant que Ker(A) contienne un polyndme P non constant ; alors, d’aprés d’ Alembert Gauss, P admet au moins un racine complexe

@ N @@=

a.Comme A(P) = 0,P(X+ 1) = P(X) .Alors, P(a + 1) = P(a) = 0. PuisP(a + 2) = P(a +
car P(X+1)=P(X) cara car P(X+1)=P(X)
racinede P
1) = o
caFa
racine de P

On montre alors facilement par récurrence que : Vn € N, P(a + n) = 0. Ainsi, tous les complexes a + n, tels que n € N, sont les racines
de P. P adonc une infinité de racines et par suite, P est le polyndme nul ce qui contredit le fait que P n’est pas constant. J’en conclus
que Ker(A) ne contient pas de polynéme non constant.
J’en conclus que Ker(A) est 'ensemble des polynémes constantsi.e. Ker(A) = Ry[X].]’en déduis que A n'est pas injective.

4. PosonsHy=1.
Initialisation : H, existe.



Comme A est surjective de R[X] sur R[X], Hy admet un antécédent T, par A et le cours assure que les polyndmes

T vérifiant A(T) = H, sont les polyndmes de la forme Ty + K telque K € Ker(A) i.e. de laforme Ty + Atelque A € R.
Or,(To+20)(0)=0=Te(0) + A= 0= A= —-Ty(0).

Ainsi, H; = Ty — To(0) est Uunique polynéme de R[X] tel que : A(H;) = H,y et H;(0) = 0. Donc H; existe et est unique.
Propagation : Soit n un entier naturel. Supposons construis et uniques les polynémes Hy, Hy, ..., Hy tels que Vk € [1,n],A(Hy) =
Hj_4 et H,(0) = 0. Construisons Hj, ,1:

Comme A est surjective de R[X] sur R[X], H,, admet un antécédent T,, par A et le cours assure que les polyndmes

T vérifiant A(T) = H,, sont les polynémes de la forme T,, + K telque K € Ker(A) i.e. de laforme T, + Atelque A1 € R.

Or, (T, +A)(0) =0 T,(0)+A=0< A= -T,(0).

Ainsi, Hy 41 = T,, — T, (0) est Uunique polynéme de R[X] tel que : A(H,41) = H, et H,,1(0) = 0. Donc H,,, existe et est unique.
Conclusjon: |l eX|ste une et une seule famille (H,)qen telle que : Hy = 1 et Vn € N*,A(H,) = H,_1 et H,(0) = 0.

9. Nous allons appliquer le résultat démontré au 1. Pour cela, il faut prouver que Vn € N,deg(H,,) = n.

Tout d’abord. montrons que VP € R[X],non constant,,deg(A(P)) = deg(P) — 1. Jai prouvé que Vk € N, deg (A(Xk)) =
{k —1sik=>1

—oosike0 .Soit P = ¥1_oa; X* € R[X] tq deg(P) = n > 1eta, + 0.Alors, A(P) = R0 @ AXE).

car
Alinéaire

Comme a, # 0,Vk € [0,n — 1]],deg(anA(X")) = deg(A(X")) =n—1>k—1=deg (A(Xk)) > deg (akA(Xk))

Par conséquent, degA(P) = deg(P) — 1. Ainsi, VP € R[X],non constant,,deg(A(P)) =deg(P) -1

Ensuite. montrons par récurrence que Vn € N, deg(H,) = n.

Initialisation : H, est constant non nul donc deg(H,) = 0.

Propagation : Soitn € N. Supposons que deg(H,) = n.Alorsn = deg(H,) = deg(A(Hp+1)) = deg(Hp41) — 1. Donc, deg(Hy 1) = n +
1.

Conclusion:Vn € N, deg(H,) = n.

Alors, d’apres la question 1., je peux conclure que : (Hy,)nen€st une base de R[X].

10. Soitp € Net P € Ry[X].

(Hp)nepoppest une famille de vecteurs de Ry, [X] de cardinalp + 1, égal a dim (R,[X]). De plus, cette famille est extraite de (H,)nenaui
est libre (car base de R[X]); par conséquent, (Hp)neo ppest libre. J’en conclus que (Hy)ne[opj€St une base de R,[X]. Donc P s’écrit
comme combinaison linéaire des polyndmes Hy, Hy, ..., Hy. Il existe donc des uniques réels ay, .., a, telsque : P = Zﬁ=0aan .

Alors Vk € [0,p], A*(P) = P canlR(Hy) = Pk anl*(Hy) = Yk @nHyi et parsuite,
car car stk >n, car
Ak linéaire A*(Hp)=0 A(Hp)=Hyp_1
AZ(Hn)zA(I'_Infl):anz
Ak(Hn)=H'n—k
A*(P)(0) = X0 _y @nHp—ic(0) = aiHo(0) = ay. Ainsi, P = X7 _(A™(P)) (0)Hy, .
carsil=1,H;(0)=0
11. Montrer par récurrence surn que : A™(P) = Y 7_,(—1D)"" k( )P(X + k).
Initialisation : A°(P) = P = (—1)0—0( ) P(X +0) = X0_,(—1)n* ( )P(x +k).
Propagation : Soitn un entier naturel. Supposons que A™(P) = Y ji_o(—=1)"" "( )P(X + k).
Alors A™1(P) = A(A™(P)) =A( o= () POX + K)) = Do (-1 (1) ACP(X + K))
n n
Changement Z( Dk () (PO + ke + 1) = PO+ ) = ) (=D (1) PO+ e+ 1) = ) (<1 * () POX+K)
d’indicej = k + 51:(1) k=0 k=0
! w1 T k
sur la premiére Z( " J (} )P(X +j)— Z( nr- )P(X+k)
el
. _i(m .
Onisole le dernier Z( ISLahs (] )P(X"‘])—Z(—l)" ’(j)P(X +))
terme de la 1 =1 J=0
somme et le Z( D () P+ = 0 () PO+ ) + (=00 () PO n 4+ D) = (=D (5) POO)
premier terme de la =1 =

28Me somme.

= Z( o (B ) e p = omd (5 poc+ pl+ 00 (7) Pa+n+ 1 = (<07 (5) PO

Formule de
Pascal

- Z(—nn-f“[(j ")+ (Dipec+p| + 00 () PO n+ D+ (-1 () POD)
/=1

= Z(—n"—fﬂ (" ;r 1) PX+ )| +PX +n+1) + (=D)™1P(X)
I
n+1

- Z(—l)"—f’f1 (n j 1) P(X + )| ok m

=0
Conclusion :¥n € N, A%(P) = ¥1_ (-1)" ¥ (Z) P(X + k).
Par suite, (A"P)(0) = Xi_o(—1)"* (1) P(K).
12. PosonsV, =1=HyetVn € N, |, = %X(X - 1DX—-2)..(X—n+1).Alors,vn € N*, 1;,(0) =0 et



V1=XdOnCA(V1)=X+1_X=1= V():Hoet
W

vn € N'\{1},A(Y) = ,(X+ 1) = ,(X) = (%(x FDXX-1D..X+1—-n+ 1)) - (%X(X —DX-2)..X—n+ 1))

=%X(X—1)(X—2)..(X+2—n)[(X+ D-&-n+1)]

=%X(X—1)(X—2)..(X+2—n)[n] = |X(X— DX-2).X--D+1D)=V,4

1
(n—1)
Donc, la suite (1},) vérifie Vy = 1 = Hy et Vn € N*,1;,(0) = 0 et A(V,) = V,_4. Donc, par U'unicité de la suite (H,), la suite (I},) est
la suite (H,,). J’en conclus que ¥n € N, H,, = %X(X - DX -2)..X—n+1).

Probleme 4

Soit ¥ l'application qui, & une fonction f, associe sa dérivéef".
1. Montrer que ¥ est un endomorphisme de F = C®(R, R).
2. Est-ce un automorphisme de C°(R,R) ?

Soit E L’ensemble des fonctions de la forme (x ~ P(x) cos(x) + Q(x)sin (x))ou P et Q sont deux polynémes de Rq[X] .

3. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C (R, R).

4. Montrer que B = (fy, f», f3, fa) estune base de E.

ol fi: (x » sin(x)) fo: (x » xsin(x)) fz: (x » cos(x)) et fy: (x = xcos(x)) .

Montrer que E est stable par . On note D ’endomorphisme de E induit par ¥. On note Idg Uapplication identité sur E.

Montrer que D est un automorphisme de E .

Déterminer, selon les valeurs du réel A, le rang de D — Aldg.

Déterminer une base et la dimension du noyau et de l'image de D? + Id.

9. Endéduire que D* + 2D? + Idj est ’application nulle de E.

10. Retrouver alors que D est bijective et calculer D=1 en fonction de D.

On note V le sous-espace de / (E) engendré par Idy et D

11. Déterminerla dimension de V.

12. Veérifier que V est stable par composition.

13. Montrer que les éléments de V' bijectifs sont les éléments de la forme : aldy + B D?tel que a et B réels distincts.

14. Résoudre dans R équation différentielle : y” +y = 0.

15. Déterminer le noyau de Y2 + Idp.

16. Montrer que E est le noyau de (W2 + Idg)>2.

17. Conclure que E est exactement 'ensemble des solutions de 'équation différentielle : y® + 2y® +y = 0.

1. VfeC®RR),f € C®°(R R).Soit (f,g) € C*(R,R)? et a,et b réels , ¥ (af + bf) = (af + bg)' = af’' + bg'f) = a¥(f) +
bY¥(g). Ainsi, ¥ est un endomorphisme de C* (R, R).

2. Non, ¥ n’est pas un automorphisme de C®(R,R) car ¥(0) = ¥(1) = 0 donc ¥ n’es pas injective.

3. E= {(x = P(x) cos(x) + 0(x) sin(x))/ P,Q e Rq[X]}={ (x » (ax + b) cos(x) + (cx + d) sin(x))/a, b, c, d réels}

E ={af, + bfz+ cf, +dfi/a b,c,dréels}. Ainsi, E = vect(fy, f2, f3, f1). Comme (fi, f2, f3, f4) est une famille de vecteurs de

C”(R,R),E est le ss-e-vde C* (R, R) engendré par (f1, f2, f3, fa)-

4. Montrons que (fi, f2, f3, f4) est libre : Soit a, b, ¢, d réels tels que af; + bf, + cf; + df,=0.

Alors, Vx € R, asin (x) + bxsin(x) + ccos(x) + dxcos(x) = 0.

En particulier pour x = 0, ¢ = 0.Puis pour x = m,—c — dr = 0 donc d = 0. Puis pour x = g puis x = —g,a + b§= Oet—a+ b% =

0docna = b = 0.Ainsi, (f1, f2, fs, f4) est libre et est une base de E. J’en déduis que dim(E) = 4.

5. Soitf unélémentdeE. Alorsilexiste a, b, c etd réelstels que: f = (af; + bf, + cf3 + dfy).

¥ étantlinéaire, W(af; + bf; + cfs + dfy) = a¥(f1) + bY(f2) + ¥ (f3) + d¥ (fa)-

or¥(f1) =f3,¥Y(f2) = i+ fu ¥ (fz) = —fret ¥(fa) = —f2 + f3. Donc, ¥ (1), ¥ (f2), ¥ (f3) et ¥(fy) sontdans E.
Comme E est stable par combinaison linéaire, , ¥(af; + bf, + cfs + df,) = a¥(fy) + b¥ (f2) + c¥(f3) + d¥(f,).€ E. V’en conclus que

29 NI Cr

E—>E
E est stable par ¥. Par conséquent D: (f :f') est ’endomorphisme de E induit par ¥ .

01-10 00-10
ere A P . — — 00 0 -1 00 0 -1 _ . . . B
6. 1°°méthode matricielle: M = matzD = 10 0 1 M~ 10 0 0 .DoncrgM = 4. Donc M est inversible et ainsi D est
01 0 O 01 0 O

un automorphisme de E.
7. 2°m méthode par le noyau : Ker(D) contient la fonction nulle w car D (w) = w' = w. Soit f un élémentde E. Alorsil existe a, b, c et d
réelstelsque: f = (afy + bfy + cfs +dfy) et ¥(f) = w.
Y étantlinéaire, ¥ (f) = Y(afy + bfy + cfs + dfy) = a¥(f1) + DY (f2) + cP(f3) + d¥Y(fy) = afs + bfy + bfy — cfi—df, + dfs.
Alors, (a +d)fz + (b — ¢)fy + bfy—df, = w. Comme Best libre, nécessairement,a+d =b—c=b =—d =0etparsuite,a=b=c=
d = 0. Ainsi, Ker(D) = {w}. D est donc injective. Comme E est de dimension finie et d est un endomorphisme de E, Uinjectivité de D
suffit a conclure que ainsi D est un automorphisme de E.

10 0 0 —1-2 0 0 0
8. matg(D? — Mdg) = maty(D?) — hmatg(Idg) = M? — A, = 8 s _01 8 — A, = 8 —12—'1_10_ ; 8
0 0 0 —1 0 0 0 -1-2

triangulaire inférieure
Si A= —1alorsrgD? — Aldg = 1 car M?> — Al,ne contient qu’une colonne non nulle.
SiA # —1lalorsrgD? — Aldg = 4. Car M? — Al est triangulaire avec aucun coeff. de la diagonale nul.
9. rgD? + Idg = 1. Donc le théoréme du rang assure que dim Ker(D? + Idg) = 3.



De plus, matgD? + Idg = M? + I, = .Donc, fi, f3, fa sont éléments de Ker(D? + Idy). De pkus, la famille, (f1, f3, f2) étant

0000
0000
0200
0000
extraite de la famille libre B , est libre aussi et maximale dans Ker(D? + Idg). Ainsi, ( f1, f3, fa) €st une base de Ker (D? + Idg).

De plus, (D% + Idg)(f,) = 2f5 donc (D? + Idg) (%fz) = f3 . Ainsi, f3 € Im(D? + Idg). Comme f5 est non nul, (f5 ) est libre et maximale

dans Im(D? + Idg).Ainsi (f3 ) est une base de Im(D? + Idg).

10. Comme f3 € Ker(D? + Idg),vect(f;) = Im(D? + Idg) < Ker(D? + Idg) (car Ker(D? + Idg) est table par c.l.).)’en déduis que
que (D? + Idg) o (D? + Idg) = 0 ce quidonne : D* + 2D% + Idg = 0.
Rque : on aurait pu démontrer ce résultat matriciellement en prouvant, par le calcul, que M* + 2M? + Id; = 0.

11. Alors, (=D3 —2DY) oD = Idg = D o (—D3 — 2D'). Donc D bijectifet D= = (=D — 2D1).

12. V = vect(D?,id). Comme D* et id sont des éléments de de / (E), V estun ss-e-vde  (E), est le ss-e-vde ~ (E) engendré par D?
etldg. De plus, D? et Idg ne sont pas colinéaires puisque M? et I, ne le sont pas ; ainsi, (D?,id) est une base de V. Donc dimV =
2.

13. (aD? + bidg) o (a'D? + b'idg) = aa'D* + (ab’ + a'b)D?* + bb'idy = aa’(idg — 2D?) + (ab’ + a’b)D? + bb'idg

= (—2aa’+ ab’ + a'b)D? + (aa’ + bb")id € V. Donc V est stable par composition.

14. Soitu = aD? + bidg € V.

—a+b 0 0 0
matgu = aM? + bl, = 8 —az;- b —a0+ b 8 .Et det(aM? + bl,) = (b — a)*. Donc
0 0 0 —a+b

Alors, u bijective < aM? + bl, inversible < det(aM? + bl,) # 0 < b # a.

Ainsi, les éléments bijectifs de V sont les endomorphismes aD? + bidg tq b # a.

15. Les solutions de y” + y = 0 sont toutes les fonctions de la forme acos + Bsin tq a, § réels . Ce sont donc toutes les combinaisons
linéaires de f; et f3. Toutes les solutions de cette équation différentielles sont dans F = C* (R, R).

16. Soitf € F.

fEKer(W? +1dp) © f" + f =0 f € vect(f, f5). Ainsi, Ker(? + Idg) = vect(fy, f3).

17. Soitf € F.

& (Y2 +1dp)(f) € vect(fy, f3).

©3(a,p) ER*/f"+f=afy +Bfs.
< 3(a, B) ER?/Vx ER, f"(x) + f(x) = asin (x) + B cos (x)

Sol(edl2H) = vect(fy, f3)-
Solution particuliere ?
Cherchons une solution particuliere de (edl2)de la forme g: (x = (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x)) tq 4, B, C, D réels a déterminer.
Vx € R, g"(x) + g(x) = asin(x) + B cos(x)
&Vx ER, (24— D — Cx) cos(x) — (2C + B + Ax) sin(x) + (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x) = a sin(x) + B cos(x)
©Vx €ER, (24— B)cos(x) — (2C + a)sin(x) =0
car la famille
(cos,sin)est libre

1
= 20—-p=0_)A=3B

1 . 1 . . . .
2t a=0 coly Dong, g: (x + (E[)’x) sin(x) + (E ax) cos(x)) est une solution particuliére de notre équation
2

différentielle (edl2). Ainsi, les solutions de (edl2) sont toutes les fonctions de la forme (x — (%,Bx + k) sin(x) + G ax + k’) cos(x)) tq
k et k' réels .

Alors, f € Ker((¥? + 1dp)?) © 3(a, B) € R?eta(k, k') € R?/Vx € R, f(x) = Gﬁx + k) sin(x) + G ax + k’) cos(x)

< 3(a,B") € R?eta(k, k') € R?/Vx € R, f(x) = (B'x + k) sin(x) + (a'x + k") cos(x)

< f € vect(fy, f2, f3, fa)-

Ainsi, Ker(Y? + Idg)*) = vect(fi, f2, f3,fa) = E.

18. Tout d’abord , on montre facilement par récurrence qu’une solution de (edl4) = f® + 2f@ + f = 0 est de classe C®sur R.
Soitf EF.fW +2f@D + f = 0. (Y*+ 2¢2 +1dp)(f) = 0 & f € Ker (2 + Idg)?). Donc, Ker((¥? + Idp)?) est 'ensemble des
solutions de (edl4) . Alors d’aprés la question précédente, je peux conclure que E est exactement 'ensemble des solutions de f(4) +
2f@ + f = 0. Ainsi, Sol(edl4) = vect(fi,f>,fs.fo) = E



