Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques.
Corrigé TD 19 Applications linéaires.

Montrer que f est linéaire et déterminer Kerf, Imfetrgf. f est-elle injective ? surjective ? f est-elle un automorphisme ? un
isomorphisme ?

1. Soite:C°(R,R) > C(R,R) par:¢@(f) = g telle que Vx € R, g(x) = fox tf(t)dt.

Soit E = {u € RN/ u convergente} et ¢ définie sur E par: @((tn)nen) = nl_l)rp(x) Up.

Soit ¢ définie sur R[X] par : @(P) = P'(2) + 4P®)(2).

Soit A = (i _31) et @ application définie sur M>(R) par: p(X) = AX —XA.

Soit ¢ application définie sur M,(R) par : ¢(M) = tr(M).
Soit ¢ application définie sur M3(R) par: o(M) = M — tr(M)I .
Soit ¢ application définie sur M,(R) par : ¢(M) = M — MT .

Hen@m o> W

Soit E un K-e-v de dimension 3 rapporté a une base (ét,¢2,€3,) etu €L (E) telle que :
u(ép) = 48t — 282 — 4é3,u(ép) = —€r — €2 + é3 et u(é3) = 56 — &2 — 5¢€3.

a. Déterminer le rang de u.

b. Ker(u) et Im(u) sont -ils supplémentaires dans E ?

c. Ker(u®) et Im(u®) sont-ils supplémentaires dans E ?

Ex 3.2

Soit ¢ I'endomorphisme de R3 canoniquement associé a ] la matrice carrée d’ordre 3 dont tous les coefficients valent 1.
a. Montrer que ker(¢) @ Im(p) = R®.

b. Soit p la projection sur Ker ¢ et parallelement a Im ¢ et q la projection associée. Déterminer p((x,y,2)) et q((x,y,z)).
Corrigé : https://youtu.be/3GSsoCyknH8

@ 'endomorphisme de R3 canoniquement associé a ] la matrice carrée d’ordre 3 dont tous les coefficients valent 1 ; cela signifie que

1 1 1
] =matg ¢ = (1 1 1) ou B, = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)).
1 1 1

car ¢((1,0,0))=¢((0,1,0))
=¢((0,0,1))=(1,1,1)

a. rge=rg] =1 et Im(p) = vect ((p((l,0,0)),go((O,l,O)),(p((0,0,l))) =] vect((1,1,1)).
Comme (1,1,1) est non nul, ((1,1,1)) est une base de Im(¢).
Le théoréme du rang assure que : dim (Kerg) = dim R® —rgp =3 — 1= 2.De plus, ¢((1,0,0)) — ¢((0,1,0)) = (0,0,0)
Donc, comme ¢ linéaire, (p((l, —1,0)) = (0,0,0). De méme, (p((O,l,O)) - (p((0,0,l)) = (0,0,0) donc go((O,l, —1)) = (0,0,0). Donc,
(1,—1,0) et (0,1, —1) sont deux vecteurs de Ker¢, clairement non colinéaires. Donc, ((1,—1,0), (0,1, —1)) estlibre dans Ker¢g
et de cardinal 2 égal a dim (Kerg). Donc, ((1,—1,0), (0,1, —1)) est une base de Kerg.
Vérifions que la concaténation des deux bases respectivement Kerg et Im¢ est une base de R3.s0it B = ((1,1,1),(1,-1,0),(0,1,-1))

1 1 0 1 0 O 1 0 O 5
P =matg B = (1 -1 1 >~C (1 -2 1 )~C (1 0 1 ) Donc, 7gB = rgP = 3 et ainsi, B est une base de R”.J’en conclus
1.0 =1 1 -1 -1 1 -3 -1
que : ker(f) @ Im(f) = R°.
b. Soit X = (x,y,z) € R3. Décomposons X en une somme d’un vecteur de ker(f) et d’un vecteur de Im(f). Je cherche donc des réels
a, b etctels que (x,y,2z) = a(1,1,1) + b(1,—-1,0) + c (0,1, - 1).
1
b=x—§(x+y+z)
a+b=x b=x—a 1
(y,2)=a(1,1,1) +b(1,-1,00 +c(0,1,-1) @ja—-b+c=ySja—-x+a+a—-z=y=4 a==(x+y+2z)
- _ 3
a—-c=z c=a-—-z
c=§(x+y+z)—z
1 2 1 1 1 1 2
Dong, (x,y,2) = g(x +yv+2)(1,1,1) + (gx -3y - gz) (1,-1,0) + (gx +3y - EZ) 0,1,-1).
eIm(ep) EKer(p)
2 1 1 1 1 2 1
Donc p((x,y,2)) = (gx —3y- gz) (1,-1,0) + (Ex +iy- ;z) 01,-1 et q((x,y,2)) = sty +2@L0.




1. Déterminer I'unique forme linéaire sur R3telle que: f((l,l,l)) = 0,f((2,0,1)) =1let f((1,2,3)) =4,
3. Trouver un endomorphisme de R dont le noyau est vect((1,0,0), (1,1,1)).
4. Soit H = {(x,y,2,t) € R*/x = y = z = t}. Existe-t-il des applications linéaires de R* dans R* dont le noyau est H ?

Soit u définie sur R3[X] par : u(P) = P + (1 - X)P'.

1. Montrer que u est un endomorphisme de R3[X]-.

2. Montrer que Im(u) et Ker (u) sont supplémentaires dans R5[X]-

3. Calculer u*(P). Montrer que Im(u) = Im(u?).

4. Déterminer s(A + bX + cX? + dX?) ou s est la symétrie par rapport 3 Im(u) et parallélement a Ker (w).

Soit u définie par :VP € R,[X], u(P) = P(X +1) + P(X — 1) — 2P(X).

1. Montrer queu €  (R,[X]).

2. Déterminer une base de Im(u) et une base de Ker(u).

3. Soit Q € Im(u). Démontrer qu’il existe un unique polynéme P € R, [X] tel que : u(P) = Q et P(0) = P’'(0) = 0.

Ex 7 Pour tout polynéme P, o(P) = (X2 — 1)P”(X) — 2XP’(X).

Montrer que I'on définit ainsi un endomorphisme @ de R[X].

Pour tout P dans R[X] , déterminer le degré de @(P) en fonction de celui de P.

En déduire que @ n’est ni injective ni surjective de R[X|sur R[X] .

Justifier que @induit un endomorphisme sur R,[X] noté g. g est-il un automorphisme ?

Déterminer I'image et le noyaude g .

Soit A un réel. Montrer que g — Aid est un automorphisme de R,[X], sauf pour un nombre fini de valeurs de A que I'on précisera.
Montrer que Ker(g) @ Ker(g + 2id) = R,[X].

Corrigé https://youtu.be/-TYxP8rHsnw?si=umZdnKXEai7gipEf

S en P> @ N =

1. Soit P € R[X]. ¢(P) = (X? —1)P”(X) — 2XP'(X) € R[X].
Soit (P,Q) € R[X]? et (a,b) € R2.
o(aP +bQ) = (X? — 1)(aP”(X) + bQ" (X)) — 2X(aP’(X) + bQ'(X)) = a(X?> — 1)P" + b(X? — 1)Q" — a(2XP") — b(2XQ") = ae(P) + be(Q).
Donc, @ est un endomorphisme de R[X].
2.
Soit P € R[X] etdegP = d.
e Supposons degP = d = 2. Alors il existe un réel a # 0 et un polyndéme Q tel que deg(Q) < det P=aX%+Q.
Alors, o(P) = (X? — D[ad(d — 1)X%2 + Q"] — 2X[adX% 1 + Q'] = a[d? — 3d]X? + (X? — 1)Q" — 2XQ".
Comme deg(Q) < d, deg(Q") <d —2et deg(Q") < d — 1 et par suite, deg((X2 - 1)Q”) =deg(X? — 1) + degQ" < d etdeg(2XQ’) =
deg(2X) + deg (Q") < d . Alors dego(P) < d = deg (P).
o Si[d?—3d]#0ie.d #3etd =2 et alorsdeg@(P) =d = deg (P).
o Sid = 3alorsdeg@(P) < 3 = deg(P).Précisons ce degré : posons P = aX® + bX? + cX + d.

2sib#0
Alors (P) = (X% — 1)(6aX + 2b) — 2X(3aX? + 2bX + ¢) = —2bX? — 2(3a + ¢)X — 2b. Donc deg(o(P)) =1 1sib=0etc # —3a .
—cosib=0etc=—-3a

e Supposons d < 0 i.e. P est constant. Alors ¢(P) = 0 Donc deg((p(P)) = —0o,

e Supposonsd =1 etP =aX +baveca # 0 alors ¢(P) = 2aX ; donc deg(¢(P)) = 1 = deg(P).
3.Tout polynéme constant a une méme image nulle. Donc Ker () contient tous les polyndmes constants et contient donc des vecteurs non
nuls et @ n’est pas injective.
@(P) n’étant jamais de degré 3, les polyndmes de degré 3 n’ont pas d’antécédent par ¢. Donc ¢ n’est pas surjective.
4. D’apres ce qui précede, Si deg (P) < 2 alors deg (¢(P)) < 2. Donc R,[X] est stable par ¢.
Ainsi g:( R [X] = R, [X]

’ P (X2 -1)P"(X) —2XP'(X)
5. Soit P = aX? + bX + c.Alors, g(P) = (X? — 1)2a — 2X(2aX + b) = —2aX? — 2bX — 2a.
Donc, P € Ker(g) © g(P) =0 & —2aX?-2bX—-2a=0=a=b=0SP =c.
Donc Ker(g) = vect(1). Comme 1 # 0, (1) est une base de Ker(g). Alors dim (Ker(g)) = 1 et par le théoréme du rang, rg(g) =
dimR,[X] — dimKer(g) =3 —1 = 2.0r, g(X) = —2X et g(X?) = —2X? — 2 sont deux vecteurs de Im(g) linéairement indépendants ( car
de degré différents) donc (—2X, —2X? — 2) est une base de Im(g).
6. Soit B, = (1,X,X?) base deR,[X].

g — Aid est un automorphisme de R,[X] & matg (g — Aid) inversible. (I_,\;J)m (7-&4){‘0 (1.)11)()(")

) est un endomorphisme de R, [X].

-1 0 -2
Or,H = matg (g — Aid) = = 0 =2-2 o ) %
car 0 0 —2-2) X*
(g-Aid)(1)=g(1)-A=—2
(g-2d)(X)=g(X)~AX=—2X~AX=(-2-D)X
(g—2Aid)(X*)=g(X*)—-AX2=—2X2-2-AX2=(-2-21)X2-2
Donc, det (H) = —A(—2 — A)2. Et par conséquent, H est inversible < 1 & {0, —2}.

Ainsi, g — Aid est un automorphisme de R,[X] < A ¢ {0,—2}.

0o 0 -2 1 0 O
Rque : matg (g — Aid) = matg (g) — Amatg (id) = (0 -2 0 ) -1 (0 1 0).
0o 0 =2 0 0 1
7. Ker(g) = vect(1).
Soit P = aX? + bX + c. Alors, g(P) = (X? — 1)2a — 2X(2aX + b) = —2aX? — 2bX — 2a.


https://youtu.be/-TYxP8rHsnw?si=umZdnKXEai7gipEf

Donc, P € Ker(g + 2id) & g(P) + 2P = 0 & —2aX? — 2bX —2a+2aX?+2bX +2c =0 2c—2a=0&Sc=a

Ainsi, P € Ker(g + 2id) & P =aX?>+ bX + a=a(X?+ 1) + bX.

Donc, Ker (g + 2id) = vect(X,X? + 1).

De plus, (X, X? + 1) est libre car échelonnée en degré sans polyndme nul. Ainsi, (X, X? + 1) est une base de Ker(g + 2id).

Enfin, la famille (1,X, X? + 1), concaténation des deux bases précédentes, est une base de R,[X] car (1, X, X? + 1) est une famille libre ( car
échelonnée en degré sans polynéme nul) de vecteurs de R,[X] et de cardinal 3 égal a dim (R, [X]).

Jen conclus que : Ker(g) @ Ker(g + 2id) = R,[X].

Ex 8 Soit B = (e, €3,..,€,) une base de E.

1. Montrer que @: E* - K™ définie par : ¢(f) = (f(e1), f(€2),.., f(€,)) est un isomorphisme. Qu’en déduit-on sur E*?
2. Pourtoutk € [1,n] e,* 'application définie sur E par : ez (¥) = la composante de X selon e, dans B.

Montrer que (e7, €3, .., ey) est une base de E*.

3. Ici E = R,_1[X]. On considére n réels distincts ay, ..., a,_1 et f la forme linéaire sur E définie par : f(P) = f1 b&)

—11+cos?(t)
Montrer que 3(/10,/11,..,&71_1) € Rn/ VP e ]Rn—l[X]'f(P) = /’lop(ao) +/’11P(a1)+..+ln_1p(an_1).
Corrigé : https://go.screenpal.com/watch/cZfTluVMgNj puis https://go.screenpal.com/watch/cZfTIKVMgSF

1. E*estless-e-vde .  (E,E) des formes linéaires sur E ( i. e. des applications linéaires de E dans K). Donc E*et K™sont deux K —e-v.
Donc, Vf € E*, o(f) = <f(e’1'),f(e’2’),..,f(e7{)> € K™ . Montrons que ¢ est linéaire. V(f, g) € E*%etV(a,b) € K2,
NS AT AN SN/

€K €K €K
p(af +bg) = (af (e1) + bg(er), af (e7) + bg(e3),.., af (en) + bg(e)) = (af (e1),af (e2),..,af (en)) + (bg(e1), bg(€3),..,bg(en)) =
a o(f) + be(g). Ainsi, ¢ est une application linéaire de E*dans K™.
Bijectivité de ¢ : Soit (a, ..., a,) € K™. D’aprés le cours, il existe une unique forme linéaire f sur E qui vérifie :

f(e)) =ay,f(ez) = ay,.., f(e,) = a,. Alors f est 'unique antécédent de (ay, ..., a,) par . Jen conclus, @ est bijective et enfin que ¢ est

un isomorphisme de E* sur K™. Par conséquent, dim(E*) = dim( K™) = n.
Autre méthode : Dans le chapitre suivant, on démontre que dim -/ (E, F) = dimE X dimF et en particulier, dimE* = dimE X dimK =
dim(E) = n. Et par conséquent dim (E*) = dim(K™). Comme ¢ est une application linéaire de E*dans K™ et dimE* = dimK™ < +oo, il suffit
de prouver I'injectivité de ¢ pour prouver sa bijectivité et comme ¢ est linéaire, il suffit de montrer que Ker(¢) ne contient que la forme
linéaire nulle. Or, la forme linéaire nulle est dans Ker(¢) (car ¢ est linéaire) . Soit f € Ker(p). Alors f € E*et (f(e7),f(e3),..,f(&n)) =

(0, ...,0). Donc f(e7) = f(e;) =..= f(e,) = 0. Alors pour tout X dans E, ¥ est combinaison linéaire de ey, €5, ..., €, i.e. X =xe] +x, e, +
-+ x,e, et par conséquent, f(X) = x1f(e1) + x, f(e3) + -+ x, f () = 0. Ainsi, f est la forme linéaire nulle. J’en conclus
car car tous les
f linéaire f(ex) sont nuls
que Ker(¢) ne contient que cette forme linéaire nulle et ainsi, ¢ est injective.
2. siX= xje]+x,e+ -+ xpe, alors e;(¥) = la composante de X selon e, dans B = X

<
X=Xq814+X, €+ +xXpey
Alors, @~ est un isomorphisme de K™ sur E*. Donc ¢~ 'envoie la base canonique de K™ sur une base de E*.

Montrons que Vk € [1,n],¢~1]| [ 0,..,0, 1 ,0,..,0 | | =e;.
kiéme
composante /
fr=911{0,..0, i ,0,...,0 | | est'unique forme linéaire sur E qui vérifie f.(e7) = fx(ez) = - = fr(er_1) = fr(€rs1) =
kieme
Composante
fr(en) = 0 et fi(ex) = 1. Or, ey est une forme linéaire sur E qui vérifie e; (e7) = ey (€5) = - = e, (ex_1) = ej, (ex1) = e; (en) =
0 et e (ex) = 1. Donc, nécessairement, e; = ,;3333 =¢71|0,..,0, }J ,0,...,0 | |.J’en déduis que ¢™1(B,) = (e§)r=1.n €t aisni,
fieme
Composante

(ex)k=1.n st une base de E* .
Autre méthode : comme (e )y=1.n st une famille de vecteurs de E*de cardinaln égal a dim (E*), il suffit de prouver sa liberté pour

montrer que c’est une base de E*.Or, ¥_; Axer = 0 = Vj € [1,n], o, & ei(e) = 0= vjeLn] Aj = 0.Etc’est gagné !

NANEL
=0sik#j
=1sik=j

4. Ici E = R,_1[X]. On considére n réels ay, ..., a,_1 et f la forme linéaire sur E définie par : f(P) = ij%

Yintroduis la base de Lagrange (L;);=¢.n—1de Ry_;[X] définie par L;(X) = [Tr=g j l;" Alors tout polyndme P de R,,_;[X] s’écrit de manie :

kxi Ok
unique comme combinaison linéaire des polyndmes L; de la fagon suivante : P = P(aq)Lg + P(a;)L1+..+P(ap—1)Lp—1-
Pour tout k € [[0,n — 1], on pose e, * I'application définie sur R, [X] par : e (P) = la composante de P selon Ly dans B = P(ay,).
D’apreés la question précédente, (€j)r=0.n—1 €st une base de I'espace vectoriel R,,_1[X]*des formes linéaires sur R,,_; [X].

Soit f : R,_1[X] = R telle que VP € R,,_{[X],f(P) = f—1 1+:0(3(t)dt. Alors, on montre facilement que f est une forme linéaire sur

R,,_1[X]. Par conséquent, 3! (Ag,Aq,..,4n—1) € RY/f = Ageg + Aie;+..+ A€ 1 .
Cela signifie que : VP € R,_1[X], f(P) = AoP(ap) + 21P(ar)+.. + 4,1 P(an_1).

Jaauowdq v


https://go.screenpal.com/watch/cZfTluVMqNj
https://go.screenpal.com/watch/cZfTlKVMqSF

Soit F et G deux ss-e-vde E . Soit ¢: F X G — E telle que : ¢((%,5)) = X + ¥ . Montrer que ¢ est linéaire . Décrire son noyau et son image.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que @ soit injective puis surjective puis bijective.
e Soitx; etx, deux vecteursdeF, y; ety; deux vecteurs de G, a, et a, deux scalires.
@ ((%(H V1) + az(ﬁd’?))) = 90((a1f + axx7, a:1y1 + azy_z))) =X +aX tayr +axy; = a (X0 +y0) Hax (i +yp) =
a9 (X, Y1) + ay (x5, 57 ). Done, @ est linéaire.
e Ker(p)?
p(EN)=i+y=0=i=-y=X€EFNGeti€FNG.DoncKer(p)=(FNG) x(FNG).
Par conséquent, ¢ est injective sietssi Ker(¢) = {(6,6)} SFnG = {5}
o Im(g)?
V(xX,7) EF xG,9((X,5) =X+¥ € F+ G.DoncIm(p) € F +G.
Si(X,y)) EFXG,X+y = <p((f, 37)) donc F + GC Im(¢). Ainsilm(¢p) = F + G.
Par conséquent, ¢ est surjective sietssi Im(¢@) = E sietssi F + G = E.
F+G=E
FnG=(o) S FOC=E
Soit f € & (E). Soit a et b deux scalaires distincts.
1. Montrer que : Kerf=Kerf? < Imf kerf = {0}
2.  Montrer que : Imf?= Imf < Imf + Kerf = E.
3. Démontrer que Ker (f — a.id) et Ker(f — b.id) sont stables par f et en somme directe.

Ainsi ¢ est isomorphisme sietssi {

Soit f € & (E) tel qu'il existe un entier naturel p tel que fP=1 # 0 gy et fP =0 ygy -
1. SoitX € E tel que fP~1(¥) # 0. Montrer que : B = (%, (%), f2(R), ..., fP"1(F)) est libre.
2. SiE est de dimension finie n ,comparern et p .Quedirede B sip =n?
1. Comme fP~1 % 0 g, il existe ¥ € E tel que fP1(X) # [
car fP=0 et f*linéaire donc
£*(0g)=0g .
Comme fP = 0,Vk = p, fPtk = fk o fP = 0 k- Donc, Vk = p, fP**(X) = Op.
Montrer que : B = (X, f (%), f2(%), ..., fP71(X)) est libre.
Soit Ag, Ay, .., Ay réels tels que Ag¥ + A1 f(X) + A f2(X) + -+ A1 fP1(X) = OF (+%).
Composons par fP~1: fp-1 (/1055 + A f () + A f2(0) + -+ Ap_lfp_l(fc’)) = fp_l(O_E)). Cela donne, en utilisant la linéarité de fP~1,
AofP7HE) + A fP(E) + ApfPHEE) + -+ + Aoy fPP72(R) = Op. Comme fP (&) = fPH1(R) = -+ = f2P72(%) = O, j'obtiens : AofP~1(%) =
0. Or, fP~1(%) # Og.Donc nécessairement, Ay = 0. Alors, (x) s’écrit : 4, f (%) + A, f2(X) + - + ApoafP7IHE) = [
Composons par fP=2: fP~2 (/11]‘(55) + A f2(%) + -+ /lp_1fp‘1(f)) = fp‘l(O_E)). Cela donne, en utilisant la linéarité de fP~2,
MfP7IE) + ApfP(R) + o+ Ap_y f2P72(F) = Og. Comme fP(X) = fP*1(Z) = - = f2P~2(¥) = O, j'obtiens : A,fP~1(X) = O puis A, =
0. Alors, (%) s'écrit A f2(%) 4 -+ + A, fP71(X) = O_E) On itére ce précédé... A la derniére étape, aprés avoir montré que Ap = 1; =
c= Ay =0, (x%) s'écrit A, fP7H(X) = 0% etj’en déduis Ap—1 =0.
Je peux ainsi conclure que B = (%, f(X), f2(%), ..., fP~1(%)) est libre.
2. B étant une famille libre de vecteurs de E, card(B) < dim(E)i.e.p < n.
Sip = n alors B est libre et maximale dans E donc B est une basede E.

Soit f € o/ (E) telle que f2 + 6f — 7idg = 0
1. Montrer que f est un automorphisme de E et déterminer f ~'en fonction de f et id.
2. Montrer que :(f — id) o (f + 7id) = 0.En déduire que Im(f — id) < Ker(f + 7id)et Im(f + 7id) < Ker(f — id).
3. Démontrer enfin que Ker(f + 7id) @ Ker(f —id) = E.
4. Montrer que Ker(f + 7id) et Ker(f — id) sont stables par f . On note h et g les endomorphismes induits par f sur respectivement
Ker(f + 7id) et Ker(f — id).Reconnaitre g eth .
5. Soitp la projection sur Ker(f + 7id) et parallélement a Ker(f — id) et q I'autre projection associée.
a. Montrerque f = —7p + q.
b. En déduire que f™ = (=7)"p + gq.

Ex 13 Soit f un endomorphisme d'un K-e-v E tel que f3 = f o f o f = f. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.
Corrigé : https://go.screenpal.com/watch/cZf3ilVM1s7
Soit x € E. Cherchons y € Im(f) etz € Ker(f) telsque x =y + z.

XxX=y+z
Analyse : supposons que de tels vecteurs y et z existent. Alors {3t € E/y = f(t).
fz)=0
car f linéaire car f3=f

Donc f(x) = fON+f@D=f=f(f®) =2 et f2(x) = f(f()=F31) = [ =y.
Doncy = f2(x) et z = x — f2(x).
Ainsi, si de tels vecteurs y et z existent alors ils sont uniques y = f2(x) et z = x — f2(x).
Synthése : Posonsy = f2(x) et z = x — f2(x).
car f3=f
Alorsy +z=xety = f(f(x)) € Im(f) et f(z) = f(x) — f(f2(x)) = f(x) = f3(x) = O0doncz € Ker(f).
Ainsi, y et z conviennent et sont les seuls qui conviennent. Donc tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur
de Ker(f) et d’un vecteur de Im(f). Jen conclus que Ker(f) @ Im(f) = E.

Soit f € / (E).


https://go.screenpal.com/watch/cZf3ilVM1s7

1. Montrer quesiF et G sont deux ss-e-v de E stables par f alors F 4+ G et F N G sont stables f.
2.  Montrer que si g est un endomorphisme de E tel que f o g = g o f alors Ker(g) et Im(g) sont stables par f .

1. Supposons que F et G soient deux ss-e-v de E stables par f. Montrons que F + G et F N G sont stables f.

car f linéaire
Soitz=x+y€EF+Gtqx € Fety € G.Alors, f(z) = f(x)+ f(y) avec f(x) € F et f(¥) € G car F et G sont stables par f.
Donc, f(z) € F + G .Ven conclus que F + G est stable par f.
Soitz€ FNG.Alors, z€ Fetz € Gdonc f(z) EF et f(2) € G car F et G sont stables par f. Donc, f(z) € FN G .Jen conclusque F N G
est stable par f.
2. Soitg € v/ (E)telque fog = geo f. Montrons que Ker(g) et Im(g) sont stables par f .

Soit x € Ker(g).Alors g(f(x)) = f(g(0) = f(0) = 0.Doncf(x)€ Ker(g). Alors Ker(g) est stable par f.

fo;g;uf xelgg:(g) fli;%;ire
Soity € Im(g).Alorsileixste t € E telquey = g(t). f(y) = f(g(t)) = g(f(t)) € Im(g) . Donc Im(g) est stable par f.

car
feg=gef

Soit f € E* telle que f non nulle.
1. Montrer que f est surjective.
2. Soitd € E\Ker(f).Montrer que Ker(f) @ vect(d) = E . Que peut-on alors dire de Ker(f) ?
1. Festune application linéaire de E dans K non nulle. Donc il existe un élément d de E tel que f(d@) = A # 0. Alors pour tout x €

K,x= %/1 = ff(d) =f G ci). Donc tout élément de K a au moins un antécédent par f. Ainsi f est surjective.
2. On considére un élément d de E tel que f(d@) = A # 0. Montrons que Ker(f) @ vect(d) = E.
Soit % € E. Je cherche k € Ker(f) et ¥ € vect(d) telsque: U = k+ 7.

i=k+7.
Analyse : Supposons que de tels k et ¥ existent. Alors{ k € Ker(f) i. e.f(E) =0.
v € vect(d) i.e. v =pa
car f
o mare £ a7 r@

Alorsi =k + pddoncf(@) = f(k)+ Bf(@) = A Doncp = = (car A # 0). Ainsi, U= T& etk=1u —T& . Donc ¢'ils existent ,
k et ¥ sont uniques et valent : ¥ = @d’ etk=1— @
Syntheése : Posons ¥ = %d etk=1— @d’.

car f car

linéaire f@=2

Alors B € vect(d) etk + 0 =1 etf(E) =2 f@- %f(&) 2 0,i.e.k € Ker(f). Donc ces vecteurs k et # conviennent et d’aprés ce
qui précéde, sont les seuls qui précédent . Ainsi, tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de Ker(f) et d’un
vecteur de vect(a).

Jen conclus que Ker(f) @ vect(d) = E.

Soit (u,v) € & (E)?telle que : v o u = idg . Montrer que E = Ker(v) @ Im(uw).
Soit x un vecteur de E. Je cherche deux vecteurs k € Ker(v) ety € Im(u) telsque x =k + y.

x=k+y
Analyse : supposons que de tels vecteurs k et y existent. Alors, v(k) =0

AGteE/y =u(t)
v linéaire :,9_\ y=u(t) vou=idg

Donc,v(x) = vk +v(y) = v(u®)) = t.Doncy=u(vx))etk=x—ulvx)).
ren déduis que si de tels vecteurs y et k existent, alors ils sont uniques et y = u(v(x)) et k = x — u(v(x)).
Synthése : posons ¥ = u(v(x)) et k = x — u(v(x)).
Alors,y+k=x; yeIm(u); v(k) =v(x)— v(u(v(x)) =v(x)—vo u(v(x)) = v(x) —v(x) = 0donc k € Ker(v).

car
vou=idg

Donc y et k conviennent et sont les seules qui conviennent d’aprés I’analyse. J’en conclus que Im(u) @ Ker(v) = E.

Soit u et v deux endomorphismes d’un K-e-v E_de dimension finie n.
1. SoitB = (ej,ej,..,€,) Une base de E. Montrer que : u # 0 & 3i; € {1, ...,n}/u(e,) # 05.
2. Montrer que:
e  Siuestunautomorphisme alorsrg(uecv) =rg(weu) =rg).
e rg(uev) <min(rg(u),rg(v))
e rg(u+v) <rgu)+rg).
o |rgw) —rg| <rg(u—w).
1. Il est évident que s'il existe iy € {1, ...,n} tel que u(El:) * O_E), alors u n’est pas I'endomorphisme nul.

Réciproquement (par contraposée), si Vi € [1,n], u(e;) = 0, alors VX € E tq % = x,67 + X,85+.. +xn6,, ,
Undaire 0 e S

u(® = xule)) +x,u(er) +.. +x,u(e,) = 0g ce qui signifie que u est 'endomorphisme nul.

2. a.Supposons ICI (et uniquement ici) que u soit un automorphisme.

Im(uov) = u(v(E)) et Im(v) = v(E). Comme u est un automorphisme, dim(u(v(E))) = dim(v(E)). Doncrg(ucv) = rg(v).

Im(v o u) = v(u(E)) = v(E) = Im(v). Doncrg(vou) = rg(v).

caru est
surjective

:OE :OE =OE



b.Im(uov) = u(v(E)).

v(E) est un ss-e-v de E de dimension g (v). Alors u(v(E)) < u(E). Donc rg(u o v) = dim (u(v(E))) < dim(u(E)) = rg(w).

Introduisons u ,,(g) la restriction de u a v(E).

Uy(E) €st une application linéaire de v(E) dans E. Alors, rg (u/V(E)) < dim(v(E)) = rg(v) ( puisque le rang de toute application linéaire de E vers
F est inférieur a dim (E) et aussi a dim(F)). OF, U,y (V(E)) = u(v(E)).Donc, rg (u/v(E)) = dimu(u(v(E))) = rg(u o v). Par conséquent,
rg(uev) <rg(v).

Jen conclus que rg(u o v) < min (rg(w),rg(v)).

c. D'apres Grassmann,dim(lm(u) + Im(v)) = dim(lm(u)) + dim(Im(v)) - dim(Im(u) N Im(v)) =rgw)+rg) — dim(lm(u) n Im(v)).
Par conséquent, dim(Im(w) + Im(v)) <rg(w) + rg(®).

De plus, Im(u +v) = (u+ v)(E) = {u(x) + v(x)/x € E} c {u(x) + v(y)/x EE ety € E} = u(E) + v(E) = Im(u) + Im(v).

Donc, rg(u + v) = dimIm(u + v) < dim (Im(w) + Im(v)).

Ainsi, 7g(u + v) < dim(Im(w) + Im(v)) < rg(u) + rg(v).

Alorsrg(u —v) < rg(w) +rg(—v).0r,—v(E) = {-v(x)/x €E } = {v(—x)/x € E} = {v(t)/t €E }.Donc,rg(—v) = rg(v).

Par conséquent, rg(u — v) < rg(w) + rg(v).

d.Alors, rg(u) = rg((u +v) —v) <rg(u+v) + rg(v). Donc, rg(u) — rg(v) < rg(u + v). De méme, rg(v) — rg(w) < rg(u + v).
Onadonc: —rg(u+v) <rg(u) —rg(v) < rg(u + v). Ce la signifie que [rg(w) — rg(@)| < rg(u + v).

Ex 18 Soit E de dimension finie n . Soit (u,v) € ~ (E)%.

1. Onsuppose icique : E = Im(u) + Im(v) = Ker(u) + Ker(v).Montrer que ces deux sommes sont directes.

2. Montrer que Im(u) = Ker(u) © u? = 0 et 2rg(u) = n.

3. Onsuppose ici que u? + 2u = 0 . Montrer que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires dans E et que u induit un automorphisme
sur Im(u).

Imu?) = Im(u)
4. On suppose que rg(u?) = rg(u). Montrer que :{ Ker(u?) = Ker(u) -
Im(u) @ Ker(u) = E
Grassmann
1. dim(lm(u) n Im(v)) = dimim(u) + dimIm(v) —dim(lm(u) + Im(v))
car Im(u)+Im(v)=E

= dimIm(u) + dimIm(v) —dim(E)
théoreme durang

(s'applique
car dimE<+)

= dimE — dimKer (u) + dimE — dimKer (v) —dim(E) = dimE — dimKer(u) — dimKer(v)
Grassmann
2 dimE — dim(Ker(u) n Ker(v)) + dim(Ker(u) + Ker(v))
car Ker(u)+Ker(v)=E
= — dim(Ker (u) n Ker(v)).
dim(Im(u) n Im(v)) et dim(Ker(u) N Ker(v)) sont donc deux entiers paturels opposés. lls sont donc tous les deux nuls.
J’en déduis que Ker(u) N Ker(v)=Im(u) N Im(v) = {5;}.141'1151; E = Im(u) + Im(v) = Ker(u) + Ker(v) sont deux sommes directes.
théo du rang

2. Im(u) = Ker(u) & Im(u) c Ker(w) etjdim(Im(w)) = dim(Ker(w)) % u? = 0 et 2rg(u) = dimE = n|

N
3. u?+2u=uo(u+2id) = (u+2id) ou = 0.Donc Im(u) € Ker(u + 2id) et Im(u + 2id) c Ker(u).
Le théoréme du rang assure que dimIm(u) + dimKer(u) —dim(E). Donc pour prouver que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires dans E, il
faut et il suffit que Im(u) N Ker(u) = {O_E)}.
D’une part, ,u(ag) = 5;.Donc, 5; € Im(u) N Ker(u).
D’autre part, considérons % € Im(u) N Ker(w). Alors ¥ = u(f) et u(¥) = Og. Donc u%(f) = Og. Donc u? = —2u. Donc —2u(f)= Og.Et par
suite, X = u(f) = O_E) Jen conclus que Im(u) N Ker(u) ne contient que O_E) J’en conclus que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires dans E.
4. On sait que Im(u?) c Im(w). De plus, par hypothese, ces deux ss-e-v de E ont la méme dimension. J'en conclus que Im(u?) = Im(uw).
De méme, on sait que Ker(u) c Ker(u?).De plus, dimKer (u?) = dimE — rg(u?) = dimE — rg(u) = dimKer(u). V'en déduis que
Ker(u?) = Ker(u).
Enfin, le théoréme du rang assure que dimIm(u) + dimKer(u) —dim(E). Donc pour prouver que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires
dans E, il faut et il suffit que Im(u) N Ker(u) = {@}.
D’une part,,u(0z) = Og.Donc, O € Im(u) N Ker (u).
D’autre part, considérons ¥ € Im(u) N Ker(u). Alors X = u(t) et u(x) = 07; Donc u?(f) = O_E) Donc.? € Ker(u?) = Ker(uw). Et par suite,
X = u(f) = 5; Jen conclus que Im(u) N Ker(u) ne contient que OT,; J’en conclus que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires dans E.

Ex 19 Soit E de dimension finie n.

1. Montrer que les suites (Im(u¥)) ey et (Ker(u®))yensont stationnaires.
2. Soit p le plus petit entier tel que Im(uP) = Im(uP*') Montrer que Yk 2 p, Im(u¥) = Im(uP) et Ker (u*) = Ker(uP)
3. Montrer que Im(uP) @ Ker(uP) = E.
1. Im(u¥) et Ker(u*) sont des ss-e-v de E qui est de dimension finie, Im(u*) et Ker(u*) sont de dimension finie et 0 < dim(Im(u®)) <
dim (E) et 0 < dim (Ker(uk)) < dim (E).
De plus, le cours assure que Yk € N, Im(u¥*1) c Im(u¥) et Ker(u¥) c Ker(uk*1) (en effet, x € Ker(u¥) = uk(x) =0 =u (uk(x)) =
u(0) = 0 = uk*1(x) = 0 = x € Ker(u¥™) et x € Im(u**!) = 3t € E/x = u**1(t)=3t € E/x = u*(u(t)) = 3z€E/x=
z=u(t)
uk(z) = x € Im(uk)).



Donc, Im(u**1) est un ss-e-v de Im(u¥) et Ker (u®) est un ss-e-v de Ker(u*¥*1). Donc dim (Im(u**1)) < dim(Im(u¥)) et dim (Ker (u*)) <
dim (Ker(u**1)). Par conséquent les suites d’entiers naturels, (dim(Im(u¥)))gen et (dim(Ker(uk))) ey sont respectivement
décroissantes et croissantes et bornée par 0 et dim(E) donc convergent. Or une suite d’entiers converge sietssi elle est stationnaire. Donc, les
deux suites (dim(Im(u®)))yen et (dim(Ker(uk))) ensont stationnaires.

Il existe donc un entier k tel que : Vk > kg, dim (Im(u")) =dim (Im(ukO)). Alors le théoréme du rang permet d’affirmer que : Vk > ko,
dim (Ker(uk)) = dim(E) — dim (Im(uk)) = dim(E) — dim (Im(uko)) =dim (Ker(uko)).
Comme de plus, Vk > kg, Im(uk) est un ss — e — v de Im(u*0) et Ker(u*) est un ss-e- v de Ker(u¥). Je peux conclure que Vk >

ko, Im(uk) = Im(u*°) et Ker(uko) = Ker (u¥).Les suites (Im(uk))k » et (Ker(uk))k Nsont donc stationnaires et la suite des noyaux des
€ €

itérés est constante a partir du méme rang que la suite des images des itérés de u (et réciproquement).
Soit p le plus petit entier naturel tel que : Im(uP) = Im(uP*1). Alors d’aprés ce qui précéde, Ker(u?) = Ker (u?P*1).
Montrons par récurrence sur k que Yk = p, Ker(u¥) = Ker(uP).

H(k)

e  H(p) estvraie.

e Supposons H (k) vrais pour un entier naturel k > p. Montrons qu’alors, Ker(u**1) = Ker(uP).

Nous savons déja que Ker(uP) c Ker(u**1). Prouvons I'autre inclusion : Soit x € Ker (u®*1). uk*1(x) = 0 donc u*(u(x)) = 0.Donc

u(x) € Ker(u®). Or, par hypothése de récurrence, Ker (u¥) = Ker(uP). Doncu(x) € Ker(uP) i. e.up(u(x)) =0i.e.uP*(x) = 0. Donc,

x € Ker(uP*1). Comme Ker(uP) = Ker (uP*1), x € Ker(uP).Ainsi, Ker(uk*1) c Ker(uP) et finalement, Ker (u?) = Ker(uk+1).

e Jenconclus que Vk > p,Ker(u®) = Ker(uP).La suite des noyaux des itérés de u est donc constante a partir du rang p et il en va donc
de méme de la suite des images des itérés de u.

D’aprés le théoréme du rang dim(lm(u”)) + dim(Ker(up)) = dim(E). Donc pour prouver que Im(u?) @ Ker(uP) = E, il suffit de

montrer que Im(uP) N Ker(u?) = {0g}.

e 0f estdans Im(u?) N Ker(u?) car u?(0g) = 0.

e Soit x € Im(uP) N Ker(uP).Alors x € Im(uP) i.e. At € E/ x = uP(t) et x € Ker(uP) i.e. uP(x) = 0.

Alors, uP (uP(t)) = Ogi.e. u??(t) = 0g.Donc, t € Ker(u?P). Or, 2p = p donc, Ker(u??) = Ker(uP). Par conséquent, t € Ker(uP) et par

suite, x = uP(t) = 0g.

J’en conclus que Im(uP) N Ker(uP) ne contient que le vecteur nul. Et ainsi, Im(uP) @ Ker(uP) = E.

Soit E un C -espace vectoriel. On étudie sur des cas particuliers les solutions de I'équation

(eq) : (f + idg)?™ = id ol f € L (E) est I'inconnue.

Déterminer les homothéties vectorielles sur E qui sont solutions de (eq)

Soit s une symétrie. Exprimer(s + id)?" — id fonction de s et idE . En déduire les symétries solutions de (eq).
Déterminer les projections vectorielles de E solutions de (eq).

Soit E un K-e-v et u un vecteur de E et p un projecteur et s une involution dans E .

1. Résoudre I'équation x +p(x) = u d’inconnue x élément de E . Propriétés des
2. Résoudre I'équation x + s(x) = u d’inconnue x élémentde E . projections

Soit p et q deux projecteurs d’un K-e-v E non associés tels que Im(p)=Tmlq) et q e p =po q. Montrer que p = g-
p est la projection sur Im(p) et parallelement a Ker(p) et q est la projection-sur Im(q) et parallélement a Ker{(q). Donc, pour prouver que
p = q, il suffit de montrer que Ker(p) = Ker(q).
De plus, compte-tenu du réle symétrique de p etq, il suffit de prouver que Ker(p) c Ker(q).
Soit x € Ker(p).
Comme Ker(q) @ Im(q) = E, il existe t € Ker(q) et y € Im(q) tels que x =t + y. Puis iLexiste z € E tel que y = q(2).
Alorsx =t+ q(z) et 0 =p(x) = p(t) + p(q(z)). Donc p(q(z)) = —p(t) =p(-t).

car p linéaire

or, Im(p) = Im(q) donc q(2) € Im(p). De plus, Yu € Im(p),p(w) = u. Donc, p(q(2)) = q(z) = y. Ainsi, y = p(—t).
Alors, ¢() = q(p(=1)) = —-q@®) = -pla®) = -p© 0.Donc y € Ker(q).

— —
car q et p linéaires carqep=peoq car teKer(q) car p linéaire

Alors y € Ker(q) n Ker(q).Or,Ker(q) N Ker(q) = {0}. Donc, y = 0 et par suite x = t € Ker(q).
J’en déduis que Ker(p) c Ker(q) et je peux alors conclure que p = q.

Soitn € N\{0,1} et f : R,[X] = R™ telle que: f(P) = (P(0),P'(0),..,P™(0)). Montrer que f est un isomorphisme et préciser f 1.
Corrigé https://go.screenpal.com/watch/cZf31KVM1d6
Tout d’abord, VP € R, [X], f(P) = (P(0),P'(0),..,P™M(0)) € R™+1,
Montrons que f est linéaire : V(P, Q) € R, [X]%V(a, b) € R?,
f(aP +bQ) = (aP(O) +bQ(0),aP' (0) + bQ'(0),..,aP™(0) + bQ™(0))

= (aP(0),aP'(0),..,aP™(0)) + (bQ(0),6Q"(0),.., +bQ™(0)) = af (P) + bf (Q).

J’en conclus que f est bien une application de R, [X] dans R**1, Comme I'injectivité ou la
surjectivité de f suffit a prouver que f est un isomorphisme. Or f est linéaire donc f injective sietssi Ker(f) = {0}.
Soit P € R, [X]. f(P) = 0 & (P(O),P’(O),..,P(")(O)) =(0,0,...,0) & Vk € [0,n],PH0) = 0 s P=0.

(k)
car P=3}_ " k,(O)X"

formule de Taylor
pour les polynémes en 0

Donc Ker(f) = {0}. Ainsi f est injective et finalement f est un isomorphisme.


https://go.screenpal.com/watch/cZf31KVM1d6

Remarque :
car (1,X,..X™)base de R, [X]

1)  jaurais pu aussi étudier la surjectvité de f : Im(f) = vect(f(1), f(X), .., fF(X™)
= vect((1,0,..,0),(0,1,0,..),(0,0,2,0, ...), ..., (0,0, ..., n!)) = vect(((1,0,..,0),(0,1,0, ...), (0,0,1,0, ...), ... (0,0, ...,,1)) = R™** . Donc

base canonique de R™*1

f est surjective et ainsi, f estunisomorphisme.Tapez une équation ici.

2) j'aurais pu aussi utiliser la caractérisation matricielle : f isomorphisme sietssi sa matrice dans deux bases choisies est inversible. Prenons
les bases canoniques B, et B, de respectivement R,,[X] et R™*1,
Comme (1) = (1,0,..,0), f(X) = (0,1,0,...), f(X?) = (0,0,2,0, ...), ..., f(X*) = (0, ...,0,k!,0, ...,0), ..., F(X™) = (0,0, ...,,n}),

M = matg, p,f = = diag(0!,1!,2!,3!, ..., n!). Aucun coefficient de la diagonale n’est nul, donc M est inversible et par

suite, f est un isomorphisme.
Retour a I’exercice : déterminons f~1:
Soit (ag, ay, ..., an) € R™ 1. Cherchons une expression de 'unique antécédent P € R, [X] de (ay, ay, ..., ay) par f.

®
f(P) = (P(O)(O), ...,P(")(O)) = (ag,ay, ..., an) donc vk € [0,n], a, = P®(0) . Or, d’aprés Taylor, P = Z};OPk—'(O)X"
donc P =Y7_, % xk Ainsi, f~1: R > Ro[X]
k=0 - ’ "\(ag,aq,...,an) » ZLO%X" ]
100, 0
o0 1 .. 0
Remarque : on peut aussi utiliser la caractérisation matricielle matg, p f~* = M~ = diag (&%%% %) = 0 6‘ % - 0
"" 00 1
000" m
o
1 0 o!
5100 a0 o
01 YY) 1
Alors matg, = M~! x matg, (ag, ay, ..., ay) = | 0 3 0 [ a:Z | = %
N
000" %/ \4n a
.

Donc f~*((ao, a1, ..., ay)) = 2£=0%Xk
Soit f et g deux endomorphismes d’un K-e-v E tels que : f o g = idy. Montrer que Ker(f) = Ker(g o f) et Im(f) = Im(g o f).

Soit p et q deux projecteurs d’un K-e-v E qui commutent mais pas forcément associés.
Onpose: r=p+q—pq.

1) Montrer que r est un projecteur.

2) Calculerpeoretqgor.

3) Montrer que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q).

4) Montrer que Im(r) = Im(p) + Im(q).

Ex29Soit p et g deux projecteurs ( pas associés) dans un K-e-v E' qui commutent.
1. Montrer que p o g est un projecteur.
2. Onsuppose de plusquep o g = q o p = 0 .Montrer que p + g est un projecteur.
1. poqepeq = pepoqgeq = p o g.Doncp o q est un projecteur.
car p et ¢ commutent car p?=p et q?=q

2. (p+q@)e(p+q)=p*+poq+qop+q®=p+q.Doncp+ q estun projecteur

Soit f I'application définie sur R,,[X] par: f(P) = P(—X) — P(X).
1) Montrer que f € & (R,[X]).
2) Montrer que Ker(f)®Im(f) = R,[X].

Soit E, F et G trois K-e-v tels que dim (F) = n.Soit f €~/ (E,F) et g €~ (F,G).

H-G
1) Monter que si H est un ss-e-v de F alors g(H) est unss —e —vde G et dim(g(H)) < dim(H). On pourra utiliser h: ( - )
Im(f) -» G

2) En utilisant h: ( 5o 5

X g

), montrer que rg(g o f) = rg(f) +rg(g) — n.




a+T

f©ydt = [} f(t)de + [} f(O)de + [ f(t)de = [] F(©)dt + [ f(O)de + [ fu+T)dt = [} f(£)d.

CV u=t-T

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Alors g: (x & flx+ T))est dérivable sur R

c) Supposons que f est T-périodique. Alors Vx € R, g(x) = f(x) donc g'(x) = f'(x) i.e.f'(x +T) = f'(x). Ains, f* estT-

périodique.

d) Trouvons un contre-exemple. Prenons f(x) = sin(x) + x. Alors,Vx € R f'(x) = cos(x) + 1.
Donc,Vx € R, f'(x + 2m) = cos(x + 2m) + 1 = cos(x) + 1 = f'(x) mais f(x + 2m) = sin(x + 27) + x + 2 = f(x) + 2w # f(x). Donc f’
est 2m —périodique mais f ne I'est pas.
3. Soitf € ¢« ; Alors le cours assure que f admet une primitive F sur Ret: Vx € R, U(f)(x) = F(x) — F(x — 1). Alors,
comme F et (x = x — 1) sont de classe C* sur R, U(f) est de classe C* sur R et Vx € R,

W) @ =F@-Fx—1)=fx) - fx— 1.

4.pourtout f € . ,U(f) € CY(R,R) c /.
Deplus, V(f,g) €  %,V(a,b) € R?,
vx R, U(af +bg)(x) = [ (af + bg)(D)dt = a [[_ f()dt+b [} g(t)dt = aU(f)(x) + bU(9)(x) = [aU(f) + bU ()] (x).
Donc U(af + bg) = aU(f) + bU(g)
Ainsi, U est un endomorphisme de .

5.1.50it k € [0,n].¥x € R,U(fi) () = [, thdt = — [x**1 — (x = ¥+ = k—il[- zj;o(

1.Soita €R. [,

] =

pwel [Z] 0 (k + 1)( 1)k‘1xf] Donc deg(U(fk)) < k < n.Par conséquent, par linéarité de U, I'image par U de toute combinaison linéaire

des fi tq k € [0, n] est une combinaison linéaire des f; tq k € [0, n]. Ainsi, E,,est stable par U et par suite U induit sur E,, un endomorphisme
noté U,.

5.2.vk € [0,n],Vx € R, U(fk)(x)_—[z, 0("“)( 1)kix 1]=—[(k+1)x + Y (

k+1

k+1)( 1y ]x]]

x4 2 (T ) o - o+ 2 ST e

Donc, Un(fi) = fi + Zhza— (k 4 1)( k- ]fj .

J=0 v
Unﬂ(_‘fo) Un(f1) Un(fk) n(fn)
1 (k+1 1 m+1
m( 0 ) m( 0 ) fo

ST 0T |2

Donc M = ﬁ (I]z t 1)
1
D 2y
0 u fu

5.3.det(M) = 1 donc M est inversible et par suite Uy, est un automorphisme de Ej,.



Un=id)(f) (Up—id)(fy) (Un=id)(fr)  (Un—id)(fy)
0 m 1 (k+1y 1 m+1
0 0 a0 ) ( 0 ) | fo
I 0

ﬁ(’“{l) ﬁ(’“{l)

53.N =matg (Uy —Idg ) =M — Iyyq =

fi

Soit H (k) la propriété : (U, — id)*(f;,) = 0. Montrons par une récurrence forte et finie que Yk € [0,n], H(k) est vraie.
Initialisation : D’aprés la matrice N, (U,, — id)°(f,) = 0.

Propagation : Soit k un entier naturel inférieur 3 n — 1. Supposons que : Vj € [0, k], (U, — id)j(f]-) = 0. Montrons que
(Un = id)** (fiy1) = 0.

(Un = i) (fir1) = Up = id)* | (Un = id)~ (fir1) | = U — id)*(Zfo0 i) = Zfco 4 (Un — id)* (f;) = 0 OKI!

est une combi.linéaire =0/(%%)
aes fo,f1,fk
= Ocar . .
()puisque Vj € [0,k], (Un —id)*(f;) = (Un—id)*/((Up = id)/ (f))) = (Up = id)*~/(0) = 0.
car j<k

CCL: Vk € [0,n], H(k) est vraie.Et par suite, Vj € [0, k], (U, — id)n(fj) = 0.L'endomorphisme (U, — id)™ envoie tous les vecteurs de la
base canonique sur 0. J’en dédeuis que I'endomorphisme (U,, — id)"est nul. U, — id est donc nilpotent.

5.4.50it 1 € R.
Ker(U, — /h'dEn) # {0} & U, — Aidg n'est pas injectif < U, — Aidg n'est pas bijectif < det (M — Al,41) =0
1-1 1/2 1 m+1
("o ")

0 1—2 n+1
z =70

=0=(1-D)"=0=1=1.

6.f €Ker(U) © Vx€R, [’ f(£)dt =0 = folf(t)dt =0.

en prenant x=1

x
feKer(U)@VerR,j f®)dt=0 s Vx ER,F(x) —F(x—1) =0 © F est 1 — périodique = f
x-1 OUF est une primtipve de f sur R d'apres2)

(F existe car f est continue sur R)
= F'est 1 — périodique.

e Onamontré dans la question 6. que Ker(U) c {f € * /f est 1 —périodique et folf(t)dt = 0}.
e Soitf € / telle que f est 1 —périodique et folf(t)dt = 0.Alors Vx € R,
JE L fat = [} f(®)dt = 0.Donc, f € Ker (V).

en applicaquant 1. avec a=x—1
Ainsi, {f € 7 /f est 1 —périodique et fol f(t)dt = 0} c Ker(U) et finalement :
{f € ¢ /f est 1 —périodique et folf(t)dt =0} = Ker(U).



8. (x » sin (2mx) est continue sur R, 1-périodique et d’'intégrale nulle sur [0,1] donc appartient a Ker (U).
1.8
1.6

1.4

1 =Si».(t'\fx}

26\24-22 2 1.8-16\-14-12 J1 -08-06L04 0.2 02 04|08 08 12 14116 18 22 24|26 28 32 34|36 38
Lo:
Lo
-0f6
8
=1

8. U n’est pas surjective de “sur ¢ . En effet, nous avons prouvé que les images par U sont des fonctions de classe C1 . Or un élément de
¢ n’est pas forcément de classe C* : par exemple, la valeur absolue est un élément de ¢ qui n’est pas C* car pas dérivable en 0. Donc la
fonction valeur absolue n’a pas d’antécédent par U.

10.1.Vx € R, F,(x) = U(f)(x) = [ e%dt = i[ea" —ea D] = gax [e_—a'l] Donc U(fa) = [e_—:] fa:

xe*—(e*-1) _ (x—1)e*+1
x2 - x2 ’

10.2. g: (x - ?) est dérivable sur R* et Vx # 0, g’ (x) = Posons h(x) = (x — 1)e* + 1. h est dérivable sur R et

et Vx,h'(x) = xe*.Donc h’(x) > 0 & x > 0. Par conséquent, h est strictement croissante sur R** et strictement décroissante sur R™*.

Comme h(0) = 0, h est positive et ne s’annule qu’en 0 . Et par suite g’ est strictement positive sur R*. Donc g est strictement croissante sur
T.A.

R** et sur R™*. Comme de plus, liIT(l) g(x) = 1, g est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1 et son prolongement § est strictement
X—

croissant sur R.
10.3. § est continue et strictement croissant sur Ret lim § (x) =0 et liT G (x) = +o . Par conséquent, § est bijective de R sur R**,
X—>—00 X—+00

Soit A € R**. Alors Aadmet un unique antécédent a’ par g et s’écrit donc sous la forme 1 = g(a’) = g(—a) = ¢ 1 Alors,
en posa;;t a=—a’ e
e 2-1
—-a

]fa = Af,. Ainsi, pour tout réel A strictement positif, il existe une fonction f non nulle telle que U(f) = Af.

favérifie U(f,) = [

1 (x ,
= t)dt *0
A toute fonction f € C°(R,R), on associe la fonction T'(f) définie sur R par : T(f)(x) = {x fo B3 0 .

f0)six=0
Partie | : Exemples. Déterminer T'( f) dans les cas suivants :
1. f(t) = t?cos (t3 — 1) 3. ) = —
2. f(t) = cos(2t) sin3(t) Ver+2

Partie Il : Etude de T sur E,,. Soit n un entier naturel. On note E,, I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égala n .
1. Donner une base et la dimension de Ej, .

2. Montrer que E,, est stable par T. On note T,, 'endomorphisme de E;, induit par T.

3. Montrer que T}, est un automorphisme de E,,.

4. Déterminer tous les réels A tels que : 3P € E,\{0}, T,, (P) = AP.

5. Pour chacune des valeurs de 1 trouvées précédemment, donner une base de Ker (T, — Ald).

Partie Ill : Etude de T dans C°(R, R). Soit f € C°(R, R).

Montrer que T( f ) est dérivable sur R" et est solution sur R* de I'équation différentielle : xy’ + y = f(x) d’inconnue y .
Etudier la continuité de T( f ) en 0.

Montrer que T définit un endomorphisme sur C°(R, R).

Justifier que T est injective mais n’est pas surjective.

Déterminer Ker (T — lId).
2

Partie 1

1. Soit x un réel.

1x .2 3 _ )
= {x fo Foos(t — Datsix =0 - Alors, f(jc t?cos (t* — Ddt = §f0x 3t%cos (t3 — 1)dt =§[Sin (t3 — 1] Donc,

0six=0
T(f)(x) = {i [sin(t® — 1) +sin(1)] six # 0

) 0 six=0

X 3 .
2 T(HW = {;fo cos(28) sin* ()t six %0
0 six=0

o BN



2t 4 g=i2t [git _ it 3 1. ‘ ' ' ' '
2 < 57 ) = E(eLZt + e—LZt)(el3t — 3eit 4 3e~it _ e—l3t)
1 161 (elSt oI5t _ 33t 4 3o-3it 4 geit _ 4_e—it)
= —— (2isin(5t) — 6isin(3t) + 8isin(t)) = -(3 sin(3t) — sin(5t) — 4sin(t)).
( cos(3x) + = cos(Sx) + 4 cos(x) — —) six#0
0 six=0

cos(2t) sin3(t) =

Donc, T(f)(x) = {

1x 1 .
=1 dt six+0

2

3 T(H@={""""

TESix:O
cv
fo"ﬁdt:fo"f (1)2 = ffofvu;\/"du_[ln(um/uz )]f ( + "72+1)=1n(x+ ¥ +2) = 2In (2).
2(5) +1
In x+\/x2+2)——ln(2) six+0
Donc, T(f)(x) = ( ( )
\/_E six=0

PARTIE 2
1. Posons fi: (t ~ t¥). Lafamille B = (fk)kefongest une base de E,, et dimE, = n + 1.
2. T estlinéaire . En effet, soit (f,g) € C°(R,R)?et (a,b) € ]RZ Pour tout réel x,
—f af(t) + bg(t)dt six # 0 { f f(Odt +- f g®)dt six+0 (aT(f)(x)+ bT(g)(x)six #0
T b
(af +bg)(x) = { af(0) + bg(0) six =0 af (0) + bg(O) six=0 {aT(f)(O) + bT(g)(0) six =0
Donc, T(af + bg) = aT(f) + bT(g).

1 Kk 1Xk+1
De plus, Soit k € [0,n]. T(f)(x) ={ f thdt six # 0 [ x k+1 six+0
Opourk>1et1pourk—0 six=20 Opourk >1et1pourk =0 slx—O
xk .
{ 1 SEX# 0 =mfk(x) Ainsi, Vk € [0,n], T(fi) —mfk
Opourk >1letlpourk=0 six=0

Par conséquent pour tout ¢ = Y7_, akfk € E,,, il existe des réels aytels que ¢ = Yo A fi - Alors, T(@p) =T k=0 A fr) =
Yh=o0akT(fx) = Xk=o Ak ﬁfk [ 0k+1fk € Ey, puisque vect ((fi)kefon]) = En.J’en conclus alors que Enest stable par T et T induit un
endomorphisme T, sur E;,.
. H !
3. Tyenvoie la base B sur la famille B (k+1fk)k o

Or B’ est aussi une base de E,,puisque multiplier chaque vecteur d’une famille par un scalaire non nul n’altére ni le caractére générateur, nila

liberté de cette famille. T,envoie donc une base de E, sur une base de E,. J’en déduis que T,est un automorphisme de E,.
4. Soitl€EK.

aP € E,\{0}telsque T, (P) = AP

< 3P € E,\{0} tels que (T,, — Aid)(P) = 0 & 3P € E,\{0}tels que P € Ker (T, — Aid)

< Ker (T, — id) # {0} & T,, — Aid non injective < T, — Aid non bijective

< det (T, — Aid) = 0 & det (matp (T, — Aid)) = 0.

Or, matg (T, — Aid)= matg(T,) — Amatg(id) =

Donc, det (matp (T, — Aid)) = (1 ) (‘ - A) (— - /1) . (m - /1) Ainsi, 3P € E,\{0} tels que T}, (P) =AP=AE { % i; ,ﬁ}
5. Soitj€[0,n]etA= j+—1. Soit P = Y }_o arfi € En.Alors, T, (P) = Zk:o%fk-
1 1 1
Donc, P € Ker (T, — Aldg,) & Ty (P) = ——P & Si_o-2 f, = =51 ay i Yoy (s - ]+1)fk =0 vha| oy -7 | =0

N7
#0si k#j

Ainsi, P € Ker (T, — Aldg,) ©< Vk # j,a; = 0. Autrement dit, Ker (Tn - j%lldEn) = {ajf]-/aj € IR} = vect fi .Ainsi, ( fj) est

]
#0 donc
libre

une base de Ker (Tn = j%lldb—n).

Partie 3
1. Comme f € C°(R,R), le cours assure que F:(x — fxf(t)dt) est de classe C'sur R et F’ = f .Par conséquent, T (f) est de

classe Clsur R* en tant que produit de deux fonctions F et (x - ) C'sur R*. De plus,
vx € R, T(f) (x) = —;F( x) + ;F (x) = —;T(f)(x) +;f(x). Donc Vx € R*,xT(f) (x) + T(f)(x) = f(x).Ven conclus que
T(f) est solution sur R" de I'équation différentielle : xy’ + y = f(x).
2. T(HK)= —f f(t)de = M Comme F est de classe Clsur RetF’ = f, 11m T(f)(x) = F'(0) = £(0) = T(£)(0). Ainsi T(f)

est continue en 0.



3. T estlinéaire et pour tout f € C°(R,R), T(f): (x - )l—cfoxf(t)dt) est de classe C'sur R*donc continue sur sur R*amis aussi continue
en 0 donc finalement et pour tout f € C°(R, R), T(f) € C°(R, R). Ainsi, T définit un endomorphisme sur C°(R, R).

4. T étant linéaire, décrivons le noyau de T pour étudier son injectivité. Ker(T)contient la fonction nulle. Soit f € C°(R, R).

Vx # 0,2 F(x) = 0 o {Vx #0,F(x)=0 {Vx #0,F'(x)=0 {Vx #0,f(x)=0
F(0)=0 f(0)=0 f(0)=0 f(0)=0
Ainsi, Ker(T) ne contient que la fonction nulle. Donc T est injective.
Nous avons montré que toutes les images par T sont de classe Clsur R*. Par conséquent, la fonction u: (x = |x — 1|) qui appartient
a C°(R,R) mais qui n’est pas de classe C'sur R*. Par conséquent, u n’a pas d’antécédent par T. T n’est donc pas surjective de
C°(R, R)sur C°(R, R).

5. Soitf € C°(R,R).f € Ker (T —11d) & T(f) =1f

fEKer(T)@T(f)=0<:>{ = f=0.

1 1
Vi #0,2F () =zf(x)@{Vx¢0,F’(x)—§F(x) =0 - {Elke R/Vx # 0,F(x) = kx?
1 —— =
£(0) =3(0) £(0) =0 et f(0)=0
A(x)=-2In(x)=—1In(x2)
e—AMX)=x2

- R
Jk € R/vx : 0_'f0(") 2k gk e 4 0,f(x) = k'x < 3K’ € R/f = Kidy,
f( )= enﬁ;ant vx

k'=2k
Ainsi, Ker (T — %Id) = vect(id).

Soit I'application A définie sur R[X] par: A(P) = P(X + 1) — P(X).
Montrer que si (B,)est une suite de polynémes telle que: Vn, deg (P,) = n alors (P,)nen est une base de R[X].
Montrer que A est un endomorphisme de R[X].
Déterminer Ker (A) et Im(A).
Montrer qu’il existe une et une seule famille (H;,) ey telle que : Hy = 1 et Vn € N*,A(H,,) = H,_1 et H,(0) = 0.
Montrer que (Hy,)nenest une base de R[X].
Soitp € Net P € R,[X]. Montrer que P = ¥ _ (A™(P))(0)H,, .
Montrer que : A"(P) = Xi_o(=1)"™* (1)) PX + k) puis (A"P)(0) = Ept_o(—1)" (1) P(k).
Montrer que Vn € N*, H,, = %X(X - DX -2)..X—n+1).
1. Soit (B,) une suite de polyndmes telle que: Vn, deg(PB,) = n. Montrons que (P,),en est une base de R[X] i.e. (P,)ney est libre et
génératrice de R[X].
(P nen est une famille de vecteurs de R[X].
Liberté : Soit n € N. La famille (Py)kefonjétant échelonnée en degré et sans polynéme nul, cette famille est libre. J’en déduis que (P,)nen st
libre. Ajoutons aussi que la famille (Py)xefo,n] st une famille libre de vecteurs de R, [X] de cardinal n + 1, égal a dim (R,,[X]) ; en
conséquence, la famille (Py) kefo,ng €St Une base de R, [X].
Geneése : Soit P € R[X] . Considérons un entier n € N tel que n = deg(P). Alors P € Ry, [X]. Comme (Py)e[o,n] €St Uune base de R, [X], P
s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs (Py)kefo,n]- Ainsi, tout polynéme de R[X] est bien une combinaison linéaire des polyndmes
P, tqn € N. Jen conclus que (B,)qen est génératrice de R[X].
Ainsi, (B,)nen st une base de R[X]. En conséquence, tout polyndme de R[X] s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des
vecteurs de (Py)nen -
2. VP eR[X], A(P) = P(X + 1) — P(X) € R[X].
Soit (P,Q) € R[X]? et (a,b) € R2.
A(aP +bQ) = (aP(X + 1) +bQ(X + 1)) — (aP(X) + bQ(X)) = a(P(X + 1) = P(X)) + b(Q(X + 1) — Q(X)) = a A(P) + b A(Q) .
Ainsi, A est un endomorphisme de R[X].
3. Im(A): Comme (X™),cn est une base de R[X], (A(X™)),en est une famille génératrice de Im(A).

0r8067) = (- 17 = 1 = 3.0 () 08| - = {BERH (D) st 21

k
Osin=0
Par conséquent, (A(X™))nen- st encore génératrice de Im(A). De plus, (A(X™))nene Vérifie : Vn € N*,deg(A(X™)) = n — 1; donc, d’aprés
la premiére question, (A(X™))nen est une base de R[X]. J’en conclus que Im(A) = vect(A(X™))neny = R[X]. )en déduis que A est surjective
de R[X] sur R[X].
Ker(A) : l est évident que tout polynéme P constant vérifie P(X + 1) — P(X) = 0 et se trouve dans Ker(A). De plus, imaginons un instant
que Ker(A) contienne un polyndme P non constant ; alors, d’aprés d’ Alembert Gauss, P admet au moins un racine complexe a. Comme

O R -l O

n—1sin>1

.Donc, deg(A(X™)) = { —osin=0"

A(P) =0,P(X+ 1) =P(X).Alors,P(a+1) = P(a) = 0. Puis P(a +2) = P(a+ 1) = 0.
car P(X+1)=P(X) cara car P(X+1)=P(X) cara
racine de P racine de P

On montre alors facilement par récurrence que : Vn € N, P(a + n) = 0. Ainsi, tous les complexes a + n, tels que n € N, sont les racines de
P. P adonc une infinité de racines et par suite, P est le polynéme nul ce qui contredit le fait que P n’est pas constant. J’en conclus que
Ker(A) ne contient pas de polynéme non constant.
J’en conclus que Ker(A) est 'ensemble des polyndmes constants i.e. Ker(A) = Ry[X].]’en déduis que A n'est pas injective.
4. PosonsHyg=1.
Initialisation : H, existe.
Comme A est surjective de R[X] sur R[X], H, admet un antécédent T, par A et le cours assure que les polynémes
T vérifiant A(T) = H, sont les polynémes de la forme T, + K tel que K € Ker(A) i.e. de laforme Ty + A tel que 1 € R.
or, To+M)(0)=0=Te(0)+A=0 < A =—-Ty(0).
Ainsi, H; = Ty — Ty(0) est 'unique polynéme de R[X] tel que : A(H;) = H, et H,(0) = 0. Donc H, existe et est unique.



Propagation : Soit n un entier naturel. Supposons construis et uniques les polynémes Hy, Hq, ..., H, tels que Vk € [1,n],A(Hy) =
Hj._4 et H,(0) = 0. Construisons Hy1:

Comme A est surjective de R[X] sur R[X], H, admet un antécédent T,, par A et le cours assure que les polyndmes

T vérifiant A(T) = H,, sont les polyndmes de la forme T;, + K tel que K € Ker(A) i.e. de laforme T,, + A tel que A € R.

or, (T, + A)(O) =0 T,(0)+A=0<A=-T,(0).

Ainsi, Hy 11 = Ty, — T, (0) est 'unique polynéme de R[X] tel que : A(Hy41) = Hy et Hy41(0) = 0. Donc H,, 41 existe et est unique.
Conclusion : |I eX|ste une et une seule famille (H,,) ey telle que : Hy = 1 et Vn € N*,A(H,) = H,,_1 et H,(0) = 0.

9. Nous allons appliquer le résultat démontré au 1. Pour cela, il faut prouver que Vn € N, deg(H,,) = n.

Tout d’abord, montrons que VP € R[X], non constant,,deg(A(P)) deg(P) — 1. Jai prouvé que Vk € N, deg (A(Xk)) {
Soit P = Y. a; X* € R[X] tq deg(P) = n > 1eta, # 0.Alors, A(P) = Xi-o apAX59).

car
A linéaire

Comme a, # 0,Vk € [0,n — 1], deg(a,A(X™)) = deg(A(X™) =n—1>k—1=deg (A(X")) > deg (akA(Xk))

Par conséquent, degA(P) = deg(P) — 1. Ainsi, VP € R[X],non constant,,deg(A(P)) = deg(P) — 1

Ensuite, montrons par récurrence que Vn € N,deg(H,) = n.

Initialisation : H, est constant non nul donc deg (H,) = 0.

Propagation : Soit n € N. Supposons que deg(H,) = n. Alorsn = deg(H,) = deg(A(Hp41)) = deg(Hy41) — 1. Donc, deg(Hyq) =n+ 1.
Conclusion : Vn € N, deg(H,) = n.

Alors, d’apres la question 1., je peux conclure que : (Hy)nenest une base de R[X].

10. Soitp € Net P € R,[X].

(Hp)nepo,ppest une famille de vecteurs de R, [X] de cardinal p + 1, égal a dim (R,[X]). De plus, cette famille est extraite de (Hy)nenqui est
libre (car base de R[X]); par conséquent, (Hn)ne[[o,p]]ESt libre. J’en conclus que (Hy)nefopjest une base de Ry, [X]. Donc P s’écrit comme

—1sik=1
—oosik=0"

combinaison linéaire des polyndmes HO,Hl, -, Hp. Il existe donc des uniques réels ay, .., a, telsque : P = Zﬁ:o anHy .
Alors Yk € [0,p], A¥(P) = n o a,A* (Hn) = n X a,A*(H,) = Zﬁ=k anH,_; et par suite,
car car st k>n, car
Ak linéaire Ak (Hp)=0 A(Hp)=Hp_y

A*(Hy) =A(Iiln71)=Hn72

A*(Hp)=Hp_

A*(P)(0) = Xh_, anHn_i(0) = aHy(0) = ay. Ainsi, P = 3b_ (A™(P))(0)H,, .
carsil=1,H;(0)=0

11. Montrer par récurrence sur nn que : A"(P) = Xi_,(—1)"k (Z) P(X + k).

Initialisation : A°(P) = P = (—1)0-° (0) P(X +0) = X9 o(—1)"* (i) P(X + k).
Propagation : Soit n un entier naturel. Supposons que A™(P) = ¥1_(—-1)"* ( )P(X + k).
Alors A™*1(P) = A(A™(P)) = A( kzo(—1)n—k( )P(X + k) = Zi_o(—1)™ k( AP + 1))
Cangement Z( D™ (1) (PG +k +1) = P(X + ) = Z( Dk () PO+ K+ 1) —Z( D (7) POX+ k)
d’indicej =k +1 n+1
sur la premiere
soFr)nme \ Z( prit (] " 1) PX+))— Z(_l)n_k (Z)P(X + k)
le=0
n+1 n
On isole le dernier = Z(_l)n_jﬂ (j 1) PX+)) _Z(_l)n_j (?)P(X +/)

terme de la 1% \ it
somme et le premier ZZ(_l)n—j+1 (j )P(X+])_Z( 1)n- ] )P(X+])+( 1)0( )P(X+n+1)—( 1)n( )P(X)

terme de la 2°™M¢

somme. j=1 n
= Z( o (D) e p = ord (5 poc+ pl+ 00 (7) PO+ n+ 1 = (<D (5) POD)
e =[S0 )+ Gpoe 0|+ 0 Qe 0+ 0 ()

= Z(—n"—fﬂ (" ;r 1) PX+ )| +PX +n+1) + (=D)™1P(X)
=

n+1

- Z(—l)"—f’f1 (" j 1) P(X + )| ok m

=0
Conclusion : ¥n € N, A™(P) = Y7 _o(—1)™ ""( )P(X + k).

Par suite, (A"P)(0) = Xf—o(—1)"* ;1) P(k).
12. PosonsVy =1=HyetvVn e NI}, = %X(X - DX —-2)..(X—n+1).Alors,vn € N*,1;,(0) =0 et
V1=Xd0nCA(V1)=X+1_X=1= V():Hoet

vn € N'\{1},A(Y,) = ,(X+ 1) = ,(X) = (% X+DXX-1..X+1-n+ 1)) - (%X(X —DX-2)..X—n+ 1))

z%X(X—1)(X—2)..(X+2—n)[(X+ D-&-n+1)]



Sl oD -2 X+ 2w =

== KA -DE =D X = =D+D =V

1
(n-1)
Dong, la suite (V) vérifie Vo = 1 = Hy et Vn € N*, 1;,(0) = 0 et A(W;,) = V,,_4. Donc, par l'unicité de la suite (Hy), la suite (1},) estla
suite (Hy). Jen conclus que ¥n € N*, H,, = %X(X - DX -2)..X—n+1).

Soit ¥ I'application qui, a une fonction f, associe sa dérivéef".
1. Montrer que ¥ est un endomorphisme de F = C*(R, R).
2.  Est-ce un automorphisme de C*(R,R) ?

Soit E L’ensemble des fonctions de la forme (x ~ P(x) cos(x) + Q(x)sin (x))ou P et Q sont deux polynomes de R4 [X] .

3.  Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C (R, R).

4. Montrer que B = (fy, f2, f3, fa) est une base de E.

ou fi: (x » sin(x)) fo: (x > xsin(x)) fz: (x > cos(x)) et fy: (x = xcos(x)) .

Montrer que E est stable par . On note D I'endomorphisme de E induit par ¥. On note Idg I'application identité sur E.

Montrer que D est un automorphisme de E .

Déterminer, selon les valeurs du réel A, le rang de D? — Aldg.

Déterminer une base et la dimension du noyau et de I'image de D? + Idj.

En déduire que D* + 2D? + Idg est 'application nulle de E.

10. Retrouver alors que D est bijective et calculer D1 en fonction de D.

On note V le sous-espace de ~ (E) engendré par Idy et D2.

11. Déterminer la dimension de V.

12. Vérifier que I/ est stable par composition.

13. Montrer que les éléments de V' bijectifs sont les éléments de la forme : aldg + B D? tel que a et [ réels distincts.

14. Résoudre dans R I'équation différentielle : y” +y = 0.

15. Déterminer le noyau de ¥? + Id.

16. Montrer que E est le noyau de (W2 + Idg)>

17. Conclure que E est exactement I’ensemble des solutions de I'équation différentielle : y*) +2y®@ +y =0,

1. VfeC®R,R),f € C®(R R).Soit (f,g) € C*(R,R)? et a,et bréels , ¥(af + bf) = (af + bg)' = af’' + bg'f) = a¥(f) +
b¥(g). Ainsi, ¥ est un endomorphisme de C* (R, R).

2. Non, ¥ n’est pas un automorphisme de € (R, R) car ¥(0) = ¥ (1) = 0 donc ¥ n’es pas injective.

3. E= {(x = P(x) cos(x) + 0 (x) sin(x))/ P,Q € Ry[X]}={ (x » (ax + b) cos(x) + (cx + d) sin(x))/a, b, c,d réels}

E ={af, + bfs + cf, + dfi/a,b,c,d réels }. Ainsi, E = vect(fy, f2, f3, f2). Comme (fi, f2, f3, fa) est une famille de vecteurs de C*°(R, R), E

est le ss-e-v de C* (R, R) engendré par (fy, fo, f3, fa)-

4.  Montrons que (f1, f2, f3, f4) est libre : Soit a, b, c, d réels tels que af; + bf, + cf; + df,=0.

Alors, Vx € R, asin (x) + bxsin(x) + ccos(x) + dxcos(x) = 0.

En particulier pour x = 0, ¢ = 0.Puis pour x =, —c — dm = 0 donc d = 0. Puis pour x = g puis x = —g,a + bg =0et—a+ b% = 0 docn

a = b = 0. Ainsi, (f1, f2, f3, fa) est libre et est une base de E. J'en déduis que dim(E) = 4.

5. Soit f un élément de E. Alors il existe a, b, c et d réels tels que : f = (afy + bf, + cfz +dfy).

¥ étant linéaire, ¥ (afy + bf; + cfz + dfy) = a¥(f1) + bY(f2) + ¥ (f3) + d¥(fa).

Or, ¥(f) =f3,¥(f2) = i+ fu ¥ (f3) = —fr et ¥(fa) = —f2 + f3. Donc, ¥ (f1), ¥ (f2), ¥ (f3) et ¥ (f,) sont dans E.
Comme E est stable par combinaison linéaire,, ¥ (af; + bf, + cf3 + dfy) = a¥(f1) + b¥(f2) + c¥(f3) + d¥(f1). € E. V’en conclus que

\ORCORSIN Iy

E est stable par . Par conséquent D: (}5 :}5,) est I'endomorphisme de E induit par ¥ .

01-10 00-10
ere A el . — — 00 0 -1 00 0 -1 _ . . I
6. 1¢® méthode matricielle: M = matgD = 100 1) M~ 100 0 /) DoncrgM = 4. Donc M est inversible et ainsi D est un
010 O 010 O

automorphisme de E.
7. 28meméthode par le noyau : Ker(D) contient la fonction nulle w car D (w) = @' = w. Soit f un élément de E. Alors il existe a, b, c et d
réelstelsque: f = (afy + bfy + cfs +dfy) et ¥(f) = w.
Y étant linéaire, P (f) = Y(af; + bfy + cfs +dfy) = a¥(f1) + Y (o) + P (f3) + d¥(fy) = afs + bfy + bfy — cfi—df, + dfs.
Alors, (a + d)fz + (b — ¢)fy + bfy—df, = w. Comme Best libre, nécessairement,a+d =b —c=b =—d =0etparsuite, a=b=c=
d = 0. Ainsi, Ker(D) = {w}. D est donc injective. Comme E est de dimension finie et d est un endomorphisme de E, 'injectivité de D suffit a
conclure que ainsi D est un automorphisme de E.

~10 0 0 “1-2 0 0 0
8. maty(D? — Mldg) = matp(D?) — hmatp(idg) =M> =20, = J 21 O 0 )-an = § _12_'1_10_ P
0 0 0 —1 0 0 0 —1-2

triangulaire inférieure
Si A= —1alorsrgD? — Aldg = 1 car M?> — Al,ne contient qu’une colonne non nulle.
Sid # —1alorsrgD? — Aldg = 4. Car M? — Al est triangulaire avec aucun coeff. de la diagonale nul.
9. rgD? +Idg = 1.Donc le théoréme du rang assure que dim Ker(D? + Idg) = 3.

0000

De plus, matgD? + Idg = M? + 1, = 8 g 8 8 .Dong, fi, fa, fa sont éléments de Ker(D? + Idg). De pkus, la famille,, (f1, f3, fa) étant
0000

extraite de la famille libre B, est libre aussi et maximale dans Ker(D? + Idg). Ainsi, ( fi, fs, fa) est une base de Ker(D? + Idg).

De plus, (D2 + Idg)(f;) = 2f; donc (D? + Idg) (%fz) = f3 . Ainsi, f3 € Im(D? + Idg). Comme f; est non nul, (f3 ) est libre et maximale
dans Im(D? + Idg).Ainsi (f3 ) est une base de Im(D? + Idg).



10. Comme f3 € Ker(D? + Idg),vect(f3) = Im(D? + Idg) < Ker(D? + Idg) (car Ker(D? + Idg) est table par c.l.).)en déduis que
que (D% + Idg) o (D? + 1dg) = 0 ce qui donne : D* + 2D? + Idg = 0.
Rque : on aurait pu démontrer ce résultat matriciellement en prouvant, par le calcul, que M* + 2M? + Idg = 0.

11. Alors, (—D3 — 2DY) o D = Idg = D o (—D3 — 2D"). Donc D bijectifet D=1 = (=D3 — 2D1).

12. V = vect(D?,id). Comme D? et id sont des éléments de de  (E), V est un ss-e-vde ~ (E), estle ss-e-vde  (E) engendré par D? et
Idg. De plus, D? et Idg ne sont pas colinéaires puisque M? et I, ne le sont pas ; ainsi, (D?,id) est une base de V. Donc dimV = 2.

13. (aD? + bidg) o (a'D? + b'idg) = aa'D* + (ab’ + a’'b)D? + bb'idg = ad'(idg — 2D?) + (ab’ + a’b)D? + bb'idg

= (—2aa’+ab’ + a’b)D* + (aa’ + bb")id € V. DoncV est stable par composition.

14. Soitu = aD? + bidg € V.

—a+b 0 0 0
matgu = aM? + bl, = 8 _azz b —a0+ b 8 .Et det(aM? + bl,) = (b — a)*. Donc
0 0 0 —a+b

Alors, u bijective < aM? + bl, inversible < det(aM? + bl,) # 0 < b +# a.

Ainsi, les éléments bijectifs de V sont les endomorphismes aD? + bidg tq b # a.

15. Les solutions de y” + y = 0 sont toutes les fonctions de la forme acos + Bsin tq a, § réels . Ce sont donc toutes les combinaisons
linéaires de f; et f5. Toutes les solutions de cette équation différentielles sont dans F = C*(R, R).

16. Soit f € F.

fEKer(W?+1dp) & "+ f =0 f €vect(fy,f3). Ainsi, Ker (Y? + Idp) = vect(fy, f5).

17. Soit f € F.

& (Y2 + Idp)(f) € vect(fy, f3)-

= 3@p) €RZf+f = af, +Bf

< 3(a,p) ER?/Vx ER, f'(x) + f(x) = asin (x) + f cos (x)

Résolvons I'éguation différentielle : (edI2): v"' + v = a sin(x) + B cos(x)

Sol(edl2H) = vect(fy, f3)-

Solution particuliere ?

Cherchons une solution particuliere de (edl2)de la forme g: (x » (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x)) tq 4, B, C, D réels a déterminer.
Vx € R, g"(x) + g(x) = asin(x) + B cos(x)

©Vx € R, (24— D — Cx) cos(x) — (2C + B + Ax) sin(x) + (Ax + B) sin(x) + (Cx + D) cos(x) = a sin(x) + B cos(x)

=Vx €ER, (24— B)cos(x) — (2C + a)sin(x) =0

car la famille
(cos,sin’listlibre 24 — ﬁ -0 A= %ﬁ
=4 (=4
20+a=0 |c=14
2

.Donc, g: (x = Gﬁx) sin(x) + G ax) cos(x)) est une solution particuliére de notre équation

différentielle (ed[2). Ainsi, les solutions de (edl2) sont toutes les fonctions de la forme (x — (%[?x + k) sin(x) + (% ax + k’) cos(x)) tq k
et k' réels.

Alors, f € Ker ((* + Id;)?) < 3(a, f) € R?%et3(k, k') € R?/Vx € R,f(x) = (2 fx + k) sin(x) + (G ax + k') cos(x)

o 3(a,B) € R2eta(k, k") € R?/Vx € R, f(x) = (B'x + k) sin(x) + (a'x + k') cos(x)

< f evect(fy, fo,f3 fa)-

Ainsi, Ker (2 + 1dg)?) = vect(fi, f2 . f3.fa) = E.

18. Tout d’abord , on montre facilement par récurrence qu’une solution de (edl4) = f® + 2f@ 4 f = 0 est de classe C*sur R.

Soitf EF.fM +2fD 4 f = 0. (P*+ 2¢2 +1dp)(f) = 0 & f € Ker((Y? + Idg)?). Donc, Ker((y? + Idg)?) est 'ensemble des
solutions de (edl4) . Alors d’apres la question précédente, je peux conclure que E est exactement I'ensemble des solutions de f(4) + Zf(z) +
f = 0. Ainsi, Sol(edl4) =vect(fi,f>,f3.fa) = E



