Démonstrations du chapitre
sur les matrices d’applications linéaires

Def:
Matrice d’une application linéaire :
Soit By = (€x)=1.p Une base du K-e-v E (dimE = p) et B, = (Ug)k=1., Une base du K-e-vF (dimF = n).
Soit f € & (E,F).
La matrice de f dans les bases B; et B, notée matp, p,(f), est la matrice de la famille (f(e7), f (e2), ...,f(e_p’)) dans la
base B,. Autrement dit,
f@) f&)-.f(ey)

. _ . a1 Qg2 ... 0qp selon ."7’1

M = matg, s, (f) = mats, (f@),f (@), . f(&5))= [ Gaz e faw \selon By ¢y, (k).

An1 Ay .- Anyp/ selon By,
f(er) = ayvs + ayv; + -+ ann

Matrice d’un endomorphisme:
Soit B = (€y)=1.p Une basedu K-e-vE (dimE =p)etf € - (E).
La matrice de f dans la base B notée matg(f), est la matrice de la famille (f(e;), f (e3), ...,f(e_p’)) dans la base B.
Autrement dit,

@) F@). £(5)

Q11 @iz .. 81p\ selon B)
M = mat(f) = maty ( f@),f@), - (7)) [ @21 G2z -0z | se1on By € Mp(K)-

Ay Apg .. 0yp/ selon €,
— = = —y
f(e) = ayEy + azEy + -+ + apye,

NB : Une telle matrice se litdonc en colonne : la colonne k contient les composantes du vecteurs [ (e;) dans la base B, ce
qui signifie que f(er) = a1 V7 + ApVz + -+ + Ang by, -

Exemple : Soit f définie sur Ry[X] par: f(P) = (P(0) + 4P7(1),3P(1) — P'(2)).Montrerque f €  (R,[X], R%) et donner sa matrice dans
les bases canoniques de R,[X] et R2.

VP € R,[X], f(P) € R

¥(P,Q) € Ry[X]?V(a,b) € R?, f(aP + bQ) = (aP + bQ(0) + 4(aP +bQ)'(1),3(aP + bQ)(1) — (aP +bQ)'(2))

= (aP(0) + b((0) + 4aP'(1) + 4bQ’ (1),3aP(1) + 3bQ(1) — aP’(2) — bQ'(2) )

= (aﬁ(o) + 4aP'(1),3aP(1) — aﬁ"(z)) + (b@(o) +4b07(1),3b0(1) — b?g“'(z))
= a(P(O) +4P'(1),3P(1) - P'()) + b (Q(0) +4Q'(1),30(1) - T (D))
=af(P) + bf(Q)

Ainsi, f € 7 (R, [X],IRZ).

Soit B; = (1,X,X?) et B, = ((1,0),(0,1)) les bases canoniques de respectivement R,[X] et R?.

f(1) =(@,3) =2(1,0) +3(0,1)

FOO = (4,3) = 4(1,0) +3(0,1)

F(X?) = (8,—1) = 8(1,0) —1(0,1)

Donc, M = matg, g, (f) = matg, (F@. £ (O, F&x#))= (?1, ;t f)

Exemple important : les matrices de Uidentité
Soit B;, B, deux bases de E et dim(E) = p. Alors,

matg, idg = matg, idg = I, et matg, g, idg = matg, B, = matrice de passage de B; a B, = P(By, B,).

Démo : Soit B; = (el, ez,..,ep) etB, = (ul,uz,..,up).

1
Alors, Vk € [1,p],id(ex) = e = Oey + 0e; + -+ + Oep_q + leg + Oeyyq+.. +0ey,. Donc, matp, idg = 0

De Plus, matg, B, = matg, (ul,uz, ..,u,,) = matg, (id(u),id(uy),..,id(uy)) = matp, p,id.

_
matrice de passage de B; a B,.




QDC 7 Propriété fondamentale :
Soit By = (€x)=1.p Une base du K-e-v E (dimE = p) et B, = (Ug)k=1., Une base du K-e-vF (dimF = n).
Soit f € / (E,F) et M = matp, p,(f) Alors,
VX € E, math(f(J?)) = matp, p,(f) X matp, (X) i.e. Y =MX.
Y M X

aiq Qqp .....alp

a Ay ..
Démo de la propriété fondamentale : Soit f € ~ (E, F)et M = matg, p,(f) = 2 T2 p
an1 Apo oenns anp
Montrons que : VX € E, matg,(f (X)) = matg, p,(f) X matg (X) = MX.

f@) f@.. f@R)--f(ep)
aq aqp ...alk..alp Selon 1‘7'1

Ona:M = matg, (f(el),f(ez), ...,f(ep))= @21 G2z @2k 92p | selon B3 i.e. Vk € [1,n],f(ex) = a1,V + Gox¥3 + =+ anin -

Gn1 Qg - [@5E- - Anp/ selon B

X1
SoitX¥ € EetX =matg (%) =| | |ce quisignifie que: ¥ = XP_. x,ex. Par suite,
1 k=1
x
P
fG) = fEj=1Xk€k) = Yhr @R = Xy 0 Bl @) = Xjo—y (Bl X Vi) = Xy (Zhoy X Vi) = 21 (Thomy Xk ) Ui
car f linéaire
Donc, f(%
Vo1 Xk \ selon B U1 GapeeGip\
. : > a1 Qpp.....d -
Y = matg, (f()) = selon ] _ | "2 T2zee-Top ( : ) =MX. OK!
el - . x
22:1 Xk Ank selon Un Ani1  Qp2 - App P

Remarque : on peut prouver réciproquement que si f est une application de E dans F telle qu’il existe une matrice M
vérifiant: VX € E, matg,(f(X)) = M x matg, (%) alors f € / (E,F) et M = mat, p,(f).

VIDEO : http://youtu.be/FmrdCYMGF1E?hd=1

Théoréme fondamentale : Soit B; = (€;)x=1., Une base duK-e-v E et B, = (Vy)g=1.n Une base du K-e-v F .
Alors, V: V(E,F) - M,,(K) estunisomorphisme.
fe matBLBzf
En particulier, une application linéaire de E dans F est entierement définie par sa matrice dans deux bases fixées et toute
matrice est la matrice d’une application linéaire.

Démo: Vf € Y (E,F),V(f) € My, (K).V(f,g) € “(E,F)? V(a,b) € K?,
V(af +bg) = matg, 5, (af + bg) = matg, (af (&) + bg (&), af (&) + bg(&3), ..., af (&) + by (&)
= amaty, (f@).f@) .f(5)) +b.mats, (9@, 9@, .. (7)) = amaty, ,(f) + bmaty, 5,(g)

-
parh:(X-matg, )
est linéaire
=aV(f) + bV(g).

Donc, V est une application linéaire de ~/(E, F) dans My, ,(K).

Montrons gue V est bijective. Ne connaissant pas la dimension de ~(E, F), je dois montrer que V est injective et surjective. Pour cela,
montrons que toute matrice de My, ,(K) admet un unique antécédent par V.

a1 Aq2 ... Qqp

azq Az .....azp

Soit M € M, ,(K). Alors M = .Posons Yk € [1,n],wy = a1, V7 + Az Vs + -+ + api Uy . Alors (Wy)g—1 €St une

an1 [22%) .....anp
famille de vecteurs de F. Donc d' aprés le chapitre précédent, il existe une unique f € ~(E,F) telle que : Yk € [1,n]], f(ex) = wy. Ainsi,
Al f € V(E,F)/V(f) = M. Ainsi, V est bijective.
Jen déduis que : & (E, F)est de dimension finie et dim(~(E, F)) = dim(M,,,(K)) = n X p = dimE X dimF
De plus, la famille (V‘l(EU)) i=1.n€Stune base de - (E, F) (car tout automorphisme envoie une base sur une base). De plus, V(i,j) €
j=1..p
[1,n] x [1,p], posons V1(E;;) = f;; i. e.matg, g, fi; = Ejj; alors,ona: Vk € [1,p], fi;(ex) = 6k;7;
Je peux donc énoncer le théoréme suivant :

Théoreme : Si E et F sont de dimension finie alors &/ (E, F) est de dimension finie et dim(~ (E, F)) = dim (E) X dim (F).
De plus, une base de / (E, F) est la famille (f;;)i=1.n telle que : V(i, j) € [1,n] % [1,p], Vk € [1,p], f;; (&%) = 8k
j=1.p

En particulier, si E est de dimension finie alors dim(E*) = dim(E) dim(K) = dim (E) .

VIDEO : https://youtu.be/9NGOuwSoOI0



http://youtu.be/FmrdCYMGF1E?hd=1
https://youtu.be/9NG0uwSoOI0

d’un isomorphisme

Soit B, = (e;,¢,,..,¢,) basede E et B, = (v;,75,..,V,).base de F .

VIDEO : https://youtu.be/Cj-p3mELltDs?si=mzXbljxtP2xM_Pe3

Théoréme :Soit f € v (E,F) et M =matg, ,(f).Alors, rg(f) = rg(M).

Démo:7g(f) = rg((f(€))ieq1,..p} = rg(matg, (f €))ieq,..0)) = rgM.

el d
chap application linéaire chap e.v de dimfinie def d'une matrice d' app.lin.

Théo: Soit f € ~/ (E,F) et M = matg, ,(f) . Les colonnes de M sont les composantes dans B, des vecteurs d’une
famille génératrice de Im(f).

Démo : Imf = vect ((f(€,)))ie(1,.p)- O, les colonnes de la matrice M sont les composantes des vecteurs f(&7), f (€3), ..., f(€,) dans
la base B, .

Théo: Soitf € ~/ (E,F) et M = matg, p,(f).SoitX € E et X = matp X .Alors % € Ker(f) © MX = 0 & X € Ker(M).

X1

. oo > p — i xZ
Démo: Soit X € E . Alors, X = ¥, _, xi€. Donc, X = matp ¥ =

Xp

feKer(fleof@ =0 math(f(J?)) = math(a) zﬁ matg, g, (f) X matg (¥) = (0)
11X, + agpxp + o+ agpxp = 0

SMX=0sXeker(M) o |fnftoniet - tant=0

m=(ay) '
Y \an1xs + anpxy + o+ appx, =0

ai1xq + A12Xy + -+ alpxp =0
Donc, Ker (f) = {Zzzlxke_k’/xl,.,xp scalaires et {aﬂxl T 8222 + T dapty = Ol
An1X1 + ApaXp + o+ AppXy = OJ
Je résous le systéme. Certaines inconnues passeront paramétres (inconnues secondaires). On remplace dans Uexpression de ¥ les
inconnues par leurs expressions en fonction des parametres afin de trouver une famille génératrice © de Ker (f). Il suffira alors soit
que 7 estlibre, soit que card  =dimKer(f) (cette dimension étant obtenue par le théo du rang par exemple).

2 6 1
Exemple : Soit f 'endomorphisme de R,[X] canoniquement associé a M = (—1 -8 2). Donnons une base de Ker(f) et une base
4 14 1
de Im(f).
2 6 1
Premiére méthode.Ona:B = (1,X,X?)etM = matgf = -1 -8 2).
2 0 1 0 0 1 0 0 ! 1
rg(f) = rg(M).Or, M~ (—1 -5 2) ~c (—5 -5 2> ~c <0 -5 2). Donc,rg(f) =rg(M) = 2.
4 -1 1 2 21 0 2 1

De plus, Im(f) = vect(f(1), f(X), f(X?)) = vect(2 — X + 4X?,6 — 8X + 14X2,1 + 2X + X?).

Donc./ = (2— X +4X?,6 — 8X + 14X?) est une famille de Im(f), de cardinal 2 = dim(Im(f)) et clairement libre, . / est donc une
base de Im(f).Le théoréme du rang assure alors que dim(Ker(f)) = dim(R,[X]) — rg(f) = 3 — 2 = 1. Donc Ker(u) est une droite
vectorielle.

a
Cherchons un vecteur non nul de cette droite : Soit P € R,[X] tq P = a + bX + cX?. Alors matgP = <b>
c

a 0 2a+6b+c=0 —10b +5c =0 — _ap
f(P)=0(=)M<b>=(0>®{—a—8b+26=0@ —a—8b+2€=0®{a_ < P =b(—4+ X+ 2X?).Donc,

c 0 4a+14b+c=0 —~18b+9c =0 c=2b
Ker(f) = vect (—4 + X +2X2% |
base de Ker(f)
Deuxiéme méthode : tout en 1 ci-dessous.
Ona:B = (1,X,X? etM = matgf.
0 0 1 0 0 1
rg(f) =rg(M).0Or,M  ~ -5 -5 2 ~c 0 —5 2 |.Donc,rg(f) =rg(M) =2et Im(f) =
—— ——
C<C—3C; \_g__, 3_‘ ‘_1 C1<C—C; g 2 1
Greim26s \ f(1-2x%) f(X=3) F(X?) fla—X-2x7)

vect(0,—5X + 2X%,1+ 2X + X?). Donc./ = (=5X + 2X%,1 + 2X + X?) est une famille de Im(f), de cardinal 2 = dim(Im(f)) et
génératrice de Im(f), ./ est donc une base de Im(f). Le théoréme du rang assure alors que dim(Ker(f)) = dim(R,[X]) —rg(f) =3 —
2 = 1. Donc Ker(f) est une droite vectorielle. Or f(4 — X — 2X?) = 0 d’aprés I'étude du rang de f. Donc, (4 — X — 2X?)est une base de
Ker(f).



https://youtu.be/Cj-p3mEltDs?si=mzXbIjxtP2xM_Pe3

Théoréme : ICl dimE = dimF %, B, B,bases de respectivement E et F.
1) Soitf € v (E,F) et M =matp, ,(f) . f € Isom(E,F) & M inversible< f injective< f surjective.
2) Soitf € ~ (E) et M =matg, (f). f € GL(E) & M inversible< f injective = f surjective.

VIDEO https://youtu.be/x9RSSOWNESM?si=PJ9FaZlc_YJtyKpk
Démo :Posons n = dim(E) = dim(F) < +.Soit f € -/ (E,F) .
Alors, f isomorphisme e f surjective e rgf =dimF =n S rgM =n & M inversible.
car dim(E)=dim(F)<+oo. car n=dimF carrgf=rgM

Rque: f isomorphisme & f injective © Ker(f) ={0} ©@ VX €E,(f(X) =0= X =0)
S VXEE, (mathf(fc') = 0= matg X = 6) S VX eMy1(K),(MX =0 = X =0) & Ker(M) = {0} © M inversible.

Exemple : Soit ¢ € R .Soit f: R,[X] = R,[X]. Pourquelles valeurs de ¢, f est-ilun automorphisme de R, [X] ?
P = aP —XP

Pour répondre a cette question, introduisons la matrice M de f dans la base canonique B = (1,X,X?,..,X™) de R,[X].

a1

vk € [0,n], f(X*) = aX¥ — kX* = (a —k)X* = 0.1+ 0.X + 0.X?*+... +1X*+..+0X™. Donc M = matgf =

Par suite, det(M) = (a — 1)(a — 2) ... (a — n) . Alors, f automorphisme de R,[X] © det(M) # 0 & a ¢ {1,2,...,n}.

Opérations sur les matrices d’applications linéaires.

QDC 7 Théoréeme Soit E, F et G des K-e-v de dimension finie et B; base de E et B, base de F et B;base de G.
1) (Rappel)Si(f,g) €~ (E,F)*et(a,B) € K* alors matg, p,(af + Bg) = a matg, p,(f) + matg, 5,(g).
2)Sif e~ (E,F)etg € (F,G)alorsmatg, g.(g ° f) = matg, ,(g) X matg, g, (f). (x*)

3) Si f estunisomorphisme de E sur F alors matg, 5 (f ') = (matBl'Bz(f) )_1.

(**) c’est de la que provient la définition compliquée du produit matriciel !
Démo:
1) V: (f—~matg, g, (f)) estlinéaire donc, pour tous (f ,g) €~ (E,F)*et(a,B) € K?, matp p (af + Bg) = amatp p (f) +
B matg, p,(g).
2)Soitf € ~ (E,F)etge ~ (F,G)
Posons B; = (€7,¢€;,..,€,) base de E et B, = (V7,V3,.., ;) base de F et Bz = (W7, W;,.., Wy,) base de G.
Notons A = matg, g, (f) = (a;;), B = matg, g, (g9) = (bij) et C = matg, g, (g ° f) = (c;;). Alors,
vk € [1,p], f(ex) = Xit1 auv et Vi € [1,n], g(v) = XL, bjiw; .
Donc, Vk € [1,p],
9(f@) = gChiaum) = Xy awg (@) = Xy apw(XJey bjiw))= X1y (X7 awbjiw)) = X7, ( X1y apcb;iw)
g(f (@) = TM1(ZFy agb;)w,. Done, V(k, j) € [1,p] x [1,m], cjx = Xi; apebji = iey bji age = (BA) jk.
Ainsi, C = BA.
3)Soit f € Isom(E, F).Alors f~! € Isom(F,E) et matg, g, (fHet matg, g, (f) sontinversibles, d’aprés le théoreme démontré plus

-1
haut. Montrons que math,Bl(f'l) = (matBl,Bz(f) ) .

I, = matp, p (idg) = matpg p (f ' o f) = matg,p, (f Y x matg, g, (f).
pardef. de f~1 d'apres 2)
_ -1
Donc, matg, 5 (f™1) = (matBl,Bz ) .
(**) C’est pour obtenir cette égalité qu’on a défini le produit matriciel de maniére compliqué !!!!

QDC 7 Cas particulier d’un endomorphisme : Soit f un endomorphisme de E et B une base de E.
e Sigestunendomorphisme de E alors matg(f o g) = matg(f) X matg(g).

e Vk €N, matg(f*) = (matg(f) ).

e Si matyz(f) estinversible alors f est un automorphisme de E et matg(f~1) = (matg(f) )~

Démo:

e Posons H(k):« matg(f*) = (matg(f) )e».
Init° : H(0) vraie car « matg(f°) = matg(id) = I, = (matB(f))O.
Propag®: Soit k € N. Je suppose que H (k) est vraie.

Alors matg(f¥*1) = matg(f¥ o f) = matg(f*) x matg(f) = (matg(f))* x matg(f) = (matp(f) Hk+?

théo 27.2 par hypo.
de récurrence

Donc, Hk = Hk+1'
CCL:Vk € N, H(k) est vraie.
e  Si maty(f) estinversible alors f est un automorphisme de E et matg(f~1) = (matg(f) )~ d’aprés le théo précédent

Conséquence : Soit E un K-e-v de dimension finie et B une base de E. Soit f € ~ (E) et M = matg(f) et A € K.
ILexiste un vecteur non nul x € E telque: f(X) = AX © det (M — Al) = 0.

Démo : matz(f — Aldg) = matg(f) — Amatg(Idg) = M — Al



https://youtu.be/x9RSS9wNE9M?si=PJ9FaZJc_YJtyKpk

I existe un vecteur non nul ¥ € E tel que : f(#) — A2 =0 o f — Aldg non injective & matg(f — Aldg )non inversible
& M — Al noninversible <det(M — AI) = 0.
VIDEO : https://youtu.be/x9RSSO9WNEOM

Exemple : Soit E un K-e-vrapporté a labase B = (5,5,5) et fe/ (E)tqf(d) =4d— 2b — 45,]‘(5) =—d-b+ Cetf(¢)=>5d— b—
5¢. Montrer que Ker(f2) @ Im(f?) = E.

_ 2 2 -4 -1 0 0
M =matgf =| -2 -1 -—1|.Donc, matgf? = M?= ~ 1 0 0
—4 1 -5 pr(;;.zs uz.z :_12 é -7 ot - -
i@ by O/ G50 \fGa) ria+b)  fi(e-2a)
CreCptCy
CyeC3—2C,

-

Doncrg(f2) = let Im(f2) = vect(—d — b + € ) et le théoreme du rang assure que dim(Ker(f%)) = 2.0r, f2(a + 5) =0= f*C-
base de Im(f?)
2d).Doncd + b et @ — 2d sont deux vecteurs de Ker(f?). Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants (car x(& + B) +
y(é—2d)=0= (x—2y)d+xb+yZ=0 = x—2y=0,x=0ety=0=>x=y=z=0).Comme dimKer(f*) =2, (d+
car B libre
b, — 2d) est une base de Ker(f2).
Vérifions que la concaténation de la base de Im(f?) trouvée et de celle de Ker(f?) est une base de E.

-1 1 =2 -1 0 0
Soit./=(—-d—b+¢,d+b,¢—2d).P=matg./ = <—1 1 0 )~C (—1 0 2 ) .Doncrg(P) = 3 etainsi P estinversible. J’en
1 0 1 1 -1 -1

déduis que . 7 est une base de E et ainsi Im(f2) @ Ker(f?) = E.

Formules de changement de bases

VIDEO : http://youtu.be/KXMLZtRTNRU?hd=1

QDC 7 Rappel : Formule de changement de bases pour un vecteur ou une famille de vecteurs : Si B et B’ sont deux
basesde E et ¥ € E et ./ une famille de vecteurs de E alors
matg¥=  matyB X matgV.

N
=matrice de
passage de B'a B.

matg. /= matg!B X matg /.
=matrice de
passage de B'a B.
— - — T — —
Démo : Posons B = (ey, &, ... &,) et B' = (Uy, Uy, ..., Uy) €t P = matgB’ = (p;)) i jyefin]? -

a, b1
Soit ¥ unvecteurde E et X = ( H ) =mat g(V) etX' = < : ) = mat g(¥).
a, b,
Onadonc, Vk € [1,n], w = Xi_ puce, et U = Lj=y a;€; et v = Xy byl
Alors, U = Y1 b (Xizq Pire)=Li=1(Zi=1 Pixbrer) = Xim1 (k=1 Pirbr€) =2i=1(Ek=1Pirbi)e. Alors par unicité de Uécriture de
¥ comme c.l. des vecteurs de la base B, Vi, a; = Y,;-; Dirbk- Cela se traduit matriciellement par : X = PX'.

QDC 7 Théoreme de formule de changement de base pour les applications linéaires Soit f € ~ (E,F).
Soit B; et B;' deux bases de U'espace vectoriel E et B, et B,' deux bases de I'espace vectoriel F .

Soit M = matp, p,(f) et M’ = matps 5 (f)

Soit P = matg, B; =la matrice de passage de B, a B;" et Q = matp,B; =la matrice de passage de B, a B; .
Alors, matps pi(f) = matg B, X matp, p,(f) X matg, By ie. M’ = Q MP.

VIDEO : http://youtu.be/KXMLZtRTNRU?hd=1
Démo : matg p/(f) = matgy g (idp © (f © idg)) = matg, pridp X matgypg; (f © idg)

= matp, pridp X (mat-'Bz(f) X matB{’.(idE)) = matg B, X matp, p,(f) X matp B; .

Formule de changement de bases pour un endomorphisme

Soit f € & (E). Soit B et B’ deux bases de 'espace vectoriel E. Soit M = matg(f) et M' = matg: (f).
Soit P = matgzB' =la matrice de passagede Ba B’ .

Alors, maty (f) = maty B X matg(f) X matgB’ ie. M' = P"MP. On dit que M et M’ sont semblables.

Démo : il suffit d’appliquer le théoréme précédent en prenant B; = B, et B;’=B; .

Exemple : APPLICATION AU CALCUL DE PUISSANCE D4UNE MATRICE

211
Soit E un K.e.v de dimension finie 3, de base B=({,, k) et u ’endomorphisme de E tel que : A = matzu = <1 2 1>. Déterminer une
4 0 0
base B’ de E dans laquelle lamatricedeuestD =|0 1 0 |. Endéduire les puissancesde A .
0 0 1

Une telle base B' existe <3(d, E,E) e E3/(q, b, ¢)libre etu(a) = 4d, u(B) =bet u(¢) = ¢.Dans lecas, B’ = (a, b, c).



https://youtu.be/x9RSS9wNE9M
http://youtu.be/KXMLZtRTNRU?hd=1
http://youtu.be/KXMLZtRTNRU?hd=1

u@ u(b)

selon
u(é) 20

~

car mat(al—,»g)u =

(a
g signifie que u(a) = 4d, u(B) =bet u(é) =¢.
0

o O}

0
1
0

T VAL RS T)

Cherchons tous les vecteurs X de E vérifiant : u(¥) = 4X. SoitX = al + ] + vk un vecteur quelconque de E.

a a 20+ +y =4a

u(X) = 4% © matg u(¥) = matg(4X) e  matgux matg(¥X) = 4matg(X) © A X (ﬂ) =4 <ﬁ> o {a +28+y=4pB
prop 3. Y Y a+p+2y =4y

+Alinéaire

—2a+p+y=0 —3a+38=0

ela-28+y=0 o Ja-28+y=0 o {a_z"‘ﬁiﬁ_0@{“fg@f=/ﬁ+ﬁj+31?=ﬂ(f+j+l?).
a+f—-2y=0 Li<li-L, \ =3a+38 =0 Li<L-L, v= v=
LyeL,+2L, LyeL,+2L,

Donc Ker(u — 4id) = vect(T+ J + k).Comme (a b, ¢) doit étre libre, @ # 0 donc prenons@ =7+ +k (B =1).
Cherchons tous les vecteurs X de E vérifiant : u(X) = X. SoitX = ai+ pj + yE un vecteur quelconque de E.

a a 20+ +y=«a
u(X) = ¥ © matg u(X) = matg(X) © matg u X matg(¥) = matg(¥) © A x ([3) = (ﬁ) = {a +20+y=p
Y Y a+f+2y=vy
Sa+B+y=00F=(—B-y)+B+vk =B(=i+]) +y(=i+k).
Donc Ker(u — id) = vect(—T+],—1 + k).
Comme (&, b, ¢) doit étre libre, (b, €) doit étre libre. Prenons b= —i+] (B =lety = 0)eté = —i+k (B =0ety = 1).
Vérifions maintenant que (4, b, ¢) est libre.

. . 1 -1 -1 100 1o
rg(&,b,f?)=rg(mat3(d’,b,5))=rg<1 1 0)=rg<1 2 1>=rg 12
1.0 1 11 2 11

=p

=3 =card ((d, b, E))

NIWwO O

4 0 0
Donc, B' = (d, b, ¢) est libre et est une base de E telle que D = <0 1 0> = matg,u.

0 0 1
Alors la formule de changement de base assure que matgu = matgB’ X matgu X matg,Bi.e. A= PDP~!. Par conséquent,
4k 0 0
vk € N, Ak = pD¥P~1 avec D¥ = ( 0 1 o). ILreste a déterminer P~ 1. Pour cela résolvons le systéme PX =Y.
0 0 1

_ (le(a+b+c)
1 -1 -1\ a X—y—z=a x—(c—x)—(b—x)=a 2 x (1 1 1N\
(1 1 0)<y>=(b><:>{ x+y=>b 4:){ y=b—x @{y=§(—a+2b—c)@(y>=§(—1 2 —1)<b>.

z c x+z=c =c— z
1o 1 z=emx kzzi(—a—b+20) —a

1 -1 -1 4k°01111 14’<—1—111114"'—+24k—14’<—1
Ainsi,vkeN,A“={1 1 0 Jlo 1 0)3(-1 2 -1)=3(4c 1 o ||-1 2 ~-1)|4k—1 4k4+2 4k_1)

1 0 1/\0 0 1/ \-1 -1 2 4k 0 1/ \-1 -1 2 4k — 1 4k 1 4k 42

-/7//,



