Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques
FORMULAIRE A TROUS NOMBRES COMPLEXES
Soienta,z,z',z4, ...,2z,,U,V,A et § des nombres complexes.
7 un entier naturel et p un entier relatif
T un réel strictement positif, @, 8, x,y, 0 et 0’ des réels.
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, 1,).
RAPPEL: 0 = 0'[2m] signifie que :
LES FORMULES (**) ne SONT VALABLES que si z et/ou z’ sont NON NULS .

z= x +1i X tg x et yréels, estlaforme de z.
Re(z) Im(z)

M est le point du plan d’affixe z = x + iy lorsque

U est le vecteur d’affixe z = x + iy lorsque

ez =20 sietssi si et ssi
0ez=1z2
si et ssi
si et ssi
e Re(z+7) = etim(z+2) =
eSia € alors Re(az) = etIm(az) =
e Généralisation : Si @, .., a, sont alors Re(QXRo; o z) = et ImQEio;agzy) =
def
= ™ -
ez = x—iy.
° 7= et zXz= S
e Re(z) = et Im(z) =
R T z . ) —
e z+z = et =7zx7 et(;)= siz’#0 etsia € ,alors az =
Généralisation Y.}_, z, = etlli,z, = etz =

def
|z|  JVx% +y* =+zz=0M = ||u]|.
e Sjizestréel alors le module de z est la valeur absolue de z.
o |zl =|-z| = |z|
o |Re(2)| < lz| et [Im(2)| < |zl.

’ 1
o |zZ'| = , et siz non nul alors, |§| = et |&| = . Et — = (**)
e Sia € RY,alors |az| = alz|. En particulier,é—| est de module 1 (**).
. INEGALITES TRIANGULAIRES
o |z+ 7| =|z| + 7| sietssi
e Généralisation : [[[}_; z,| = , 1z =z et | X2,z ]
def
Pour tout réel 8, on pose e = cos(0) + isin(0).
, 1 . 1 . 1 . )
o iPm) — , =1, =-(1+v31) , =51+ =-(V3-1) , =—i.
e Les complexes de module 1 sont
[ ) |ei9| =
o eif = i gjetssi
. eieeie’ —
notation i0
[ ei(_g) = = 2 et e.—, =
elif
° EULER
° IDENTITES DU LOSANGE
° MOIVRE

0,0\ i0_,—io\"
(&) = * = Re((cosO + isinB)") et Im((cosf + isinf)") = #* = (L) A
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def
Siznonnul,arg(z) = . Les arguments de z sont . L'argument
principal de z est

ez= 1 e sietssi )
- A
eR** €xpo.
imagi.
siz#0alorsz= r x e =|z|el*9@est la forme dez.
Eﬂ\ii* E\EFO.
imag.
e M est le point du plan d’affixez = r e lorsque
eﬁg—‘f—* 6;50.
imagi.
U estlevecteur d'affixez = r e lorsque
“ ()
eRt* expo.
imagi.
e sizet z'sont alorsz=27z'
e sizet z'sont alors arg(zx z') =
. 1
e sizest alors arg (Z) =
. z\ _
e sizet z'sont alors arg (;) = (**)
e sizest et p€ alors arg(zP) =
Généralisation : arg(I[h_, z,) =
e Pout tout réel 8, Arctan(8) est
Six > 0, alorsarg(z) = . Six <0, alors arg(z) =
Six =0 ety > 0alors Six =0ety < 0alors
z= a X e'® estune forme quasi- trigo. de z.
(] )
eR  expo.
imag.
e sia>0alors|z| = etarg(z) = .sia < 0Qalors |z| = etarg(z) =
si o = 0 alors |z| etarg(z)
Re(z) = et lm(Z) =
def
eZ = Xty = — .
e’ # . lef| = etarg(e?) =
e e? =¢? sietssi
o e?xe? = , eZ= , eZ = , er 7= ,  (er)P =
8 est une racine carrée (cpxe)de A lorsque
eSiA=0alors6? =0«
SiA=re!® = Qalors, 62=A=§ = et =

Si A=a tibalors § = x+ iy et 62=A(:){

Soit P(z) =az? + bz + coua,b,ccpxeseta # 0

et A=bh% —4ac = . Alors (E) a une unique solution si A= 0 et deux solutions distinctes si A# 0 . Ses solutions
(confondues siA= 0 ) sontz; = etz, =
EtVz €C,az? +bz+c= =
forme canonique forme factorisée
Etz, +2z, = etzy Xz, = .

Réciproquement, Si z et w sont des cpxes telsque: z+w = U et z X w =V alors z et w sont les racines P(t) =

Soit P(z) = ag + a,z + -+ + a,z" une fonction polynomiale a coef ficients a,, ..., a, complexes .
e si P n’est pas la fonction nulle alors deg(P) = . La fonction nulle (i.e. ay = - = a, = 0) a pour degré
e Si P n' est pas la fonction nulle et w est une racine de P (i.e.P(w) = 0) alors

e Si Pest et w est une racine de P alors est aussi racine de P.
e Si P n’ est pas la fonction nulle alors le nombre de racines de P est . Et la fonction nulle est la



Soit 7 un entier naturel non nul et @ un nombre complexe. z est une racine ni™¢ complexe de a lorsque

Les racines n'*™* (complexes) de I'unité (i.e. de a = 1) sont

e La somme des racines n'*™ de I'unité est dés que
o Les images de ces racines n™® de |'unité
e Racines troisiemes de 'unité sont ouj= etj? = = et 1+j+j2=
Alors, Vp € , j3P = | 3t = et jIP+2 =
i0

non nul possede qui sont

e Si z, est une racine n'*™® particuliere du complexe non nul a, alors les racines n*™ de a sont

e 7 est réel sietssi
si et ssi

sietssi

 Z imaginaire pur si et ssi
sietssi

si et ssi

sietssi

sietssi

si et ssi

Z est réel positif
si et ssi

Soit M point de coordonnées (x,y) et i = a = xi + yj. Alors z = Af f(M) = =Aff (i)
Soit M’ un autre point et ¥ un autre vecteur du plan. Soit 4, B, C, D des points distincts d’affixe a, b, ¢, d.

M=Ms et U= v

si a et B sont des réels alors Af f(au + pv) =

oM = = et si M # 0 alors (i, OM) =

llzll = = et siti # Oalors (1,1) =

Aff (M) =

MM’ = et siM + M'alors ([, MM") = [27]
sii 20 etB £ 0 alors(ﬁ/,\ﬁ)z et (E,C_D)) =
M’ est 'image de M par la translation de vecteur U <

M’ est 'image de M par I'homothétie de centre O et de rapport g € R* © U &
M’ est I'image de M par la rotation de centre O et d’ angle 6 <

M’ est I'image de M par la composée de la rotation de centre O et d’ angle 6 et de ’lhomothétie de centre O et de rapport
geER &

M et M'sont symétrique par rapport a O &

M et M'sont symétrique par rapport a |’axe des abscisses &

M et M'sont symétrique par rapport a I’axe des ordonnées <
M et M'sont sur une méme demi-droite d’origine O & =

U et ¥ sont colinéaires =

U et ¥ sont orthogonaux <

M est sur le cercle de centre A et de rayon r&
M est sur le cercle de diametre [4, B] &

M est sur la médiatrice de [4,B] &



