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Déterminants 

1 Si   𝐴 une matrice carrée d’ordre 𝑛, on note 𝐶𝑖  la colonne 𝑖 de 𝐴. La matrice 𝐴 est notée  𝐴 = (𝐶1| 𝐶2| 𝐶3|… |𝐶𝑛) 

I Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 1, 2 et 3 et plus.  

1. Définition et premières propriétés  
2 Calcul d’un déterminant d’ordre 𝟏, 𝟐, 𝟑 ou 𝟒. 

1. Déterminant d’ordre 1: Le déterminant de la matrice 𝑀 = (𝑎) carrée d’ordre 1  est le scalaire det (𝑀) = 𝑎. 

2. Déterminant d’ordre 2 : Le déterminant de 𝑀 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) est le scalaire noté  det(𝑀) ou |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|tel que :  

 det (𝑀) = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| =⏟
𝑑𝑒𝑓

𝑎𝑑 − 𝑐𝑏 

3. Déterminant d’ordre 3: Le déterminant de 𝑀 = (
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

)est le scalaire det(𝑀) ou |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

|  tq :  

 |
𝑎+ 𝑏− 𝑐+

𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

| =⏟
𝑑𝑒𝑓

+ 𝑎 |
𝑒 𝑓
ℎ 𝑘

| − 𝑏 |
𝑑 𝑓
𝑔 𝑘

| + 𝑐 |
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

| = 𝑎(𝑒𝑘 − 𝑓ℎ) − 𝑏(𝑑𝑘 − 𝑓𝑔) + 𝑐(𝑑ℎ − 𝑒𝑔)   

     𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖è𝑟𝑒 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒 

Ou encore : |
𝑎+ 𝑏 𝑐
𝑑− 𝑒 𝑓

𝑔+ ℎ 𝑘
| = +𝑎 |

𝑒 𝑓
ℎ 𝑘

| − 𝑑 |
𝑏 𝑐
ℎ 𝑘

| + 𝑔 |
𝑏 𝑐
𝑒 𝑓

| = 𝑎(𝑒𝑘 − 𝑓ℎ) − 𝑑(𝑏𝑘 − 𝑐ℎ) + 𝑔(𝑏𝑓 − 𝑐𝑒) 

        𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖è𝑟𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒     

Ou encore :  |
𝑎 𝑏− 𝑐
𝑑 𝑒+ 𝑓
𝑔 ℎ− 𝑘

| = −𝑏 |
𝑑 𝑓
𝑔 𝑘

| + 𝑒 |
𝑎 𝑐
𝑔 𝑘| − ℎ |

𝑎 𝑐
𝑑 𝑓| 𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑢𝑥𝑖è𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 

Ou encore : |

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

𝑔+ ℎ− 𝑘+
|

⏟        
𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒𝑠 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢é𝑠
 𝑎𝑢𝑥 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠
𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 

𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒇𝒔 𝒔𝒖𝒓 𝒍𝒂 𝒅𝒊𝒂𝒈𝒐𝒏𝒂𝒍𝒆 

𝒆𝒕 𝒂𝒍𝒕𝒆𝒓𝒏é𝒔 .

= 𝑔 |
𝑏 𝑐
𝑒 𝑓

| − ℎ |
𝑎 𝑐
𝑑 𝑓| + 𝑘 |

𝑎 𝑏
𝑑 𝑒

| 𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑛𝑖è𝑟𝑒 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒  𝒆𝒕𝒄                                                                      

4. Déterminant d’ordre 4 : Le déterminant de 𝑀 = (

𝑎11
𝑎21
𝑎31
𝑎41

  

𝑎12
𝑎22
𝑎32
𝑎42

  

𝑎13
𝑎23
𝑎33
𝑎43

  

𝑎14
𝑎24
𝑎34
𝑎44

) , noté  det (𝑀) ou |

𝑎11
𝑎21
𝑎31
𝑎41

  

𝑎12
𝑎22
𝑎32
𝑎42

  

𝑎13
𝑎23
𝑎33
𝑎43

  

𝑎14
𝑎24
𝑎34
𝑎44

|, est défini par :  

 |

𝑎11
𝑎21
𝑎31
𝑎41

  

𝑎12
𝑎22
𝑎32
𝑎42

  

𝑎13
𝑎23
𝑎33
𝑎43

  

𝑎14
−

𝑎24
+

𝑎34
−

𝑎44
+

|

⏟            
𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒𝑠 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢é𝑠
 𝑎𝑢𝑥 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠
𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 

𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒇𝒔 𝒔𝒖𝒓 𝒍𝒂 𝒅𝒊𝒂𝒈𝒐𝒏𝒂𝒍𝒆 
𝒆𝒕 𝒂𝒍𝒕𝒆𝒓𝒏é𝒔 .

= −𝑎14 |

𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33
𝑎41 𝑎42 𝑎43

 |
⏟          

𝑑é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡 
𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 3 

+ 𝑎24 |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎31 𝑎32 𝑎33
𝑎41 𝑎42 𝑎43

 | − 𝑎34 |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎41 𝑎42 𝑎43

 | + 𝑎44 |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

 | 

𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑛𝑖è𝑟𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒      

3 Exemples Calculons ∆1= |
𝑖 + 𝑗 2𝑗 − 1

1 − 2𝑖 1 + 𝑗²
|  , ∆2= |

2 −3 1
−1 0 5
1 4 2

| et ∆3= |

1
2
3
4

  

−1
0
2
−2

  

0
3
5
0

  

3
1
−3
1

  |. 

∆1= |
𝑖 + 𝑗 2𝑗 − 1

1 − 2𝑖 1 + 𝑗2
| = (𝑖 + 𝑗) (1 + 𝑗2⏟  

=−𝑗

)− (1 − 2𝑖)(2𝑗 − 1) = −𝑗 − 𝑗2⏟    
=1

−2𝑗⏟
1−𝑖√3

+ 1 + 4𝑖𝑗⏟
−2√3−2𝑖

− 2𝑖 = (3 − 2√3) − 𝑖(4 + √3). 

∆2= |
2 −3 1
−1− 0+ 5−

1 4 2
| = — (−1) |

−3 1
4 2

| + 0 |
2 1
1 2

| − 5 |
2 −3
1 4

| = (−6 − 4) − 5(8 + 3) = −65. 
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∆3= |

1
2
3
4

  

−1
0
2
−2

   

0+

3−

5+

0−

3
1
−3
1

 | = −3 |
1+ −1 3
3− 2 −3
4+ −2 1

| + 5 |
1 −1− 3
2 0+ 1
4 −2− 1

| = −3 [1 |
2 −3
−2 1

| − 3 |
−1 3
−2 1

| + 4 |
−1 3
2 −3

|] + 5 [−(−1) |
2 1
4 1

| −

(−2) |
1 3
2 1

|] = −3[−4 − 3 × 5 + 4 × (−3)] + 5[−2 + 2 × (−5)] = 33.  

4 Calcul d’un déterminant d’ordre 𝒏 ≥ 𝟐 :  

Soit 𝐴 ∈ 𝑴𝒏(ℝ).  

Pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2,on note  𝐴𝑖𝑗 la matrice carrée d’ordre 𝑛 − 1 obtenue en enlevant la ligne 𝑖 et la colonne 𝑗 à 𝐴. Alors,  

𝑑𝑒𝑡(𝐴) =∑(−1)𝑖+𝑗
𝑛

𝑖=1

𝑎𝑖𝑗det(𝐴𝑖𝑗)
⏟              

𝑑𝑒𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  
𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑗

=∑(−1)𝑖+𝑗
𝑛

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗det (𝐴𝑖𝑗)

⏟              
𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 

𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒 𝑖

 

On admet que quelle que soit la colonne ou la ligne choisie, le résultat est toujours le même.   

 

5 Proposition : Le déterminant d’une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des éléments sur la diagonale   

|𝑎 0
∗ 𝑑

| = 𝑎𝑑         ,     |
𝑎 ∗ ∗
0 𝑒 ∗
0 0 𝑘

| = 𝑎𝑒𝑘      et      |

𝑎11
0

(0)

  

∗
𝑎22
0
  

⋯
⋱
⋱
0

  

∗
⋮
∗
𝑎𝑛𝑛

| = ∏ 𝑎𝑘𝑘
𝑛
𝑘=1  

En particulier,  det(𝑂𝑛) = 0 𝑒𝑡 det(𝐼𝑛) = 1 . 

Démo : |

𝑎11
0

(0)

  

∗
𝑎22
0
  

⋯
⋱
⋱
0

  

∗
⋮
∗
𝑎𝑛𝑛

| = 𝑎11 |

𝑎22
0

(0)

  

⋯
⋱
⋱
0

  

∗
⋮
∗

0  𝑎𝑛𝑛

|

⏟          
det𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑛−1

= 𝑎11𝑎22 |

𝑎33
0

(0)

  

⋯
⋱
⋱
0

  

∗
⋮
∗

0  𝑎𝑛𝑛

|

⏟          
det𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑛−2

= ⋯ = 𝑎11𝑎22 …𝑎𝑛𝑛. 

2. Forme 𝒏-linéaire alternée  
6 Propriétés :   𝒅𝒆𝒕 est linéaire par rapport à chaque colonne (1) et alternée(2) ;  cela signifie que :  

1)  Si 𝛼 𝑒𝑡 𝛽 sont des scalaires et ∀𝑘, 𝐶𝑘
′  est une colonne à 𝑛 lignes alors  

 det(𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶1
′|𝐶2| … |𝐶𝑛) = 𝛼 det(𝐶1| 𝐶2|  𝐶3|… |𝐶𝑛) + 𝛽 det(𝐶1

′| 𝐶2|  𝐶3|… |𝐶𝑛) 

 det(𝐶1|𝛼𝐶2 + 𝛽𝐶2
′|  𝐶3|… |𝐶𝑛) = 𝛼 det(𝐶1| 𝐶2|  𝐶3|… |𝐶𝑛) + 𝛽 det(𝐶1| 𝐶2

′  | 𝐶3|… |𝐶𝑛) 
 det(𝐶1| 𝐶2|𝛼𝐶3 + 𝛽𝐶3

′|… |𝐶𝑛) = 𝛼 det(𝐶1| 𝐶2|  𝐶3|… |𝐶𝑛) + 𝛽 det(𝐶1| 𝐶2| 𝐶3
′|… |𝐶𝑛).       (… )  

2) Si on échange deux colonnes de la matrice alors le déterminant change de signe. 

det(𝐶3| 𝐶2|  𝐶1|… |𝐶𝑛) = −det(𝐶1| 𝐶2|  𝐶3|… |𝐶𝑛) . 

det(𝐶1| 𝐶𝑛|  𝐶1|… |𝐶2) = −det(𝐶1| 𝐶2|  𝐶3|… |𝐶𝑛) .      (… )  

Démo :  

1) Soit  𝐵 = (𝐶1|  𝐶2 |. . 𝛼𝐶𝑘 + 𝛽𝐶𝑘
′ | … |𝐶𝑛) 𝑒𝑡 𝐴 = (𝐶1| 𝐶2| … | 𝐶𝑘| … |𝐶𝑛) et  𝐴

′ = (𝐶1
′| 𝐶2| … | 𝐶𝑘

′ | … |𝐶𝑛). Alors , 

𝑑𝑒𝑡(𝐵) = ∑ (−1)𝑖+𝑘𝑛
𝑖=1 (𝛼 𝑎𝑖𝑘 + β𝑎𝑖𝑘

′ )det(𝐴𝑖𝑘)⏟                      
𝑑𝑒𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  

𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑘

= 𝛼∑ (−1)𝑖+𝑘𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑘det(𝐴𝑖𝑘) + 𝛽∑ (−1)𝑖+𝑘𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑘
′ det(𝐴𝑖𝑘

′ ). Donc, det(𝐵) = 𝛼𝑑𝑒𝑡(𝐴) + 𝛽 det(𝐴′) . 

2) 𝐻(𝑛) : « si j’échange deux colonnes dans une matrice carrée d’ordre 𝑛 alors le déterminant change de signe. » 

Init : |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = 𝑎𝑑 − 𝑐𝑏 𝑒𝑡 |
𝑏 𝑎
𝑑 𝑐

| = 𝑐𝑏 − 𝑎𝑑 = −(𝑎𝑑 − 𝑐𝑏) = − |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|. Donc 𝐻(2) est vraie. 

Propag : Soit 𝑛 ∈ ℕ 𝑡𝑞 𝑛 ≥ 2. Je suppose 𝐻(𝑛) vraie. Sous cette hypothèse, montrons que 𝐻(𝑛 + 1) vraie. Soit 𝐴 une matrice carrée d’ordre 𝑛 + 1 ,notons  𝐴 =
(𝐶1| 𝐶2| 𝐶3| … |𝐶𝑛|𝐶𝑛+1) et 𝐵 𝑙a matrice obtenue en échangeant les colonnes  𝑖 𝑒𝑡 𝑗 𝑑𝑒 𝐴  où 𝑖 𝑒𝑡 𝑗 deux entiers distincts compris entre 1 𝑒𝑡 𝑛 + 1. Calculons 
𝑑𝑒𝑡(𝐵) en développant par rapport à une colonne 𝑘  distinctes des colonnes 𝑖 et 𝑗 (B ayant 𝑛 + 1 colonnes  et 𝑛 + 1 ≥ 3 donc cette colonne 𝑘 existe bien) : 
𝑑𝑒𝑡(𝐵) = ∑ (−1)𝑙+𝑘𝑛

𝑙=1 𝑏𝑙𝑘 det(𝐵𝑙𝑘)⏟                
𝑑𝑒𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  

𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑘∉{𝑖,𝑗}

=⏟
𝑐𝑎𝑟 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 𝑜𝑛𝑡

𝑙𝑎 𝑚ê𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑘

∑ (−1)𝑙+𝑘𝑛
𝑙=1 𝑎𝑙𝑘det(𝐵𝑙𝑘). De plus, pour tout 𝑙 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝐵𝑙𝑘est carrée d’ordre 𝑛 et est obtenue en 

échangeant les colonne 𝑖 et 𝑗 dans 𝐴𝑙𝑘 . Donc par hypothèse de récurrence, det(𝐵𝑙𝑘) = −det(𝐴𝑙𝑘).  
Ainsi, det(𝐵) = ∑ (−1)𝑙+𝑘𝑛

𝑙=1 𝑎𝑙𝑘(−det(𝐴𝑙𝑘)) = −∑ (−1)𝑙+𝑘𝑛
𝑙=1 𝑎𝑙𝑘det(𝐴𝑙𝑘) = −det (𝐴). OK  

CCL : ∀𝑛 ≥ 2, 𝐻(𝑛) vraie. 

 
7 On admet l’unicité du théorème suivant :  

𝑑𝑒𝑡 est l’une unique application de 𝑀𝑛(𝐾) dans 𝐾 vérifiant les propriétés suivantes :  

• 𝑑𝑒𝑡 est linéaire par rapport à chaque colonne i.e.  ∀(𝛼, 𝛽) ∈ 𝐾2et ∀𝑘 ∈ ⟦1,𝑛⟧ ,  ,  

det

(

 
 
𝐶1| 𝐶2| … |𝐶𝑘−1 |𝛼𝑋 + 𝛽𝑌|⏟      

𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑘
𝑒𝑠𝑡 𝑐.𝑙  𝑑𝑒
 𝑋 𝑒𝑡 𝑌 

𝐶𝑘+1|… |𝐶𝑛

)

 
 
= αdet(𝐶1| 𝐶2|  … |𝐶𝑘−1|𝑋|𝐶𝑘+1|… |𝐶𝑛) + 𝛽 det(𝐶1| 𝐶2| … |𝐶𝑘−1|𝑌|𝐶𝑘+1|… |𝐶𝑛). 

• 𝑑𝑒𝑡 est alternée i.e. ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2, (𝑖 ≠ 𝑗 ⟹ det(𝐶1| 𝐶2|  … |𝐶𝑖|…… |𝐶𝑗|… |𝐶𝑛) = −det(𝐶1| 𝐶2|  … |𝐶𝑗|…… |𝐶𝑖| … |𝐶𝑛)).  

• det(𝐼𝑛) = 1.  
On dit que 𝑑𝑒𝑡 est une forme 𝑛-linéaire, alternée.  

 



3. Autres Propriétés du déterminant 
 8 Propriétés  Soit  𝐴 une matrice carrée d’ordre 𝑛.On note 𝐶𝑖  la colonne 𝑖 de 𝐴. La matrice 𝐴 est notée  𝐴 = (𝐶1| 𝐶2| 𝐶3|… |𝐶𝑛) 

1. Si l’une des colonnes de la matrice est nulle alors le déterminant de cette matrice est nul.    

2. Une matrice carrée ayant deux colonnes identiques a un déterminant nul 

3. Si l’une des colonnes est combinaison linéaire des autres colonnes alors le déterminant est nul. En particulier, si deux 
colonnes sont proportionnelles alors le déterminant est nul. 
Par exemple, pour 𝑛 = 3,  det(𝐶1|  𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶3|  𝐶3) = 0 

4. Si on ajoute à l’une des colonnes une combinaison linéaire des autres colonnes alors on ne change pas le déterminant.  
Par exemple, pour 𝑛 = 3,  det(𝐶1|  𝐶2 + 𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶3|  𝐶3) = det(𝐶1|  𝐶2|  𝐶3) 

5. Si on multiplie une colonne par un scalaire 𝒌 alors le déterminant est multiplié par 𝑘.   
Par exemple, pour 𝑛 = 3,    det(𝑘𝐶1|  𝐶2|  𝐶3) = 𝑘 det(𝐶1|  𝐶2|  𝐶3) 

                                             et det(𝑘1𝐶1| 𝑘2𝐶2| 𝑘3𝐶3) = 𝑘1𝑘2𝑘3 det(𝐶1|  𝐶2|  𝐶3). 

6. 𝑺𝒊 𝑨 carrée d'ordre 𝒏 alors ∀𝒌 ∈ 𝑲, 𝐝𝐞𝐭(𝒌𝑨) = 𝒌𝒏𝒅𝒆𝒕(𝑨)      
Par exemple, pour 𝑛 = 3,   det(𝑘𝐶1|  𝑘𝐶2 | 𝑘𝐶3) = 𝑘

3 det(𝐶1 | 𝐶2|  𝐶3)       

7. 𝐝𝐞𝐭(𝑨𝑩) =  𝐝𝐞𝐭(𝑨) × 𝐝𝐞𝐭 (𝑩)    ADMIS  

8. 𝐝𝐞𝐭(𝑨𝑻) =   𝐝𝐞𝐭(𝑨)                          

9. Si on échange deux lignes alors le déterminant change de signe. 

10. Si l’une des lignes est combinaison linéaire des autres lignes alors le déterminant est nul. 

11. Si on ajoute à l’une des lignes une combinaison linéaire des autres lignes alors on ne change pas le déterminant.  

12. Si on multiplie une ligne par un scalaire 𝒌 alors le déterminant est multiplié par 𝒌 .  

Démo : 1) det(𝐶1|𝐶1|𝐶3) =⏟
𝑒𝑛 é𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒𝑎𝑛𝑡 
𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠

𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠

−det(𝐶1|  𝐶1|  𝐶3). Donc, det(𝐶1|  𝐶1|  𝐶3) = 0. 

1) det(𝐶1|  𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶3|  𝐶3) =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 93.1

𝛼 det(𝐶1|  𝐶1|  𝐶3)⏟          
=0 𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1)

+ 𝛽 det(𝐶1|  𝐶3|  𝐶3)⏟          
=0 𝑑′𝑎𝑝è𝑟𝑒𝑠1)

= 0. 

2) det(𝐶1|  𝐶2 + 𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶3|  𝐶3) =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 93.1

det(𝐶1|  𝐶2|  𝐶3)+ 𝛼 det(𝐶1|  𝐶1|  𝐶3)⏟          
=0

+ 𝛽 det(𝐶1|  𝐶3|  𝐶3)⏟          
=0

= det(𝐶1|  𝐶2|  𝐶3). 

3)  det(𝑘𝐶1|  𝐶2|  𝐶3) =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 93.1

𝑘 det(𝐶1|  𝐶2|  𝐶3) et  det(𝑘1𝐶1| 𝑘2𝐶2| 𝑘3𝐶3) =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 93.1

𝑘1𝑘2𝑘3 det(𝐶1|  𝐶2|  𝐶3) 

4) det(𝑘𝐶1|  𝑘𝐶2 | 𝑘𝐶3) =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 93.1

𝑘1 det(𝐶1 | 𝑘𝐶2| 𝑘𝐶3) =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 93.1

𝑘2 det(𝐶1 | 𝐶2| 𝑘𝐶3) =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 93.1

𝑘3 det(𝐶1 | 𝐶2| 𝐶3). 

5) Admis 
6) Calculer 𝑑𝑒𝑡(𝐴) en développant par rapport à la ligne 𝑖 revient à calculer 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑇) en développant par rapport à la colonne 𝑖. Donc 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑇) = det(𝐴). 

 

 10 En PRATIQUE : pour calculer 𝒅𝒆𝒕(𝑨) ,  
1. on regarde si l’une des lignes ou colonnes de 𝑨 est combinaison linéaire des autres.  
2. Lorsqu’on ne voit rien, on fait des opérations élémentaires sur les lignes et colonnes de 𝑨 :  

• SOIT pour échelonner la matrice 𝑨 et obtenir une matrice triangulaire supérieure (ou inf.) dont on sait calculer le 
déterminant.  

• SOIT pour faire apparaitre des colonnes ou lignes avec un seul coefficient non nul afin de développer le déterminant 
par rapport à cette colonne ou ligne « presque nulle ».  

3. Pour calculer un déterminant ∆𝒏 d’ordre 𝒏 inconnu, on essaie souvent d’obtenir une relation de récurrence entre ∆𝒏 et 
∆𝒏−𝟏(et/ou ∆𝒏−𝟐…). 

 
11Exemples :  

• |
−3 5
6 −10

| =0 car 𝐿2 = −2𝐿1  et |
−1 3 4
0 1 2
5 2 14

| = 0 𝑐𝑎𝑟 𝐶3 = 2(𝐶1 +𝐶2). 

• ∆1= |
2 −3 1
−1 2 5
1 4 2

| =⏟
𝐿1↔𝐿3

− |
1 4 2
−1 2 5
2 −3 1

| =⏟
𝐿2←𝐿2+𝐿1
𝐿3←𝐿3−2𝐿1

− |
1 4 2
0 6 7
0 −11 −3

| =⏟

𝐿2←−
1

6
𝐿2

− 6 |

1 4 2

0 1
7

6

0 −11 −3

| =⏟
𝐿3←𝐿3+11𝐿2

− 6 |

1 4 2

0 1
7

6

0 0
59

6

| = −59  

• ∆2= |

1
2
3
4

  

−1
1
2
−2

  

3
1
−3
1

  

0
3
5
6

| = |

1+

0
0
0

  

−1
3
5
2

  

3
−5
−12
−11

  

0
3
5
6

| = |
3 −5 3
5 −12 5
2 −11 6

| =⏟
𝐿2←𝐿2−𝐿1−𝐿3
𝑝𝑢𝑖𝑠 𝐿1←𝐿1−𝐿3

|
1 6 −3
0 4 −4
2 −11 6

| =⏟
𝐿3←𝐿3−2𝐿1

4 |
1+ 6 −3
0 1 −1
0 −23 12

| = 4 |
1 −1
−23 12

| 

∆2= 4[12 − (−23) × (−1)] = −44. 
 
 
 
 
 
 
 
 

9  Déterminant et opérations 

élémentaires 

𝑨 ~𝑳⏟
𝑳𝒊↔𝑳𝒋

𝑩 ⇒ 𝐝𝐞𝐭(𝑩) = −𝐝𝐞𝐭 (𝑨) 

𝑨 ~𝑳⏟
𝑳𝒊←𝑳𝒊+𝝀𝑳𝒋
𝒊≠𝒋 ,   𝝀∈𝑲

𝑩 ⇒ 𝐝𝐞𝐭(𝑩) = 𝐝𝐞𝐭 (𝑨) 

𝑨 ~𝑳⏟
𝑳𝒊←𝝀𝑳𝒊
𝝀∈𝑲∗

𝑩 ⇒ 𝐝𝐞𝐭(𝑩) = 𝝀𝐝𝐞𝐭 (𝑨) 

Idem en colonnes 



Exemple CLASSQUE : Déterminant de Vandermonde. Soit 𝑛 ∈ ℕ 𝑡𝑞 𝑛 ≥ 2,   𝑎1 ,… , 𝑎𝑛 des complexes et 

 𝑉𝑛(𝑎1 , . . , 𝑎𝑛) = |
|

1
𝑎1
𝑎1
2

⋮
𝑎1
𝑛−1

  

1
𝑎2
𝑎2
2

⋮
𝑎2
𝑛−1

 

⋯
⋯

⋮
…

 

1
𝑎𝑛
𝑎𝑛
2

⋮
𝑎𝑛
𝑛−1

|
|
. Calculons 𝑉𝑛(𝑎1, . . , 𝑎𝑛) 

𝑉𝑛(𝑎1, . . , 𝑎𝑛) = |
|

1
𝑎1
𝑎1
2

⋮
𝑎1
𝑛−1

  

1
𝑎2
𝑎2
2

⋮
𝑎2
𝑛−1

 

⋯
⋯

⋮
…

 

1
𝑎𝑛
𝑎𝑛
2

⋮
𝑎𝑛
𝑛−1

|
|

=⏟
𝐿𝑛←𝐿𝑛−𝑎1𝐿𝑛−1

|
|

1
𝑎1
𝑎1
2

⋮
0

    

1
𝑎2
𝑎2
2

⋮
𝑎2
𝑛−1 − 𝑎1𝑎2

𝑛−2

   

⋯
⋯

⋮
…

    

1
𝑎𝑛
𝑎𝑛
2

⋮
𝑎𝑛
𝑛−1 − 𝑎1𝑎𝑛

𝑛−2

|
|
 

=⏟
𝐿𝑛−1←𝐿𝑛−1−𝑎1𝐿𝑛−2

|

|

1
𝑎1
𝑎1
2

⋮
0
0

     

1
𝑎2
𝑎2
2

⋮
𝑎2
𝑛−2 − 𝑎1𝑎2

𝑛−3

𝑎2
𝑛−1 − 𝑎1𝑎2

𝑛−2

    

⋯
⋯

⋮

…

     

1
𝑎𝑛
𝑎𝑛
2

⋮
𝑎𝑛
𝑛−2 − 𝑎1𝑎𝑛

𝑛−3

𝑎𝑛
𝑛−1 − 𝑎1𝑎𝑛

𝑛−2|

|

= ⋯⏟
𝐿𝑛−2←𝐿𝑛−2−𝑎1𝐿𝑛−3

𝑝𝑢𝑖𝑠
𝐿𝑛−3←𝐿𝑛−3−𝑎1𝐿𝑛−4

𝑝𝑢𝑖𝑠
⋮

𝐿2←𝐿2−𝑎1𝐿1

=
|

|

1+

0
0
⋮
0
0

    

1
𝑎2 − 𝑎1
𝑎2
2 − 𝑎1𝑎2
⋮

𝑎2
𝑛−2 − 𝑎1𝑎2

𝑛−3

𝑎2
𝑛−1 − 𝑎1𝑎2

𝑛−2

   

⋯
⋯

⋮

…

   

1
𝑎𝑛 − 𝑎1
𝑎𝑛
2 − 𝑎1𝑎𝑛
⋮

𝑎𝑛
𝑛−2 − 𝑎1𝑎𝑛

𝑛−3

𝑎𝑛
𝑛−1 − 𝑎1𝑎𝑛

𝑛−2

|

|
 

= +1
|
|

𝑎2 − 𝑎1
𝑎2
2 − 𝑎1𝑎2
⋮

𝑎2
𝑛−2 − 𝑎1𝑎2

𝑛−3

𝑎2
𝑛−1 − 𝑎1𝑎2

𝑛−2

  

𝑎3 − 𝑎1
𝑎3
2 − 𝑎1𝑎3
⋮

𝑎3
𝑛−2 − 𝑎1𝑎3

𝑛−3

𝑎3
𝑛−1 − 𝑎1𝑎3

𝑛−2

 

⋯
⋯

⋮

…

  

𝑎𝑛 − 𝑎1
𝑎𝑛
2 − 𝑎1𝑎𝑛
⋮

𝑎𝑛
𝑛−2 − 𝑎1𝑎𝑛

𝑛−3

𝑎𝑛
𝑛−1 − 𝑎1𝑎𝑛

𝑛−2

|
|
= |
|

𝑎2 − 𝑎1
(𝑎2 − 𝑎1)𝑎2

⋮
(𝑎2 − 𝑎1)𝑎2

𝑛−3

(𝑎2 − 𝑎1)𝑎2
𝑛−2

    

𝑎3 − 𝑎1
(𝑎3 − 𝑎1)𝑎3

⋮
(𝑎3 − 𝑎1)𝑎3

𝑛−3

(𝑎3 − 𝑎1)𝑎3
𝑛−2

 

⋯
⋯

⋮

…

  

𝑎𝑛 − 𝑎1
(𝑎𝑛 − 𝑎1)𝑎𝑛

⋮
(𝑎𝑛 − 𝑎1)𝑎𝑛

𝑛−3

(𝑎𝑛 − 𝑎1)𝑎𝑛
𝑛−2

|
| 

=⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 94.4

(𝑎2 − 𝑎1)𝑎3− 𝑎1)…(𝑎𝑛 − 𝑎1) |
|

1
𝑎2
⋮

𝑎2
𝑛−3

𝑎2
𝑛−2

    

1
𝑎3
⋮

𝑎3
𝑛−3

𝑎3
𝑛−2

 

⋯
⋯

⋮

…

  

1
𝑎𝑛
⋮

𝑎𝑛
𝑛−3

𝑎𝑛
𝑛−2

|
|
. 

𝐽′𝑒𝑛 𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑠 𝑞𝑢𝑒 , 𝑉𝑛(𝑎1, . . , 𝑎𝑛) = [∏ (𝑎𝑘 − 𝑎1)
𝑛
𝑘=2 ]𝑉𝑛−1(𝑎2, . . , 𝑎𝑛). (c’est la relation de récurrence vérifiée par 𝑉𝑛) 

 
Par conséquent, 𝑉𝑛(𝑎1 , . . , 𝑎𝑛) = [∏ (𝑎𝑘 − 𝑎1)

𝑛
𝑘=2 ][∏ (𝑎𝑘 − 𝑎2)

𝑛
𝑘=3 ]𝑉𝑛−2(𝑎3, . . , 𝑎𝑛) 

𝑉𝑛(𝑎1, . . , 𝑎𝑛) = [∏ (𝑎𝑘 − 𝑎1)
𝑛

𝑘=2
] [∏ (𝑎𝑘 − 𝑎2)

𝑛

𝑘=3
] [∏ (𝑎𝑘 − 𝑎3)

𝑛

𝑘=4
]𝑉𝑛−3(𝑎4, . . , 𝑎𝑛) = ⋯ . . = [∏ ∏ (𝑎𝑘 − 𝑎𝑗)

𝑛

𝑘=𝑗+1

𝑛−1

𝑗=1
]𝑉1(𝑎𝑛)⏟  
=|1|=1

 

𝑉𝑛(𝑎1, . . , 𝑎𝑛) = [∏ (𝑎𝑘 − 𝑎𝑗)
1≤𝑗<𝑘≤𝑛

]
⏟              

𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑜𝑢𝑏𝑙𝑒

= 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑡𝑜𝑢𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 (𝑎𝑘 − 𝑎𝑗) 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑘 > 𝑖. 

4. Application du déterminant à l’inversibilité  
 

12 Théorème :  𝐴 inversible 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑠𝑖 det(𝐴) ≠ 0  . Et si 𝐴 est inversible alors det(𝐴−1) =
1

det(𝐴)
 .  

Démo : 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0 ⇒aucune des lignes de A n’est combinaison linéaire des autres⇒ 𝐴 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒.  

 𝐴 inversible ⇒𝐴−1 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝐴𝐴−1 = 𝐼 ⇒ det(𝐴𝐴−1) = det(𝐼) ⇒ det(𝐴) 𝑑𝑒𝑡(𝐴−1) = 1 ⇒ det(A) ≠ 0 et 𝑑𝑒𝑡(𝐴−1) =
1

det(𝐴)
. 

 

 13Exemple : Déterminons tous les réels 𝑥 tels que 𝐴 − 𝑥𝐼 est inversible où 𝐴 = (
1 1 1
1 1 1
1 1 1

) .  

det(𝐴 − 𝑥𝐼) = |
1 − 𝑥 1 1
1 1 − 𝑥 1
1 1 1 − 𝑥

| =⏟
𝐿1←𝐿1+𝐿2+𝐿3

|
3 − 𝑥 3 − 𝑥 3 − 𝑥
1 1 − 𝑥 1
1 1 1 − 𝑥

| =⏟
𝑝𝑟𝑜𝑝 92.4

(3− 𝑥) |
1 1 1
1 1 − 𝑥 1
1 1 1 − 𝑥

| 

det(𝐴 − 𝑥𝐼) =⏟
𝐿2←𝐿2−𝐿1
𝐿3←𝐿3−𝐿1

(3 − 𝑥) |
1 1 1
0 −𝑥 0
0 0 −𝑥

| = (3− 𝑥)𝑥². Donc,  (𝐴 − 𝑥𝐼) 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 ⇔ 𝑥 ≠ 0 𝑒𝑡 𝑥 ≠ 3. 

 

14Conséquences : Soit 𝐴 et 𝐵 deux matrices carrées d’ordre 𝑛.  

• Si   𝐴 et 𝐵 sont semblables alors det(𝐴) = det(𝐵) 𝑒𝑡 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐵).  

• 𝑆𝑖 𝐴𝐵 est inversible alors 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 sont inversibles.  .  

Démo 𝐴 et 𝐵 sont semblables⟹∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)/𝐵 = 𝑃
−1𝐴𝑃 ⟹ ∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)/ {

det(𝐵) = det(𝑃−1𝐴𝑃)

𝑡𝑟(𝐵) = 𝑡𝑟(𝑃−1𝐴𝑃)
⟹⏟
𝑐𝑎𝑟 

det(𝑃−1𝐴𝑃)=det(𝑃−1)det(𝐴)det (𝑃)

=
1

det(𝑃)
det(𝐴)det(𝑃)=det(𝐴)

𝑒𝑡 𝑡𝑟(𝑃−1𝐴𝑃)=𝑡𝑟(𝐴𝑃𝑃−1)=𝑡𝑟(𝐴).

{
det(𝐵) = det(𝐴)

𝑡𝑟(𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴)
. 

𝐴𝐵 inversible⟹det(𝐴𝐵) ≠ 0⟹ det(𝐴) det(𝐵) ≠ 0 ⟹ det(𝐴) ≠ 0 𝑒𝑡 det(𝐵) ≠ 0 ⟹ 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠.  
 
 
 
 



II Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base et déterminant d’un 
endomorphisme.  
15 Déf : Soit 𝐸 de dimension finie 𝑛 de base B. Soit V  = (𝑣𝑖⃗⃗⃗  )𝑖∈{1,..,𝑛}  une famille de vecteurs de 𝐸 de cardinal 𝑛.  Alors 𝑑𝑒𝑡BV    , 

le déterminant de la famille V   dans la base B est le déterminant de la matrice de V   dans 𝐵. 𝑑𝑒𝑡BV  = det (𝑚𝑎𝑡BV   ).  

 

16Conséquences Si B et B  'sont deux bases de 𝐸  et V    une famille de vecteurs de 𝐸 de cardinal 𝑛.  alors 

• 𝑑𝑒𝑡
B
 ′V   = (𝑑𝑒𝑡

B
 ′B )(𝑑𝑒𝑡B V  ) . 

• V   est libre   si et ssi  V est une base si et ssi  V   est génératrice 𝐸 si et ssi 𝑑𝑒𝑡BV ≠ 0 . 

• 𝑑𝑒𝑡B est linéaire par rapport à chaque vecteur de la famille et alterné et vérifie 𝑑𝑒𝑡BB"= 1.   

 

17Préliminaire : Soit 𝐸 de dimension finie et B 𝑒𝑡 B  ′deux bases de 𝐸 .  

Soit 𝑢  un endomorphisme de 𝐸 tel que B = 𝑚𝑎𝑡B ′𝑢 et 𝐴 = 𝑚𝑎𝑡B 𝑢 .  

Alors, 𝑚𝑎𝑡B ′𝑢 = 𝑚𝑎𝑡B ′B × 𝑚𝑎𝑡B𝑢 ×𝑚𝑎𝑡BB 
′   𝑖𝑒.  𝑀 = 𝑃−1𝐴𝑃  

Donc, det(𝐵) = det(𝑃−1) × det(𝐴) × det(𝑃) =
1

det(𝑃)
× det(𝐴) × det(𝑃) = det (𝐴) 

Donc, le déterminant de la matrice de 𝑢 dans une base de 𝐸 ne dépend pas de la base choisie. D’où la définition suivante :    

18Def Soit 𝐸 de dimension finie. Soit 𝑢  un endomorphisme de 𝐸 . Le déterminant de l’endomorphisme 𝑢 , noté 𝑑𝑒𝑡(𝑢) , est le 

déterminant de la matrice de 𝑢 dans n’importe quelle base de 𝐸 .  

Pour toute base B de 𝐸, 𝑑𝑒𝑡(𝑢) = det (𝑚𝑎𝑡B  𝑢) . 

19Exemple :  Si 𝑠 est une symétrie vectorielle dans le K-e-v 𝐸 alors det(𝑠) = (−1)𝑡  𝑜ù 𝑡 = 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑠 + 𝑖𝑑𝐸).  

Si 𝑝 est une projection vectorielle dans le K-e-v 𝐸 telle que 𝑝 ≠ 𝑖𝑑𝐸  alors det(𝑝) = 0 .  

Si ℎ est l’homothétie vectorielle de rapport λ dans le 𝐾-e-v 𝐸 de dimension 𝑛 alors det(ℎ) = 𝜆𝑛 = 𝜆dim (𝐸).  

 

20Prop : Soit 𝐸 de dimension finie 𝑝. Soit 𝑢  un endomorphisme de 𝐸 , 𝜆 un scalaire et k ∈ ℕ. 

1. det(𝜆𝑢) = 𝜆𝑝 det(𝑢) 
2. det(𝑢 ∘ 𝑣) = det(𝑢) × det (𝑣) 
3.  det(𝑢𝑘) = (det(𝑢))𝑘 . 
4. 𝑢 est injective si et ssi  𝑢 est surjective si et ssi  𝑢 est un automorphisme 𝐸 si et ssi det (𝑢) ≠ 0. Et dans le cas échéant, 

det(𝑢−1) =
1

det(𝑢)
.  

5. 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − λ𝑖𝑑𝐸) contient un vecteur non nul sietssi det(𝑢 − λ𝑖𝑑𝐸) = 0.  

Démo :1. det(𝜆𝑢) = det (𝑚𝑎𝑡𝐵(𝜆𝑢)) = det (𝜆det (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢)) = 𝜆
𝑝 det(det (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢)) =𝜆

𝑝 det(𝑢) 

2.   det(𝑢 ∘ 𝑣) = det( (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢 ∘ 𝑣) = det( (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢) × (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑣)) =det  (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢) × det (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑣) = det (𝑢)det (𝑣) 

3. Par conséquent, on montre facilement par récurrence que  det(𝑢𝑘) = (det(𝑢))𝑘.  

Init° :   det(𝑢0) = (det(𝑖𝑑)) = 1 = (det (𝑢))0. 

Propag° : Soit 𝑘 ∈ ℕ . 𝐽𝑒 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑞𝑢𝑒  det(𝑢𝑘) = (det(𝑢))𝑘.  Alors, det(𝑢𝑘+1) =⏟
𝑝𝑎𝑟 2

 det(𝑢𝑘)  det(𝑢1) =⏟
𝑝𝑎𝑟 ℎ𝑦𝑝𝑜 

𝑑𝑒 𝑟é𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒

(det(𝑢))𝑘 𝑑𝑒𝑡(𝑢)) = (det(𝑢))𝑘.   

CCL : ∀𝑘 ∈ ℕ ,  det(𝑢𝑘) = (det(𝑢))𝑘.   

4.  𝑢 est injective sietssi  𝑢 est surjective sietssi  𝑢 est un automorphisme 𝐸 sietssi (𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢) inversible sietssi 𝑑𝑒𝑡(𝑢) ≠ 0. 

Et quand 𝑢 est un automorphisme,  𝑢 ∘ 𝑢−1 = 𝑖𝑑 donc det(𝑢) × det(𝑢−1)=⏟
2.

det(𝑢 ∘ 𝑢−1) = det(𝑖𝑑) = 1. Ainsi, det(𝑢−1) =
1

det(𝑢)
. 

5.   𝐾𝑒𝑟(𝑢 − λ𝑖𝑑𝐸) contient un vecteur non nul sietssi 𝑢 − λ𝑖𝑑𝐸  n’est pas injective sietssi det(𝑢 − λ𝑖𝑑𝐸) = 0.  
 




