CORRIGE TD 20
Matrices d’une application linéaire .

0 1 -1
Ex 0 Soit f 'endomorphisme de R,[X]canoniquement associé a A = <—3 4 —3). Montrer que f? est combinaison linéaire de f et dRr,[x]
-1 1 0

. En déduire f™ tqn € N..

8 -1 -5
mEx 1 Soit f 'endomorphisme de R3canoniquement associé 3 A = (—2 3 1 )
4 -1 -1
1) f est-il un automorphisme ? Si oui, déterminer £ 1.
2) Montrer que ker(f — 4idg3s)? @ Ker(f — 2idgs) = R3

4 3 0
3 Montrer qu'il existe une base B’ = (u, v,w) de R3 telle que : A’ = matg f = (0 4 0).
0 0 2
4) En déduire A™ tqn € N.

a 2 3
Ex 2 Soit fe ~/ (R3, R,[X] ) canoniquement associée a A = (3 a 2> ol a est un paramétre réel.
2 3 a

a. Décrire f((x,y,2)).
b. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f est surjective.
c. Déterminer le noyau et I'image de f lorsque f n’est pas bijective.

Ex 3 Soit E un K-e-v de dimension 3 et f € / (E) tel que rg(f) = 1.
1) Justifier qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f a ses deux premiéres colonnes nulles.
2) Montrer qu’il existe a € K tq : f? = af.

i 4 Rp-1[X] - RE;
Ex 4 Soit a4, ay, .., apdes réels et ¢: - L T ~ )
P - (P(ay),P(az),..,P(an))
a) Montrer que @ est un isomorphisme si et ssi a4, a,, .., a,sont tous distincts.
X-a;
ag—a;

b) Désormais ay,a,, .., a,sont tous distincts. On pose Yk € [1,n], L, (X) = [1=, Montrer que B = (Lq,L,, .., Ly,) est une base

ik
de R,_,[X].
c) Quelles sont les composantes dans B d’un polynéme P de R,,_,[X] ?
d) En déduire la matrice de passage de B a B, la base canonique de R,,_;[X].
e) Montrer que la matrice de Vandermonde associée a a4, a,, .., a, sietssiaq, a,,.., a,sont tous distincts.

Ex5Soient fi: (x » e™*), fo:(x » xe ™), f3:(x » x%e™*) et E le sous espace vectoriel de C* (IR, R) engendré par ces trois applications
.Vf € E,onpose p(f) = f".

Déterminer dimE . On note B = (f1, f2, f3)-

Montrer que pe  (E) . Ecrire la matrice A de g dans B.

Calculer A", neN .

En déduire, pour tout entier 1, la dérivée n®me de g: (x ~ (3 — 2x + 8x2)e ™).

VfeE,onpose'(f) = f + f . Justifier que I' est un endomorphisme de E et donner une base de Kerl" et ImI .

Soit h: (x = (2 + 2x)e ™). Trouver les solutions de 'équation f’ + f = h.

A

Ex 6 SoitE I'ensemble des suites réelles u = (uy)nen telles que : Vn € N, uy 3 = uy,.
1. Prouver queE estun R-e-v.

2. Onpose Yu € E, ® (u) = (ug, ug,uy) . Montrer que ® est une bijection de E sur R3. En déduire la dimension de E.
3. Onpose Vi € {1,2,3},5; = ®~1(e;) ol (ey, e, e3) est la base canonique de R3 .

Justifier que B = (&, &, &5) est une base de E et expliciter les suites &, &5, €3.
4. Soit d I'application définie sur E par : Vu € E, d(u) = w telque Vn € N,w, = 1y 4.

4.a. Montrer que d € ~ (E) et déterminer la matrice de d dans B.

4.b. Calculer d* tel que k € N. En déduire que d est un automorphisme de E et exprimer d~* en fonction de d.

4.c. Déterminer D = Ker(d — Idg).

4.d.Soit F = vect(e3 —&1,& + &, —2¢&3) Montrerque F@ D = E.

4.e. Montrer que F est stable par d.

1 0 0
0 -1 _V3
4.d. Justifier qu’il existe une base B’ de E telle que matg,d = 2 2 |
V3 1
0 X =
2 2

mEx 7 Soit Q@ = (X + 1)*(X — 2)" ¥et f lapplication définie par: f(P) = (X — 2)P' — P
1. Montrer que B’ = (Qy)x=0.n €St une base de R, [X].

Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].

Déterminer les matrices de f dans la base canonique B de R,,[X] et dans B’

Quelle relation y-a-t-il entre ces matrices ?

Décrire Ker f et Imf.

unepwnN



1 -1 2 =2

0 0 1T =1t frend hisme de R*canoni tassocié 3 A
1 -1 1 o |etfrendomorphisme de R*canoniquement associé & A.
1 -1 1 0

1. Déterminer Kerf ,Imf et rgf .

2.  Montrer que Ker(f?) et Ker(f — id)? sont supplémentaires dans R* .

01 0 O

Ex 8 Soit A =

3. Montrer que A est semblablea T = i.e.qu’ il existe P inversible telle que A = P™1TP.

0 0 0 O
0 0 1 1
0 0 0 1

4. En déduire les puissances de A.

g
Ex 9 Soit E un K-e_v de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel que : f2 # 0 et f3 = 0. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle
0 0 O 2 0 0 2 1 -1
la matrice de f est N = <1 0 0). Application : Montrer que <1 2 O>et (0 2 3 )sont semblables.
01 0 01 2 0 0 2
. 0 0 O . . . R
a. Siunetelle base B = (d, b, C) telle que matgf= (1 0 O>existe alors b = f(@) #0et ¢ = f(b) = f2(@) # 0.
01 0

f2 # 0 donc il existe un vecteur & de E tel que f2(%) # 0 . Et par suite, Vk € [0,2], f¥(%) £ 0.
Montrons B = (%, f (&), f2(¥)) est une base de E.
vk € N, f¥est un endomorphisme de E (car composée d’endomorphismes de E) donc f*(x) € E. Ainsi, B est une famille de vecteur de E. De
plus, cardB = 3 = dimE. Donc il reste a prouver la liberté de B pour prouver que B est une base de E.
Soit A9, 41,4, des scalaires tels que A% + A, u(%) + A,u?(¥) = 0. « Appliquons » u:
Alors f (A% + Lu(R) + Au?(¥)) = u(0) . Et comme u est linéaire, cette derniére égalité sécrit :
Aof (D) + M f2(%) + A,f3(%) = 0.0r f3(%) = 0. Donc, nous obtenons:
Aof () + A1 f2(%) = 0. « Appliquons » a nouveau u, nous obtenons Aof?(@) = 0. Donc, nous obtenons :
.Comme f2(X) # 0,Af2(%) = 0 = A = 0. Donc la remontée du systéme donne 1, = 0 puis 4; = 0 et enfin 1, = 0.
J'en conclus que B est libre et finalement B est une base de E.
f@ rr@ re
/ 0 0 0 \ X

%
matgf=| 1 0 0 |f@.Doncd=2%b=f(%),¢=f%%) conviennent.
0 1 0 /fz(f)
2 00 21 -1 0 1 -1
b. SOitA=(1 2 0>=21+NetA’=<0 2 3)=21+N’01\1N’=<0 0 3).
0 1 2 0 0 2 0 0 O

Considérons les endomorphismes u et v de R3 canoniquement associés a A’et N'. Alors u = 2id + v.
On note B, la base canonique de R3.

matp v3 = N3 = (0) mais matp v* = N'? # (0). Doncv? # 0 et v3 = 0. Alors d’aprés ce qui précéde , il existe une base B de R3telle que
matgv=N. Alors la formule de changement de bases pour les endomorphismes assure qu’il existe uen matrice P inversible telle que : N =
P~IN'P.

Alors, A=2I+N=2I+P IN'P=2P '[P+ P IN'P =P~ 12IP+ P"IN'P=P~1(2I + N')P = P~1(4")P.

Donc A et A’ sont semblables.
_—

Ex 10 Monter que les matrices A = (i g) etB = (_01 é) sont semblables.
Ex 11 Soit E = R,,[X] et acRfixéet p: (P ~ (X —a)(P'(X) — P'(a)) — 2(P(X) — P())) .
1. Vérifier que g est un endomorphisme de E et écrire sa matrice dans la base canonique de E puis sa matrice dans la base de Taylor
B=(1,X—-a),X—a)..,(X —a)™).
2. Quelle relation y a-t-il entre ces deux matrices ?
3. Déterminer le noyau et I'image de petlerangde ¢.

Ex 12 Soit ® € & (R,[X]) tel que Vk € {0,..,n}, ®(X*¥) = X"~¥ . Soit B la base canonique de R, [X]. et f: (P = P").
Montrer que @ est une involution. Décrire ses éléments caractéristiques.
En déduire que @ est bijective et décrire 1.
Posons g = @ o f o @ . Déterminer la matrice A de g dans B
Posons h = g + f.Montrer que :VYP € E, h(P) = nXP — (X* — 1)P’
5. lustifier que € = (X — 1*(X + 1) *)—o.n est une base de R, [X]et déterminer la matrice de h dans cette base.
1.Vk € {0,..,n}, ®(x¥) = X"k donc ® (qa(xk)) = dXK) = xn=(k) = Xk = jdy 0 (XK) |
Comme @ o ® et idg x)sont deux endomorphismes de R, [X], qui associent la méme image a chaque vecteur de la base canonique de
R [X] ( leurs matrices dans cette base sont donc égales), j'en conclus que @ o ® = idg .
Donc @ est une involution. @ est la symétrie par rapport a Ker(® — idg, [x]) et parallelement a Ker(cb + idm{n[x])-
Soit P = Y1_, ap XX,
n

n
P eKer(® —idg [x) © ¢(P) =P = Z a,®(X*) = Z a Xt =
k=0 k=0

4 Z‘}’::O aan_k = 2;(1:0 aka @Zgzo an_ka = 27{1:0 aka =1 Zzzo(an_k - ak)Xk =0 Vk, an_ = Qg.

= O NP




Donc,Ker(® — idg [x]) = {Zheo @ X" /YK, an_i = ai}
n n

P eKer(® +idg x) © P(P)+P =0 Z ag®(X*) + Z awXk=0s
k=0 k=0

& Xhmo X" + Xiog X = 0 © X o(an—x + a)X* =0 & Vk ap_k = —ay.
Donc, Ker (& + idg,x1) = (ZR=o ax X" /YK, an_ = —ay}

2.Comme @ o ® = idg [y,  est bijective et O~ = O,

car k<n

3.k €{0,.,n=1}, g = @ o f o b(X* ) = DF(OX* ) = (fX") = & ((n—l)x"*1)
= (- kPX k) = (n— kXKD = (n — )Xk+L
Et g(X™) = o(f(@(X"))) = ¢(f(1)) = @(0) = 0.

0 O 00

n 0 00
Donc,matzg=|0n—-1 0 00

0 0 10
6. h =g+ f estunendomorphisme deE car g et f en sont.
Posons u(P) = nXP — (X?> — 1)P'.
Alors u est linéaire ( a vérifier facilement) . De plus, si P = aX™ + T(X) tq degT < n — 1 alors
u(P) = au(X™) + u(T) = nX™1 — (X2 = DnX" 1+ nXT — (X2 — DT’ = nX™ ! + nXT — (X% - 1T'.
—— N—— —_—

cegsn—1 degsn degsn

Doncu(P) € E. Ainsi, u est un endomorphisme de E.
Montrons que :Vk € [0,n], h(X*) = u(X¥).
Soit k € [1,n — 1]. h(X*) = g(X*) + F(X*) = (n — k)X*+1 + kxk-1
et u(X¥) = nX. X% — (X2 — DkX* 1 = (n — )Xk + kxk1
Donc Yk € [0,n], h(X*) = u(X¥).
Comme u et h sont des endomorphismes de E associant la méme image a chaque vecteur d’une base de E, ils ont la méme matrice dans cette
base et je peux conclure queu = h.

7. C=((X—1D*X 4+ 1)"¥*)_o.n est une famille de vecteurs de R,,[X] de cardinaln + 1.
Il suffit donc de montrer que C est libre pour conclure que C est une base de E.
Soit A, .., A des scalaires tels que : Yo (X — DX + D™k = 0.
En évaluant en 1, j'obtiens 1,2 = 0 donc 4,, = 0. Alors (**) s’écrit : Y023 . (X — DF(X + D)™k = 0.
Donc (X — D[XFZa 4 (X — D*X + DF-1] = 0.
Comme R[X] est intégre et X — 1 # 0, nécessairement Y022 1, (X — 1)*(X + 1)" %=1 = 0. Jévalue & nouveau en 1...Vitére ce précédé et je
prouve ainsi que 14, .., A,sont tous nuls et a la derniére étape (**) s’écrit : 1o(X + 1)™ = 0. Comme (X + 1)™ # 0, nécessairement, 15 = 0. Je
peux conclure que C est libre et ainsi, C est une base de R, [X].

8. PosonsQp = (X — k(X + 1)k
(X = DX+ 1D F) =nX[(X - DX+ D] - (X2 - DEEX - DFTX + D"+ (n— k)X — DX + 1)1
= nX[X - D*X+ D" ] - (X - DX+ DX — DX+ 1D+ (n— k)X — DFX + 1)+
= nX[(X - DX+ D" ] - [k(X — D¥X + D" F+ + (n — k)X — 1)F(X + 1)"7¥]
=X -D*X+ 1) X —k(X+1) - (n—k)(X - 1)]

=X - D*X + D" *[(n - 2K)] = (n — 2k)Qy.

Donc si n est pair alors match = diag(n,n —2,n — 4, ....,2,0,—2,...,2 — n,—n)
Et si n est impair alors match = diag(n,n —2,n—4,....,1,—1,...,2 —n,—n)

9. etdéterminer la matrice de h dans cette base.
. R3 - R3
mEx lssOItu'<(x,y,z) > 2x—y—z,—x+2y—z,—x—y+ Zz)) B
Vérifier que u est un endomorphisme de R3.
Démontrer que : Ker (u — Aid) contient un vecteur non nul sietssi 1 € {0,3} .
Justifier que Ker(u) et Ker(u — 3id) sont supplémentaires dans E.
En déduire que u est la composée de deux endomorphismes simples.

Bl

Ex 14 Soit B = (7], k) une base d'un K-e-v E et D = {4aj + ak/a € R} et P = {al + bj + ck/a + b + ¢ = 0} .
Soit p la projection sur D et parallelement a P et s la symétrie par rapport a P et parallelement a D.

1. Ecrire la matrice de p dans une base bien choisie de telle sorte que cette matrice soit diagonale.

2. Puis écrire la matrice de p dans B puis celle de s dans cette méme base.

1. D ={4aj+ak/a € R} = vect(4] + k)
et P = {(=b — c)T+ b + ck/b,c réels}y = {b(—T+]) + c(=i+ k) /b, c réels} = vect (i +J), (-1 + k)) .
0

B B -1 -1 0 -1 -1 1 -1 -1
SoitH=mat3(4j+k,—?+],—?+k)=<4 1 0>.det(H)= 4 1 0 = 4 1 0 =1><|£1l _11|=5¢0doncH
. 10 1/ 1 0 1la<g-¢lo 0 at
estinversible . Posonsu = 4] + k,v = =T+ J et w = —T + k. Alors, B’ = (u, v, w) est une base de E. Donc par concaténation de bases, je

peux conclureque D @ P =E.
2. Alors p la projection sur D et parallelement a P et s la symétrie par rapport a P et parallelement a D existent. Et,

Vy=d+x€E , p()=d et s()=x—d=y—2p©y).
€D EP



1 0 O
Et,vd € D,p(d) = d et Vx € P,p(x) = 0.Donc, p(v) = uet p(v) = p(w) = 0. Ainsi, matgp={0 0 0).

0 0 0
1 0 0 1 0 0 -1 0 0
Enfin, s = id — 2p. Donc, matg's = matgrid —2matgp=(0 1 0]—2(0 0 O0)J=( 0 1 0]

0 0 1 0 0 O 0 0 1

(on peut aussi utiliser Vd € D,s(d) = —d et Vx € P,s(x) = x donc s(u) = —u,s(v) = v,s(w) = w et on retrouve la matrice de s dans B").
N L S S 4 1 4, 17 4 1 1 R
l=%[(4]+k)—4(—l+f)—(—l+k)] =§u—gv—gw. Donc, p(0) = u=§]+gk ets(?) = —SV— WU =§(51—8} - 2k).

S vk

o A4, T - ST 1 1 1 1 45 17 1 1 1 1 s LT
j=§[(4j+k)+(—1+f)—(—l+k)]=§u+§v—gw.Donc,p(f)=§ =-J+ck et s(f)=gv—gw—§u=§(—3]—2k)
> oL P S s, T 1 4 4 oy 1 45 17 -4 4 1 1 5 7
k=g[(4j+k)—4(—t+]_’)+4(—l+k)]=Eu—§v+§w.Donc,p(k)=§u=E]+§k ets(k)=?v+gw—§u=g(—8]—k)
0 0 O 1 0 0
2 2 2 g8 = _E
Ainsi,matgp =| s 5 5 |etmatgs =I3 —2matgp = — s 5 5
211 =g 2 =
5 5 5 5 5 5
1
Ex 15 Soit A = 1 une matrice carrée d’ordre n .Calculer A™.
2
0

Ex 16 Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n telle que : V(i,j) € [1, n]?, |aij| < %

Démontrer par I'absurde que la matrice I,, + A est inversible. (on pourra introduire 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a A)

mEx17 VP € R, [X],¢(P) = P(X + 1).
1. Justifier que ¢ est un automorphisme de R, [X].
2. Déterminer la matrice M de ¢ dans la base canonique de R,,[X] et sa matrice inverse.

3. Soitay,..,an, by,.., by des réels tels que : b, = 25-;0 (?) a;. Exprimer ay, .., anen fonction de by, .., by,.
((8) a(p) @(5) = w
= =) ()

Ex 18 Soit A = | . Justifier que A est inversible et déterminer A~ 1,

Ex 19 Soit E de dimension finie n. Soit u un endomorphisme de E tel que u™ ! # 0 et u™ = 0 i.e. u est nilpotent d’indice n.

a. Montrer qu’il existe un vecteur ¥ de E tel que : B = (¥, u(x), u?(%), ..., u™ (%)) base de E.

b. Ecrire les matrices de u,u?,..,u™ ! dans la base B.

c. Endéduireque{g € L(E)/u° g = g o u} = vect(Id,u,u?, ...,u™1).

c. u™ 1% 0 doncil existe un vecteur & de E tel que u™ 1(%) # 0 . Et par suite, Yk € [0,n — 1], u*(%) = 0.
Montrons B = (%, u(®), u?(®), ..., u™ 1(¥)) est une base de E.
Vk € N,ukest un endomorphisme de E (car composée d’endomorphismes de E) donc u®(x) € E. Ainsi, B est une famille de vecteur de E. De
plus, cardB = n = dimE. Donc il reste a prouver la liberté de B pour prouver que B est une base de E.
Soit Ag, Aq, ..., A1 des scalaires tels que A% + A, u(X) + A,u2(X) + - + Ap_,u™1(X) = 0. « Appliquons » u:
Alors u(Ao% + A u(®) + L, u?(®) + - + A, u™ (%)) = u(0) . Et comme u est linéaire, cette derniére égalité s'écrit :
Aou(®) + 112 @) + 2,u3 @) + - + Ay_qu™(@) = 0.0r u™ = 0 donc u™(%) = 0. Donc, nous obtenons:
Aou(®) + 1,12@) + u3(E) + -+ + Ap_pu™ 1(%) = 0. « Appliquons » & nouveau u:
U(Aou () + L uc(E) + Lud (@) + - + A, u™1(2)) = u(0) et par linéarité de u , cela donne :
A2 (%) + 2 u(X) + Aut (@) + - + Ay @ = 0. Donc, nous obtenons :

=0
A2 (@) + 2 ud (@) + Lut(R) + -+ + Ap_zu™ 1(¥) = 0. On itére ce procédé. Aprés n itérations, nous obtenons le systéme échelonné
suivant :
AoZ + 2 u(®) + L,u2@) + -+ A uv (&) =0
&y
#0
Aou(®) + 2UPE) + Au3(R) + - + Ay u I (@) = 0
Y
#0
Au2(®) + Lud (@) + Lu*(@) + -+ Az u™1(F) =0
—

.0r, Comme u™1(%) # 0, u™ (%) = 0 = A = 0. Donc la remontée du systéme

Aoun_z(f) + }.1 un_l()_é) =0

#0
donne 4y = 0 puis 4; = 0, puis ....... etenfin 1, = 0.
Jen conclus que B est libre et finalement B est une base de E.



=== . Ecrire les matrices de u,u?,..,u™ ! dans la base B.

u(®) uu(®) uu(@) uu2(@) u(u" @)
/6 " 0% 0 % \
1 0 0 0 0 0 u(x)
0 1 0 0 0 0 u?(%)
matgu = 0 1 : : car u(u*(¥)) = (%)
: 0 0
) I : 0 i i
p zéros 0 0 0 0 1 0 u"_l()_f)
W) w3 ut(®) W) uh ) w1 (x)
59 90 § | %
0 0 0 0 0
0 o0 0 0 0
0 - N :
1 0 i 0
: 0 0

0 O 1 0 0

WO UE) utP()
YT
0 0 0 u(x)
0 0 0 | w¥®
: : : i caruP(uk (X)) = uPE(R)
0
.0
0 1

d. Montronsque{g € v (E)/u° g = gou} =vect(Id,u,u?, ...,u™ 1) par double inclusion.
=G =H
e Toutd’abord, H = vect(Id,u,u?,...,u™ 1) est un ss-e-vde - (E).Montrons que G en est un aussi.
G c 7 (E) par définition de G.
L’endomorphisme nul, noté w, commute avecu (caruow = w o u = w) donc w est élément de G.
Enfin, soit (g, h) € H? et (a,b) € K2

Alors u o (ag + bh) = aucg+buch = agou+bhou=(ag+bh)eu. Doncag+bh€G.
car u est linéaire car geGg
et heG

Ainsi, G est un ss-e-vde ~ (E).
e Soitp € [0,n—1].uouP = uP*! = uyP o u. Donc, u? € G.Comme G est stable par combinaison linéaire, H c G.
e Soit g € G.Doncu et g commuent et par conséquent, Vk, u¥ et g commutent.
g( e:c: ) € E et B base de E. Donc il existe ag, a4, .., @,_1des scalaires tels que

le vecteur
Xdela
questionl

g@) = apk + au@)+.. ta,_u" (D).
Alors g(u(®) = u(g@®) = aou®) + a;u?®+.. +a,_1u"(X) = agu®) + a,u@)+.. +a,_u" (@)
car geg

PO ED)) = w(g(®) = aou*@) + a,ub (@ +.. +an_u™(X) = agu?(®) + aud @) +.. +ay_su™1(3).
car gec

gud®@) = w3 (g®) = aou®) + au?®+.. +a,_u" (@) = aqu(®) + @ u@)+.. +a,_u" (%),
car geG

(...).
gu@) = i (g®) = au ().

car geGc

g® g(u@) g @)

— —_—— ~ -

Qo 0 0 0 x
ar 0 u(X)

Ainsi, matgg = : a; @ : i = agmatgid + aymatgu + ay;matgu+.. +a,_;matgu™!
: : : 0 :
An-1 Ap—2 @n-3 Ao Qo u™ (%)

matgg = matg(agid + aqu + au?+.. +ap_u™"1). Ven déduis que g = ayid + a;u + au?+.. +a,_u" letainsi, g € H.
Nous pouvons conclure que G € H et finalement G = H.

Ex 20 soit E un K-e-v de dimension 3.
1. Soit u un endomorphisme de E et soient i et j deux entiers naturels.
On considére 'application w de Ker (u) vers E définie par : w(x) = u/ (x).
a. Montrer que Im(w) c Ker (ui) .
b. Endéduire que dim(Ker ui*/) <dim(Ker (u') ) + dim(Ker (u/) )
2. Soit u un endomorphisme de E vérifiant : u3 = 0 et rg(u) = 2



c

a.
b.
C.

Montrer que dim(Ker u?) = 2 (on pourra utiliser deux fois la question 2b.)
Montrer que I'on peut trouver un vecteur a non nul de E tel que u?(a) # 0 et en déduire que la famille (u?(a), u(a), a) est une base
deE.
Ecrire la matrice U de u et la matrice V de u® — u dans cette base.
Soit u un endomorphisme de E vérifiant: u> = 0 et rg(u) = 1
Montrer que I'on peut trouver un vecteur b non nul de E tel que u(b) # 0
Justifier I'existence d’un vecteur ¢ de Ker (u )tel que (u(b), c) soit libre puis montrer que la famille ( b,u(b), c) est une base de E.
Ecrire la matrice U’ de u et la matrice V' de u? — u dans cette base.

Ex 21 Soit n € N\{0,1} et E = R,[X] et f définie sur E par f(P) = %(P ()z_f) +P (x+1)) .

2

Onnote f° = idg et Ym € N*, f™ = fo...o f .On note B=(1, X, X%,..,X"™) la base canonique de E.
L)

1.
2.

10.

m fois.
Vérifier que f est un endomorphisme de E .

oit k € [0, n]. Déterminer deg et codom .La matrice M de fdans B est -elle triangulaire ? diagonale? Préciser sa
Soit k € [0,n].Dé iner d X" d X" ice M de fdans B lle tri laire ? di le? Préci

diagonale.
Démontrer que f est un automorphisme de E .

Soit A € R. Montrer que : Ker(f — Aid) # {0} sietssi 1€ {ﬁ/k € [0,n]}.

Soit k € [0,n] et Qi un polyndme non nul de Ker (f — Zl—kid) ,C'est-a-dire: Q, #0et f(Qr) = 21_ka .
a. Démontrer que :deg (Qg) = k.
b. Démontrer que si k # 0 alors fol Q(Hdt=0.

Montrer que la famille B’ = (Qq, Q4, -, @) est une base de E. Désormais on prendra Qo (X) = 1.

Ecrire la matrice D de f dans cette base B’. Quelle relation y-a-t-il entre D et M ?

Soit P € E , de composantes (ag, ay, .., a,) dans B'.

a. Soitm € N.Décrire matriciellement f™et exprimer f™(P) en fonction de ag, a4,..,an, Qo, @1, -, Qn-

b. Endéduire que: lim f™(P) (1) = ao = Jy B(tdt (n étant fixé ).
m-—+oo
Soit P € E . Démontrer par récurrence sur m que : Ym € N, f™(P) = 2%212!251 P (%) .

Redémontrer alors grace au cours d’intégration que lir}rl fmP) ()= fol B(t)dt.
m- [oe]



