Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques Chapitre 19
Matrices d’une application linéaire
E et F désignent ici deux K — e — v de dimensions finies non nulles tels que :dim(E) = p € N* et dim(F) = n € N*.

Def. matrice d’une application linéaire dans deux bases choisies :
Soit B; = (ex)y=1.p UnebaseduK —e —v E (dimE = p) et B, = (Vx)k=1.n Uune baseduK —e — v F (dimF = n).
Soit f € &/ (E, F).
La matrice de f dans les bases B et B;, notée matp_ p, (f), est la matrice des composantes de la famille (f(e7), f (e2), ...,f(e_p’)) dans
la base B,.
f@) f@)-.f(e5)
11 Q2+ Qip\ selon B3]
Autrement dit, M = matp p (f) = matp, (f(e_l’),f(e_z'), (e )= 21 @2z ---2p | selon B3

(p1  Qpp ... Onp/ selon By
Def. matrice d’un endomorphisme dans une base :
Si f est un endomorphisme de E alors on peut considérer la méme base B = (e_k’)k:L_p de E au départ et a Uarrivée et la matrice de
f dans B estmatpf = matgpf.

math = matB(f(e’l))lf(E;)' :f(e’l;) )

NB : Une telle matrice se lit donc en colonne : la colonne k contient les composantes du vecteurs f (e ) dans la base B, ce qui signifie
que f (&) = ay V1 + agVs + -+ Anin -

Exemple : Soit f : <(‘; Z) > (a—2b)X?>+ (b +d—a)X +3c— a). Montrons que f est linéaire de M, (R) dans R, [X] et déterminons
sa matrice dans les bases canoniques de ces deux R-e — v.

f est une application linéaire de M,(R) dans R, [X] car f<a1 (31 Zl) +a, (az ZZ>> = f(<a1a1 a1b1)+ (azaz a2b2)> =
1 2

1 C2 ey aidg ayc;  aady

aiaq + aza, a1by + azb,
<<a1c1 +azc; aqd; + a2d2>>

= (a1a1 + aza, — 2(a1b; + azbz))Xz + (a1by + azby + a1dy + aydy, — agaq + aya)X + 3(agcq + aycy) — (@aq + azay)

= (ay(a; — 2by) + az(az — 2b2))X? + (a1 (by + dy — ay) + az(by + dy — a2)) X + (a1 (3¢ — ay) + a3 (3¢; — a3))

= ay(a; — 2b))X*+ az(a; — 2b)X* + ay(by + dy — a)X + az(b, + dy —az) X + a1 (3¢, — aq) + a, (3¢, — ay)

= r((2 o) e er((E2)

. _(¢1 0y (0 1y (0 Oy (0 O _ 2
PrenonslesbasescanonlquesB1—((0 0),(0 O)'(l 0),(0 1)>deM2(IR)etBZ—(1,X,X)de[R{2 [X]. Alors,

f((é g))=—1—1x+1x2,f((g (1))>=1X—2X2,f<((1) g))=3,f<(8 2)):1;(,

=1 0 3 0
Donc, M = matg, p,(f) = (—1 T 0 1)
1 =2 0 0
Exo : On note B, la base canonique de R,[X] B, base canonique de R3.
) Montrer que B, = ((X — 1)(X — 2),X(X — 2),X(X — 1)) est une base de R3[X].
2) Soit f définie sur R,[X] par: f(P) = (P(0),P(1),P(2)) . Montrerque f € ~ (R,[X], R3).
3) Déterminer la matrice D de f dans les bases B, et B, et la matrice M de f dans les bases B; et B, .
Correction de Uexercice : http://youtu.be/BYHu6xcfLKM?hd=1
1) Chaque polyndme de B, est dans Ro[X]. De plus, le cardinal de B, est égale a 3 qui est la dimension de R2[X]. Donc pour prouver
que B, est une base de R[X], il faut et il suffit de montrer que B, est libre.
Soita, betctroisréelstelsque:a(X —1)X —2) +bXX —-2)+cX(X—-1)=0
En évaluanten 1, b(—1) = 0donc b = 0. En évaluanten 0, a(2) = 0 donc a = 0. En évaluanten 2, ¢(2) = 0 donc ¢ = 0.
Ainsi, B, est une base de R2[X].
2) VP eR,[X],f(P) = (P(0),P(1),P(2)) € R3.Soit P et Q deux éléments de R,[X] et a et b deux réels.

f(aP +bQ) = (aP(0) + bQ(0),aP(1) + bQ(1),aP(2) + bQ(2)) = (aP(0),aP(1),aP(2)) + (bQ(0),bQ(1),bQ(2))
f(aP +bQ) = a(P(0),P(1),P(2)) +b(Q(0),Q(1),Q(2)) = af (P) + bf (Q). Ainsi, f € / (R,[X], R).

3) lamatrice D de f dans les bases B, =((X — 1)(X — 2),X(X — 2),X(X — 1)) et B, = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) :
f(X - DX -2)) =(2,0,0) =2(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1) 5 0 0
F(X(X = 2)) = (0,-1,0) = 0(1,0,0) + (—1)(0,1,0) + 0(0,0,1) one D = <0 e 0)
f(x(x = 1)) = (0,0,2) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 2(0,0,1). 0 0 2

4) lamatrice D de f dans les bases B; =(1, X, X)) et B, = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) :
F£(1) = (1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0,1) L o0 1
fX) =(0,1,2) = 0(1,0,0) + (1)(0,1,0) + 2(0,0,1) DoncM =1 1 2
f(x? =(0,1,4) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) + 4(0,0,1) 1 2 4



http://youtu.be/BYHu6xcfLKM?hd=1

6 Formule fondamentale :
Soit B; = (e)x=1.p UnebaseduK —e — v E et B, = (Vg)y=1.nunebaseduK —e —vF et f € &/ (E,F).
VX € E, matg (f(2)) = matp, p,(f) X matg (¥) ie Y=MX.

Y M X
Cas d’un endomorphisme : Soit B = (ex)k=1.pUune baseduK —e —v Eet f €  (E).

Alors, matg(f(X)) = matg(f) x matg ().

Conséquence : une application linéaire de E dans F est entiecrement définie par sa matrice dans deux bases fixées.

10
_12 oUB1=(3,6—2X)€tBZZ<G 1)(1 (1))(1 8)‘((1) 8)>
3

Cette matrice doit me permettre de déterminer 'image de tout polynéme de R, [X] par f . Déterminons f(a + bX). Appliquons pour
cela la formule précédente : matg, f(a + bX) = matg, p,f X matg, (a + bX).

6bisExemple : Soit f € ~ (R [X], My(R))telle que matg g, f =

BowN

10
o) bX =-2(6-2X)+(%+b)3.D bx—g D bx) =2 —2 AN I
rna+bX=—-(6- )+(§+ ) .Donc, matp (a + bX) = b ) onc, matp,f(a+bX) ={5 7 Sl A"
2 2 2
43 “ b
3 2

one. fa+ 00 =5(; )+(5+30)(; )+(@+P) (G )+ E+D( o)

Exemples IMPORTANTS :

1. SoitM € M, ,(K).Si B, estune base canonique de E et B, est une base canonique de F, application linéaire f de E dans F
canoniquement associée a M est 'unique application linéaire de E dans F telle que matg, g,f = M.

2. SoitM € M,,(K). L’endomorphisme f de K™ canoniquement associé a M est [’'unique endomorphisme de E telle que matg, f=
M.

3. Matrice de Uidentité : Soit B;, B, deux bases de E et dim(E) = p.

Alors, matp, idg = I, et matg, p, idg = matg, B, = matrice de passage de By a B, = P(By,B;).

0 01
Exemple : Soit f ’lendomorphisme de R3 canoniquement associé a M = ( 1 0 2>. Déterminer une expression de f.
-1 11

Soit B, = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) la base canonique de R3.

X Z
Alors, V(x,y,z) € R3,matp f(x,y,z) = matg f X matg (x,y,z) = M <y> = ( x+ 2z >.Donc fx,y,2) = (z,x +2z,—x + y + z).
z —x+y+z

Théoréme fondamentale : Soit B; = (&) y=1.p Une base duK-e-v E et B, = (Vg)y=1.n Une base du K-e-v F et f une application de E
dans F. Alors, V: “(E,F) > M,,(K) estunisomorphisme.

f = matg g, f
Conséquence : Si E et F sont de dimension finie alors &/ (E, F) est de dimension finie égale a dim (E) X dim (F).

Lecture matricelle du rang, noyau et de ’'image:
Soit Bibase de E et B,base de F .Soit f € -/ (E,F) et M = matg, p,(f) .
1. Lescolonnes de M sont les composantes dans B des vecteurs d’une famille génératrice de Im(f).
2. rg(f) =rg(M).
3. SoitX € E et X = matp X.Alors,X € Ker(f)© MX=0 < X€KerM
=L =
systeme linéaire

Explications : Imf = vect ((f(e,)))ieq1,.p)- OF, les colonnes de la matrice M sont les composantes des vecteurs f (&), f(&3), ..., f(€,) dans la base B,.rg(f) =

rg(f@.f @), (&) ) = g (mats, (F@D.F @D, £(75))) = rg ().

X1
Lo > p — > X2
SoitX € EtqX = Xj_q Xxe -Alors, X =matg X =| . |.
Xp
teKer(Nef@=0 o matg, (f (%)) = matg,(0) mmatghgz(f) xmatg (¥)=(0)e MX=0 o XeKer(M)

A bijective systéme linéaire

A11Xy + ApXp + o+ agxp =0
. . Ax1X1 + AppXy + -+ Azpx,y = 0 .
Donc, Kerf = {22:1 XK@ /X1,., X, Scalaires et J 27 T Rt . 7P }ouM = (a;).

t Lanlx1 + Apaxz + 0+ appx, =0
2 6 1
Exemple : Soit f 'endomorphisme de R,[X] canoniquementassoci¢aM =| —1 —8 2 |. Donnons une base de Ker(f) et Im(f).
4 14 1

Soit B, = (1,X,X?) la base canonique de R,[X].

a 0 2a+6b+c=0 —10b+5¢c =0 - 2b
a+bX+cX2EKer(f)@f(a+bX+cX2)=0<=>M<b>=(0)4:» —a—8b+2c=0 —a—8b+26=0@{c___4b.Donc,
c 0 4a+14b+c=0 —18b+9c =0 a=




Ker(f) = {—4b + bX + 2bX?/b € R} = vect(—4 + X + 2X?). Donc dim(Ker(f)) = 1. Alors le théoréme du rang assure que
dim(Im(f)) = 3 — dim(Ker(f)) = 2. Or, d’aprés la matrice de f dans B, f(1) = 2 — X + 4X? et f(X) = 6 — 8X + 14X? sont deux
vecteurs de Im(f) qui ne sont pas colinéaires. (f (1), f (X)) est donc une famille libre de 2 vecteurs de Im(f). Comme dim(Im(f)) =
2,(2—X +4X?,6 — 8X + 14X?) est une base de Im(f).

Exemple : Soit E un espace vectoriel et B = (e;, €5, 3, €4) une base de E . Méthode « tout en 1 » pour obtenir
Soit u un endomorphisme de E tel que la matrice de u par rapport a cette base B est : rang de f ,base de Imf et base de Kerf
1 1 0 0 1. J’échelonne M en COLONNES : M~(R, R échelonnée.
M = matg(u) = -1 -1 0 0 2. Jendéduis . ) o
0 0o -1 1 a) rgM puis la dimension de Ker(f) grace au théoréme
0 0 1 -1 durang.
1. Donner le rang de u, une base de Im(u), une base de Ker(u) en fonction des b) une base de Im(f) grace aux colonnes non nulles de R.
vecteurs de la base B. c) une base de Ker(f) grace aux colonnes nulles de R.

2. Soit ¥ un élément de E . Déterminer u(x).
1 0 0 0

1. rgw) =rg(M) =2 carM~, _01 8 _01 8 . De plus, les opérations sur les colonnes de Mconserve le caractére
0 0 1 0

générateur , donc Im(u) = vect(e; — e,,€, — €3). Comme dimim(u) = 2, (e — €5, €, — e3) est génératrice et maximale dans Im(u) et
est donc une base de Im(u).
Le théoréme du rang assure que dimKer(u) = dimE —rg(u) =4 —2 = 2. D’aprées M, u(e;) = f(e;) =e; —e, etu(e;) =€, —e3 =
—f(&,). Donc, u(e; —e;) = 0 et f(e3 + ;) = 0. Donc (& — &,, &5 + €;) est une famille de vecteurs de Ker (u). Cette famille est libre
car a(g;— &) + b(e; +e;) =0 = ae; — ae, + bes + bey = 0 = a=b=0.

car B est libre
De plus, card(e; — €5, €3 + e3)) = 2 = dimKer (w). Ainsi, (e; — €5, e3 + €,) est une base de Ker (u).
2. SoitX = ae; + be, + ce; + de,.

a a+b
matgu(¥) = matgu X matg(¥) = M lC’ = _da—_cb .Doncu(¥)=(a+b)e; — (a+b)e; + (d — c)es + (c — d)e;.
d c—d

Exemple : Soit u: R, [X] - R, [X] définie par: u(P) = P + (1 — X)P'.Montrer que Ker(u) @ Im(u) = R, [X].
SoitB = (1,X —1,(X — 1)%,...,(X — 1)") base de Tayloren 1 de R, [X].
u(l) =1letsik > Lalorsu((X—1DF) =X -1+ (1 - XDk(X - 1D* 1 =1 -k)(X -1k

10 0 0 0
00 0 O 0

Donc, matg(u) = 0 _01 _02 8 = diag(1,0,—-1,-2,..,1 —n).
0

00 0 O 1—n
Doncrg(w) = netIm(u) = vect((1 — k)(X — D®)goo..n = vect (1 — k)X — D¥)k=0.n. =  wvect((X — 1)")k=0___,n.. Cette famille
k£l car 1-k=0 k#
(X - 1)k)k o nest libre car échelonnée en degré et sans polynéme nul, donc est une base de Im(u). Le théoréme du rang assure que

dlmKer(u)) = 1 Or,u(X —1) = 0 donc (X — 1) est un famille libre dans Ker(u) et de cardinal égal a dimKer (u). Donc (X — 1) estune
nase de Ker (u).

La concaténation de la base de Im(u) et de celle de Ker(u) est le base de Taylor en 1 dans le désordre, il s’agit donc d’une base de

R, [X].)en conclus que Ker(u) @ Im(u) = R,[X].

Théoreme : ICI dimE = dimF < +o Soit By, B, des bases respectivement de E et F.
1) Soitf € ¥ (E,F) et M =matg g, (f). fest unisomorphisme de E sur F & M inversible< f injective < f surjective.
2) Soitf € v (E) et M =matg (f). f € GL(E) © M inversible < f injective < f surjective.

L =T

festun
automorphisme de E

Ex Soit E Uespace vectoriel engendré par f: (x — 1), f5: (x » sin(x)) et f3: (x » sin(2x)).
1) Déterminerla dimension de E.
2) Soitw:E - R3telque: u(f) = (f (g),f(n),f (g)) Montrer que u est linéaire. Est-ce un isomorphisme ?
1) fi: (x> 1), fo: (x b sin(x)) et f3: (x » sin(2x)) sont linéairement indépendantes car Vx € R,a + bsin(x) + csin(2x) =0 =
a=0(avecx =0)
= =I
a+b=0 (avecx— 2)

a+gb+c=0(avecx=§)

2) u(af +bg) = (of (5)+bg (%), af () + bg(m,af () + bg (%)) = (af (£).afm.af (%)) + (bg (£), ba(m.bg (%)) = aut) +
1 1

= a=b=c=0. Donc (fy, fo, f3)est une base de E et dim(E) = 3.

bu(g).Donc u est linéaire. De plus, M = matB,Bc(u) = est de rang 3 donc inversible. J’en déduis que u est un

1
1
2
00 B

N

isomorphisme de E sur R3.




Théoréme Soit E, F et G des K-e-v de dimension finie et B; base de E et B, base de F et Bsbase de G.

1) (Rappel)Si(f,g) €~ (E,F)*et(a,B) € K*alors matp p,(af +Bg) = a matg, p,(f) +p matg, p,(g).
2)Sif €~ (E,F)etg € (F,G)alorsmatg g.(g ° f) = matg, g, (g) X matg, p,(f). (+*)

3) Si fest unisomorphisme de E sur F alors matg, g (f 1) = (matg, p,(f) )_1.

Cas particulier d’un endomorphisme : Soit f et g deux endomorphismes de E et B une base de E.

1.  matg(f ° g) = matg(f) matg(g)

2. Vk €N, matg(f¥) = (matg(f) )*.

3. matg(f) estinversible &f est un automorphisme de E et matg(f~1) = (matg(f) )1.
(**) c’est de la que provient la définition compliquée du produit matriciel

-

Ex: Soit E un K-e-v rapporté a la base B = (&,B,E’) etf €/ (E)tqf(a) =4d— 2b — 45,]‘(5) =—d-b+ cetf(¢)=5d— b — 5¢.
Montrer que Ker(f2) @ Im(f?) = E.

4 -1 5 -2 2 -4
M =matgf =| -2 -1 -1 |Doncmatgf?=M*=(-2 2 —4|.
—4 1 -5 2 -2 4

1 0 0

M2~C< 1 0 0). Doncrg(f) = 1 etIm(f?) = vect(d + b — ¢).Le vecteur (@ + b — ¢) étant non nul, constitue une base de Imf2.
-1 0 0

Alors le théoréme du rang assure que dimKer(f?) = 2.

Or, d’apres M?, f2(d) = —2d — 2b + 2¢ = —f%(b) = 4f2(¢). Donc, f2(d@ + b) = f?(d — 4¢) = 0. Donc, & + b et d — 4¢ sont deux

vecteurs de Ker(f?) non colinéaires(carx(d+5)+y(6i—45) =0 s x+y=0=x=—-4ySx=y=0).Lla famille(‘d+l_5,

car B est libre
d — 4¢) est donc libre et maximale dans Ker(f?) et est donc une base de Ker (f?).

Concaténons la base de Ker(f?) et celle de Im(f?) :

R 11 1 0 1 1 0 11
P =matg((d+b—7),(a+Db),(d—47) =< 1 1 0 >~C< 0 1 0 )~c< 0 1 0). Doncrg(P) = 3 et par suite, P est
-1 0 —4 -1 0 -4 -1 0 O
inversible. )’en déduis que cette concaténation est une base de E et j’en conclus que Ker(f2) @ Im(f?) = E.

Rappel : Formule de changement de bases pour un vecteur ou une famille de vecteurs : Si B et B’ sontdeuxbasesde EetX € E et ./
une famille de vecteurs de E alors

matgX=  matgB X matgX et matg. /= matgB  Xmatg. /.
———— N———
=matrice de =matrice de
passage de B'aB. passage de B'a B.

Théoréme de formule de changement de bases pour les applicatinos linéaires Soitf € & (E,F) .
Soit B; et B;' deux bases de ’'espace vectoriel E et B, et B,' deux bases de 'espace vectoriel F .

Soit M = matg, g,(f) et M' = matg: p:(f)

Soit P = matp B; la matrice de passage de B; a B;' et Q = matp,B; la matrice de passage de B, a B; .
Alors, matg: pr(f) = matzBgx matgggs(f) X matggB; ie. M' = Q~'MP.

Cas d’un endomorphisme Soit f € & (E).

Soit B et B’ deux bases de U'espace vectoriel E. Soit P = matgB' la matrice de passage de B a B'.

Soit M = matg(f) et M' = matg (f).

Alors, matg (f) = matg' B X matg(f) X matgB' ie. M' = P"1MP.

Def. M et M’ sont semblables lorsqu’il existe une matrice P inversible telle que M’ = P~1MP.
M et M’ sont semblables sietssi M et M’ sont deux matrices d’un méme endomorphisme .

2 1 1 4 0 0
Exo: Soit4A = (1 2 1). Montrer que A est semblable a D = <0 1 O>. En déduire les puissances de A .
1 1 2 0 0 1

Théo : Soit f € ~/ (E), B une base de E et M = matg(f) .
1.  f estune projection vectorielle&M? = M< il existe une base B’ de E telle que matg,(f) = diag(1,..,1,0,..,0).
2020
r=rg(p)
Dans ce cas, Im(f) est 'espace engendré par les r premiers vecteurs de B’ d’image non nulle et Ker (f) est 'espace engendré par les
autres vecteurs de B’, ceux d’image nulle.

2. f estune symétrie vectorielle<M? = [ il existe une base B’ de E telle que matg,(f) = diag(1,..,1,—1,..,—1).

r=rg(p)
Dans ce cas, Ker (f — idg) est Uespace engendré par les r premiers vecteurs de B’ et Ker (f + idg) est 'espace engendré par les autres
vecteurs de B'.

3 -6 -—10 -1 3 5

Exo Soient S = <—2 7 10 ) et Q= < 1 -3 —5) .OnposeP =S+Q
2 -6 -9 -1 3 5

Reconnaitre les endomorphismes s et g de R® canoniquement associés a S et Q.

N =

)

) Déterminer une base B dans laquelle matg(s) et matg(q) sont diagonales.
) Quiest ’endomorphisme de R®p canoniquement associé a P ?
)
)

H W

Montrer que pour tout entier naturel n et pour tous réels a et b, (ap + bqg)™ = a"p + b"q .
Montrer que : ap + bq est un automorphisme si et ssi a et b sont non nuls. Déterminer (ap + bq) ™! le cas échéant.

9]







