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Matrices d’une application linéaire .   

Ex 0 Soit 𝑓 l’endomorphisme de ℝ2[𝑋]canoniquement associé à 𝐴 = (
0 1 −1
−3 4 −3
−1 1 0

).  Montrer que 𝑓² est combinaison linéaire 

de 𝑓 et 𝑖𝑑ℝ2[𝑋] . En déduire 𝑓𝑛 𝑡𝑞 𝑛 ∈ ℕ.. 

Ex 1 Soit 𝑓 l’endomorphisme de ℝ3canoniquement associé à 𝐴 = (
8 −1 −5
−2 3 1
4 −1 −1

).  

1) 𝑓 est-il un automorphisme ? Si oui, déterminer 𝑓−1.  
2)  Montrer que ker(𝑓 − 4𝑖𝑑ℝ3)

2⊕𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝑖𝑑ℝ3) =  ℝ
3  

3 Montrer qu’il existe une base 𝐵′ = (𝑢, 𝑣, 𝑤) de ℝ3 telle que : 𝐴′ = 𝑚𝑎𝑡𝐵′𝑓 = (
4 3 0
0 4 0
0 0 2

). 

4) En déduire 𝐴𝑛 𝑡𝑞 𝑛 ∈ ℕ. 

Ex 2 Soit fL  (ℝ3, ℝ2[X] ) canoniquement associée à 𝐴 = (
𝑎 2 3
3 𝑎 2
2 3 𝑎

)  où 𝑎 est un paramètre réel. 

a. Décrire 𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧)). 
b. Déterminer les valeurs de 𝑎 pour lesquelles 𝑓 est surjective. 
c. Déterminer le noyau et l’image de 𝑓  lorsque 𝑓 n’est pas bijective. 

 
Ex 3 Soit  𝐸 un 𝐾-e-v 𝑑𝑒 dimension 3 et 𝑓 ∈L  (𝐸) tel que 𝑟𝑔(𝑓) = 1. 

1) Justifier qu’il existe une base 𝐵 de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑓 a ses deux premières colonnes nulles. 
2) Montrer qu’il existe 𝑎 ∈ 𝐾 tq : 𝑓2 = 𝑎𝑓. 

Ex 4 Soit 𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛des réels et 𝜑: (
ℝ𝑛−1[𝑋] → ℝ⬚

𝑛

𝑃 ↦ (�̃�(𝑎1), �̃�(𝑎2), . . , �̃�(𝑎𝑛))
) et 𝑉(𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛) = |

|

1
1
⬚
⬚
1

  

𝑎1
𝑎2
⬚
⬚
𝑎𝑛

  

𝑎1
2

𝑎2
2

⬚
⬚
𝑎𝑛
2

⋯

𝑎1
𝑛−1

𝑎2
𝑛−1

⬚
⬚
𝑎𝑛
𝑛−1

|

|
le déterminant de 

de Vandermonde associé à 𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛 
a) Montrer que 𝜑 est un isomorphisme si et ssi 𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛sont tous distincts.  

b) Désormais 𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛sont tous distincts. On pose ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ , 𝐿𝑘(𝑋) = ∏
𝑋−𝑎𝑖

𝑎𝑘−𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1
𝑖≠𝑘

 . Montrer que 𝐵 = (𝐿1, 𝐿2, . . , 𝐿𝑛) 

est une base de ℝ𝑛−1[𝑋].  
c) Quelles sont les composantes dans 𝐵 d’un polynôme 𝑃 de ℝ𝑛−1[𝑋] ?  
d) En déduire la matrice de passage de 𝐵 à 𝐵𝑐 la base canonique de ℝ𝑛−1[𝑋]. 
e) Montrer que 𝑉(𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛) ≠ 0 sietssi 𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛sont tous distincts.  

 

Ex 5 Soient 𝑓1: (𝑥 ↦ 𝑒−𝑥) ,   𝑓2: (𝑥 ↦ 𝑥𝑒−𝑥) ,   𝑓3: (𝑥 ↦ 𝑥²𝑒−𝑥) et 𝐸 le sous espace vectoriel de 𝐶∞(ℝ, ℝ) engendré par ces trois 

applications .∀𝑓 ∈ 𝐸, on pose 𝜑(𝑓) = 𝑓′. 

1. Déterminer 𝑑𝑖𝑚𝐸 . On note 𝐵 = (𝑓1,   𝑓2,   𝑓3). 
2. Montrer que L  (𝐸) . Ecrire la matrice 𝐴 de  dans 𝐵. 
3. Calculer 𝐴𝑛, 𝑛ℕ .  
4. En déduire, pour tout entier 𝑛 , la dérivée 𝑛ième de 𝑔: (𝑥 ↦ (3 − 2𝑥 + 8𝑥2)𝑒−𝑥). 

5. 𝑓𝐸, on pose 𝛤(𝑓) =  𝑓 +  𝑓’. Justifier que 𝛤 est un endomorphisme de 𝐸 et donner une base de 𝐾𝑒𝑟𝛤 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝛤 . 
6. Soit ℎ: (𝑥 ↦ (2 + 2𝑥)𝑒−𝑥). Trouver les solutions de l’équation 𝑓’ + 𝑓 =  ℎ.  
 

Ex 6 Soit𝐸  le ℝ-e-v.  des suites réelles 𝑢 = (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ telles que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+3 = 𝑢𝑛 . 

1. On pose  ∀𝑢 ∈ 𝐸 , Ф (𝑢) = (𝑢0, 𝑢1, 𝑢2) . Montrer que Ф est une bijection de 𝐸  sur ℝ3. En déduire la dimension de 𝐸. 

2. On pose  ∀𝑖 ∈ {1,2,3}, 𝜀𝑖 = Ф
−1(𝑒𝑖) où (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) est la base canonique de ℝ3 . 

      Justifier que 𝐵 = (𝜀1, 𝜀2, 𝜀3) est une base de 𝐸 𝑒𝑡 expliciter les suites 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3.  

3.  Soit 𝑑 l’application définie sur 𝐸 par : ∀𝑢 ∈ 𝐸, 𝑑(𝑢) = 𝑤 tel que ∀𝑛 ∈ ℕ,𝑤𝑛 = 𝑢𝑛+1. 

       3.a. Montrer que 𝑑 ∈ L  (𝐸) 𝑒𝑡 déterminer la matrice de 𝑑 dans 𝐵.  

       3.b. Calculer 𝑑𝑘 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ∈ ℕ. En déduire que 𝑑 est un automorphisme de 𝐸  et exprimer 𝑑−1 en fonction de 𝑑. 

       3.c. Déterminer  𝐷 = 𝐾𝑒𝑟(𝑑 − 𝐼𝑑𝐸).  

       3.d. Soit 𝐹  = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝜀3 − 𝜀1, 𝜀1 + 𝜀2 − 2𝜀3). Montrer que 𝐹 ⊕𝐷 =  𝐸 .  

         3.e. Montrer que 𝐹 est stable par 𝑑. 



       4.d. Justifier qu’il existe une base 𝐵’ de 𝐸  telle que 𝑚𝑎𝑡𝐵′𝑑 =

(

 

1 0 0

0 −
1

2
−
√3

2

0
√3

2
−
1

2 )

 . 

Ex 7 Soit 𝑄𝑘 = (𝑋 + 1)
𝑘(𝑋 − 2)𝑛−𝑘et 𝑓  l’application définie par : 𝑓(𝑃) = (𝑋 − 2)𝑃’ − 𝑃 

1. Montrer que 𝐵’ = (𝑄𝑘)𝑘=0..𝑛 est une base de ℝ𝑛[𝑋].  
2. Montrer que 𝑓 est un endomorphisme de ℝ𝑛[𝑋]. 
3. Déterminer les matrices de 𝑓 dans la base canonique 𝐵 de ℝ𝑛[𝑋] et dans 𝐵’. 
4. Quelle relation y-a-t-il entre ces matrices ?  
5. Décrire 𝐾𝑒𝑟 𝑓 et 𝐼𝑚𝑓.  

Ex 8 Soit  𝐴 = (

1
0
1
1

     

−1
0
−1
−1

      

2
1
1
1

     

−2
−1
0
0

)𝑒𝑡 𝑓 l’endomorphisme de ℝ4canoniquement associé à 𝐴.  

1.  Déterminer 𝐾𝑒𝑟𝑓 , 𝐼𝑚𝑓 𝑒𝑡 𝑟𝑔𝑓 . 
2. Montrer que 𝐾𝑒𝑟(𝑓2) 𝑒𝑡 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝑖𝑑)² sont supplémentaires dans ℝ4 .  

3. Montrer que 𝐴 est semblable à 𝑇 = (

0
0
0
0

     

1
0
0
0

      

0
0
1
0

     

0
0
1
1

) i.e.qu’ il existe 𝑃 inversible telle que 𝐴 = 𝑃−1𝑇𝑃. 

4. En déduire les puissances de 𝐴.  
 

Ex 9 Soit 𝐸 un K-e_v de dimension 3 et f un endomorphisme de 𝐸 tel que : 𝑓2 ≠ 0 𝑒𝑡 𝑓3 = 0 . Montrer qu’il existe une base de 𝐸 

dans laquelle la matrice de 𝑓 est 𝑁 = (
0 0 0
1 0 0
0 1 0

). Application : Montrer que (
2 0 0
1 2 0
0 1 2

)et (
2 1 −1
0 2 3
0 0 2

) sont semblables. 

 

Ex 10 Matrices semblables Soit 𝐴 = (
−2 −2
5 4

)  𝑒𝑡 𝐵 = (
0 −2
1 2

).  Montrons par deux méthodes que 𝐴 et 𝐵 sont semblables. 

1ère méthode : Montrer que 𝐴 et 𝐵 sont deux matrices d’une même endomorphisme de ℝ2.  

2ème méthode : Soit 𝑋 ∈ 𝑀2,1(ℝ) tq 𝑋 non nulle. On pose 𝑌 = 𝐴𝑋,   𝑍 = 𝐴𝑌   𝑒𝑡   𝑃 = (𝑋  𝑌).  

1. Ecrire 𝑍 comme combinaison linéaire de 𝑋 et 𝑌.  
2. En déduire que 𝐴𝑃 = 𝑃𝐵 𝑒𝑡 conclure.  
 

Ex 11 Soit 𝐸 = ℝ𝑛[𝑋] et 𝑎ℝ fixé et 𝜑: (𝑃 ↦ (𝑋 − 𝑎)(𝑃′(𝑋) − 𝑃′(𝑎)) − 2(𝑃(𝑋) − 𝑃(𝑎))) . 

1. Vérifier que  est un endomorphisme de 𝐸 et écrire sa matrice dans la base canonique de 𝐸 puis sa matrice dans la 
base de Taylor 𝐵 = (1, (𝑋 − 𝑎), (𝑋 − 𝑎)², . . , (𝑋 − 𝑎)𝑛). 

2. Quelle relation y a-t-il entre ces deux matrices ?  
3. Déterminer le noyau et l’image de  et le rang de  . 

 
Ex 12 Soit Ф ∈ L  (ℝ𝑛[𝑋]. ) 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑘 ∈ {0, . . , 𝑛}, Ф(𝑋

𝑘) = 𝑋𝑛−𝑘 . Soit  𝐵  la base canonique de ℝ𝑛[𝑋].  et 𝑓: (𝑃 ↦ 𝑃′) . 

1. Montrer que 𝜱 est une involution. Décrire ses éléments caractéristiques.  

2. En déduire que 𝜱 est bijective et décrire 𝜱−𝟏. 
3. Posons𝑔 = 𝜱 ∘ 𝒇 ∘ 𝜱 . Déterminer la matrice  𝐴 de 𝑔 dans 𝐵 
4. Posons ℎ = 𝑔 + 𝑓.Montrer que :∀𝑃 ∈ 𝐸, ℎ(𝑃) = 𝑛𝑋𝑃 − (𝑋2 − 1)𝑃′  
5. Justifier que 𝐶 = ((𝑋 − 1)𝑘(𝑋 + 1)𝑛−𝑘)𝑘=0..𝑛 est une base de ℝ𝑛[𝑋]et déterminer la matrice de ℎ dans cette base. 
6.  

Ex 13 Soit 𝑢: (
ℝ3 → ℝ3

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (2𝑥 − 𝑦 − 𝑧, −𝑥 + 2𝑦 − 𝑧, −𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)
)  

1. Vérifier que 𝑢 est un endomorphisme de ℝ3. 
2. Démontrer que : 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝜆𝑖𝑑) contient un vecteur non nul si et ssi 𝜆 ∈ {0,3} . 
3. Justifier que 𝐾𝑒𝑟(𝑢) 𝑒𝑡 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 3𝑖𝑑) sont supplémentaires dans 𝐸.  
4. En déduire que 𝑢 𝑒𝑠𝑡 la composée de deux endomorphismes simples. 

 

Ex 14 Soit 𝐵 = (𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) une base d'un K-e-v  𝐸 et 𝐷 = {4𝛼𝑗 + 𝛼�⃗⃗�/𝛼 ∈ ℝ} 𝑒𝑡 𝑃 = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐�⃗⃗�/𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0} . 

Soit 𝑝 la projection sur 𝐷 et parallèlement à 𝑃 et 𝑠 la symétrie par rapport à 𝑃 et parallèlement à 𝐷.  

1. Ecrire la matrice de 𝑝 dans une base bien choisie de telle sorte que cette matrice soit diagonale.  
2. Puis écrire la matrice de 𝑝 dans 𝐵 puis celle de 𝑠 dans cette même base. 

 
Ex 15 Justifier que toute matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle est nilpotente.  

 



Ex 16 Soit 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) une matrice carrée d’ordre 𝑛 telle que : ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2, |𝑎𝑖𝑗| <
1

𝑛
. 

Démontrer par l’absurde que la matrice 𝐼𝑛 + 𝐴 est inversible. (introduire l’endomorphisme de ℝ𝑛 canoniquement associé à 𝐴) 

Ex 17  ∀𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋], 𝜑(𝑃) = 𝑃(𝑋 + 1).  

1. Justifier que 𝜑 est un automorphisme de ℝ𝑛[𝑋]. Déterminer 𝑀 la matrice de 𝜑 dans la base canonique de ℝ𝑛[𝑋] et 𝑀−1.  

2. Soit 𝑎0, . . , 𝑎𝑛 , 𝑏0, . . , 𝑏𝑛 des réels tels que : 𝑏𝑝 = ∑ (
𝑝
𝑗)𝑎𝑗

𝑝
𝑗=0 . Exprimer 𝑎0, . . , 𝑎𝑛en fonction de 𝑏0, . . , 𝑏𝑛 .  

Ex 18 Soit 𝐴 =

(

 
 
 
 
 
 

(
0
0
)

0
⬚
⬚
⬚
⬚
⬚
0

  

𝑎 (
1
0
)

− (
1
1
)

0
⬚
⬚
⬚
0

  

𝑎² (
2
0
)

−𝑎 (
2
1
)

(
2
2
)

⬚
⬚
0

   

⋯
⬚
⋯
⬚
⬚
⬚
⋱
⬚
⬚

 

𝑎𝑛 (
𝑛
0
)

−𝑎𝑛−1 (
𝑛
1
)

⋮
⬚
⬚

(−1)𝑛 (
𝑛
𝑛
)
)

 
 
 
 
 
 

. Justifier que 𝐴 est inversible et déterminer 𝐴−1. 

Ex 19 Soit 𝐸 de dimension finie 𝑛.  Soit u un endomorphisme de E tel que    𝑢𝑛−1 ≠ 𝑂 𝑒𝑡 𝑢𝑛 = 𝑂 i.e. 𝑢 est nilpotent d’indice 𝑛.  

1. Montrer qu’il existe un vecteur �⃗� de 𝐸 tel que : 𝐵 = (�⃗�, 𝑢(�⃗�), 𝑢2(�⃗�),… , 𝑢𝑛−1(�⃗�)) base de 𝐸.  
2. Ecrire les matrices de 𝑢, 𝑢2, . . , 𝑢𝑛−1 dans la base 𝐵. 
3. En déduire que {𝑔 ∈ 𝐿(𝐸)/𝑢 ∘ 𝑔 = 𝑔 ∘ 𝑢} = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐼𝑑, 𝑢, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1). 
 
Ex 20 soit 𝐸 un K-e-v de dimension 3.  
1. Soit 𝑢 un endomorphisme de 𝐸 et soient 𝑖 𝑒𝑡 𝑗 deux entiers naturels. 

On considère l’application 𝑤 de 𝐾𝑒𝑟 (𝑢i+j ) vers 𝐸 définie par : 𝑤(𝑥) = 𝑢𝑗  (𝑥). 

a. Montrer que 𝐼𝑚(𝑤) ⊂  𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑖) . 

b. En déduire que 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 𝑢𝑖+𝑗)  𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑖)  )  +  𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑗)  ) 
2.  Soit 𝑢 un endomorphisme de 𝐸 vérifiant : 𝑢3 = 0 𝑒𝑡 𝑟𝑔(𝑢) = 2 

a. Montrer que 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 𝑢²) = 2 (on pourra utiliser deux fois la question 2b.) 
b.  Montrer que l’on peut trouver un vecteur 𝑎 non nul de E tel que 𝑢2(𝑎) ≠ 0  et en déduire que la famille 

(𝑢²(𝑎), 𝑢(𝑎), 𝑎) est une base de 𝐸. 
c. Ecrire la matrice 𝑈 𝑑𝑒 𝑢 et la matrice 𝑉 𝑑𝑒 𝑢² − 𝑢 dans cette base. 

3. Soit 𝑢 un endomorphisme de 𝐸 vérifiant : 𝑢² = 0 𝑒𝑡 𝑟𝑔(𝑢) = 1 

a. Montrer que l’on peut trouver un vecteur 𝑏 non nul de E tel que 𝑢(𝑏) ≠ 0 
b. Justifier l’existence d’un vecteur 𝑐 de 𝐾𝑒𝑟 (𝑢 )tel que (𝑢(𝑏), 𝑐) soit libre puis montrer que la famille ( 𝑏, 𝑢(𝑏) , 𝑐) est une 

base de 𝐸. 
c. Ecrire la matrice 𝑈’ 𝑑𝑒 𝑢 et la matrice 𝑉’ 𝑑𝑒 𝑢² − 𝑢 dans cette base. 

 

Ex 21 Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1} 𝑒𝑡 𝐸 = ℝ𝑛[𝑋] 𝑒𝑡 𝑓 définie sur 𝐸 par 𝑓(𝑃) =
1

2
(𝑃 (

𝑋

2
) + 𝑃 (

𝑋+1

2
)) . 

 On note 𝑓0 = 𝑖𝑑𝐸 𝑒𝑡 ∀𝑚 ∈ ℕ∗, 𝑓𝑚 = 𝑓 ∘. . .∘ 𝑓⏟    
𝑚 𝑓𝑜𝑖𝑠.

 . On note 𝐵=(1, 𝑋, 𝑋², . . , 𝑋𝑛) la base canonique de 𝐸. 

1. Vérifier que 𝑓 est un endomorphisme de 𝐸 .  

2. Soit 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. Déterminer deg(𝑓(𝑋𝑘))et 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑓(𝑋𝑘)).La matrice 𝑀 de 𝑓dans 𝐵 est -elle triangulaire ? diagonale? 

Préciser sa diagonale.  

3. Démontrer que 𝑓 est un automorphisme de 𝐸 . 

4. Soit 𝜆 ∈ ℝ. Montrer que :  𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝜆𝑖𝑑) ≠ {𝑂}   si et ssi    𝜆 ∈ {
1

2𝑘
/𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧}.   

5. Soit 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ 𝑒𝑡  𝑄𝑘  un polynôme non nul de 𝐾𝑒𝑟 (𝑓 −
1

2𝑘
𝑖𝑑) ,c’est-à-dire :  𝑄𝑘 ≠ 0 𝑒𝑡 𝑓(𝑄𝑘 ) =

1

2𝑘
𝑄𝑘  .  

a. Démontrer que : deg (𝑄𝑘) = 𝑘. 

b. Démontrer que 𝑠𝑖 𝑘 ≠ 0 alors ∫ 𝑄�̃�(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= 0 .  

6. Montrer que la famille 𝐵’ = (𝑄0, 𝑄1, … , 𝑄𝑛) est une base de 𝐸. Désormais on prendra 𝑄0(𝑋) = 1 . 

7. Ecrire la matrice 𝐷 de 𝑓 dans cette base 𝐵’. Quelle relation y-a-t-il entre 𝐷 𝑒𝑡 𝑀 ?  

8. Soit 𝑃 ∈ 𝐸 , de composantes (𝑎0, 𝑎1, . . , 𝑎𝑛) dans 𝐵′.   

a. Soit 𝑚 ∈ ℕ . Décrire matriciellement  𝑓𝑚et exprimer 𝑓𝑚(𝑃) en fonction de 𝑎0, 𝑎1, . . , 𝑎𝑛 , 𝑄0, 𝑄1, … , 𝑄𝑛.  

b. En déduire que : lim
𝑚→+∞

𝑓𝑚(𝑃)̃  (1) = 𝑎0 = ∫ �̃�(𝑡)𝑑𝑡
1

0
   (𝑛 étant fixé ). 

9. Soit 𝑃 ∈ 𝐸 . Démontrer par récurrence sur 𝑚 que : ∀𝑚 ∈ ℕ, 𝑓𝑚(𝑃) =
1

2𝑚
∑ 𝑃 (

𝑋+𝑘

2𝑚
)2𝑚−1

𝑘=0  .  

10. Redémontrer alors grâce au cours d’intégration que  lim
𝑚→+∞

𝑓𝑚(𝑃)̃  (1) = ∫ �̃�(𝑡)𝑑𝑡
1

0
. 

 


